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Prefaţă 


Lucrarea a fost iniţial concepută ca o ediție revăzută a lucrării Analiza 
rețelelor (circuitelor) liniare (Linear Network Analysis) a lui Sundaram 
Seshu şi Norman Balabanian, în vara anului 1965. Totuşi înainte ca acti- 
vitatea de revizuire să înceapă cu adevărat, S. Seshu a murit într-un tragic 
accident de automobil. De atunci, ediția revăzută concepută inițial a suferit 
modificări atât de mari încît a căpătat caracterul unei noi cărți şi o prezentăm, 
ca atare. Noi (în special Norman Balabanian) dorim, cu toate acestea, să 
menţionăm contribuţiile directe și indirecte la această carte, ale lui S. Seshu. 

Materialul cu ajutorul căruia a fost scrisă această carte a fost folosit 
într-un curs introductiv (beginning graduate course) la Universitatea din 
Syracuse și la Berkeley — Universitatea din California. Nivelul lucrării 
permite însă folosirea unor părți din ea într-un curs pentru anii superiori 
(senior course). 

În studiul sistemelor electrice este adesea necesar să ne ocupăm de struc- 
tura internă și de compoziția sistemului. În aceste cazuri un instrument 
important pentru analiză este topologia. În alte cazuri, interesează numai 
caracteristicile externe. Atunci întră în joc consideraţiile de sistem”. În 
această carte ne vom ocupa atît de compoziţia internă cît şi de caracteristi- 
cile de sistem. 

Instrumentele matematice de primă importanță sînt analiza mairiceală, 
grafurile liniare, funcțiile de variabilă compleză şi transformata Laplace. 
Primele două sînt dezvoltate în interiorul testului, ultimele două fiind tra- 
tate în aneze. De asemenea, pentru a pune bazele folosirii funcpiei impuls- 
unitate în cap. 5, se tratează în anexe şi funcțiile generalizate. Fiecare din 
anexe constituie o dezvoltare relativ detaliată și atentă a subiectului tratat. 

În această carte am încercat să facem o dezvoltare îngrijită a bazelor 
teoriei circuitelor (reţelelor)*!. Se studiază răspunsurile în domeniul timp 


*) Menţionăm că în traducerea cuvîntului ,„,Network” s-au folosit în lucrare, ca fiind 
sinonime în sens larg, rețea sau circuit. 'Ținind seama, însă, pe de o parte, că în anumite 
domenii ca electroenergetica, telecomunicaţiile şi în activitatea practică a electronistului, 
electrotehnicianului, automatistului ș.a. aceste cuvinte pot desemna sisteme, respectiv sub- 
sisteme (ex. reţea cu mai multe circuite, sau invers), iar pe de altă parte, că lucrarea tmbră- 
ţișează aspectele generale ale reţelelor sau circuitelor, am denumit cartea „Teoria modernă a 
circuitelor (reţelelor)”. Aruncăm astfel o punte de trecere între aceste cuvinte, care nu e 
străină și de aprecierea că teoria reţelelor (circuitelor) se intersectează în preocupări cu 
laturi ale teoriei sistemelor, cum şi cu ale altor domenii, cum sint cele privind calculatoarele 
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şi în frecvenţă, analiza și sinteza. Împreună cu componentele pasive reci- 
proce se studiază și componentele active nereciproce (surse comandate, gira- 
toare, convertoare de impedanță negativă). Deşi cea mai mare parte a cărţii 
se limitează la reţelele liniare invariante în timp, există totuși un capitol 
important care se ocupă de rețelele neliniare și variante în timp. 

Analiza matriceală nu este tratată în totalitate într-un singur capitol ; 
se introduc părți din ea acolo unde este necesar. Astfel, consideraţiile intro- 
ductive sânt discutate în cap. 1, dar funcțiile de matrice se introduc în cap. 4, 
în care se caută o soluție pentru ecuaţia vectorilor de stare. În mod analog, 
echivalența matricelor, forma canonică a unei matrice și formele pătratice 
se tratează în cap. 7, pregătind dezvoltarea proprietăților analitice ale funcţi- 
ilor de reţea. 

Analiza rețelelor începe în cap. 2 cu o formulare precisă a relaţiilor 
fundamentale ale lui Kirchhoff, obținute prin aplicarea teoriei grafurilor. 
Metodele clasice folosind ecuațiile pe ochiuri, la noduri, la perechi de noduri, 
şi cu variabile miste sînt prezentate pe bază topologică. 

În cap. 3 se tratează vețelele multiterminale caracterizate prin mări- 
mile măsurate la borne şi la perechi de borne (porţi). Aici se introduc ma- 
tricele de admitanță și împedanță nedefinite şi se discută proprietățile lor. 
Capitolul se încheie cu o discuție a formulelor pentru calculul funcţiilor 
de rețea pornind de la concepte topologice. 

În cap. 4 se introduc ecuaţiile de stare ale rețelei. Metoda de scriere 
a ecuațiilor de stare pentru rejelele pasive şi active, reciproce şi nereciproce 
este astfel încât cere calcularea parametrilor de multiport numai pentru 
o reţea rezistivă (care poate fi activă gi nereciprocă). Se tratează dezvoltat 
soluția în domeniul timp pentru ecuaţia vectorilor de stare. 

Cap. 5 se ocupă de metodele integrale de găsire a soluției, ceea ce include 
integrala de convolujie şi integralele de superpoziţie. Se discută metodele 
numerice de evaluare a matricelor de tranziţie şi problema erorilor în soluţi- 
ile numerice. 

Cap. 6 şi 7 fac trecerea de la analiză la sinteză. Se studiază suficiența 
părţii reale, modulului sau fazei ca părți date ale unei funcții de rețea și 
se dezvoltă metodele de determinare a funcției de reţea din oricare dintre 
părțile ei. Acest lucru implică folosirea unor metode algebrice și a relaţiilor 
integrale date de formulele Bode. Se studiază, de asemenea, formulele inte- 
grale ce dau legătura dintre partea reală şi imaginară ale unei funcții de 
rejea și răspunsul la impulsul sau la treapta unitate. Pentru rețelele pasive, 
funcțiile de energie dau baza stabilirii proprietăților analitice ale funcţiilor 
de rejea. Se introduc funcţiile real — pozitive gi se obțin din ele proprietățile 


și cibernetica, fapt care favorizează simultan generalizarea noţiunilor sau(şi) accepţiuni diferite 
pentru ele. În text am folosit rețea sau circuit, după cum s-a apreciat mai uzual în termi- 
nologia curentă. Aparentul pleonasm ar putea fi(sau nu) înlăturat de necesitățile exprimării 
fiecărui cititor, iar precizarea va veni în timp, odată cu standardizarea terminologiei și cu 
verificarea ei în practică. Și pentru alte cuvinte-menţionate în dicţionarul român-englez 
de la stirşitul lucrării — sau folosit și termenii sinonimi. (N.R.). 
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funcțiilor de reactanţă și cele ale funcțiilor de admitanță și impedanță RC. 
Metodele de sinteză prezentate pentru aceste funcţii cât și pentru altele, includ 
metoda Darlington și metodele de sinteză pentru rețelele active RC. 

Cap. 8 prezintă o tratare amănunţită a parametrilor de repartiție şi 
descrierea rețelelor multiport cu ajutorul matricelor de repartiție. Se discută 
normalizarea reală şi complexă, ultima incluzând normalizarea la o singură 
frecvenţă și normalizarea independentă de frecvență. Se studiază proprie- 
tățile de reflexie și transmisie ale rețelelor multiport active şi pasive, reci- 
proce şi nereciproce, în funcție de parametrii de repartiție. Se discută apli- 
cațiile la proiectarea filtrelor și amplificatoarelor de rezistență negativă. 

Conceptele de reacție și stabilitate se studiază în cap. 9. Se introduce 
aici, ca instrument matematic, graful de fluență al semnalelor. Se prezintă 
criteriile Routh-Hurwilz, Lienarăd Chipart şi Nyquist. 

Ultimul capitol este consacrat rețelelor variabile în timp şi neliniare. 
Se pune accentul pe proprietățile generale ale ambelor tipuri de rejea, 
aşa cum rezultă din ecuaţiile de stare. Se discută probleme ale existenței 
si unicității soluțiilor și metode de obţinerea lor. Se dă atenţie teoriei stabi- 
lității a lui Liapunov. 

La sfirșitul fiecărui capitol se prezintă o mare varietate de probleme. 
Numărul total este 460, unele din ele fiind simple aplicaţii ale relaţiilor 
obținute în text. Totuși, multe din ele cer o extensie considerabilă a mate- 
rialului din text, sau demonstraţii ale unor afirmaţii ajutătoare care nu 
au putut fi incluse în text din lipsă de spaţiu. În anumite capitole a fost 
inclusă o clasă specială de probleme. Fiecare din acestea, notate cu un 
asterisc cere scrierea unui program pentru calculator. Deşi scrierea pro- 
gramelor pentru calculator nu a fost discutată în text şi s-a inclus numai 
o minimă prezentare a metodelor numerice, credem că cititorii acestei 
cărți posedă un nivel de cunoștințe suficient, care permite rezolvarea 
acestor probleme. 

La sfârșitul cărții se dă o bibliografie, în scopul prezentării unei serii 
de autori cărora le datorăm unele din ideile noastre. În plus ea constituie 
o bază suplimentară de referinţă ce poate fi consuliată pentru subiecte speciale. 

Am beneficiat de observaţiile și criticile multor colegi și studenţi, care 
ne-au sugerat îmbunătăţiri, pentru care exprimăm mulțumirile noastre. 


Syracuse New York N. Balabanian 
T. A. Biekart 
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1. Noţiuni fundamentale 


1.1. INTRODUCERE 


Teoria rețelelor electrice, ca şi multe ramuri ale ştiinţei, își propune 
să descrie fenomenele care apar într-un domeniu fizic cu ajutorul unui 
model matematic. Un astfel de model este desigur bazat pe observații 
asupra fenomenelor fizice, dar se utilizează și alte modele matematice 
care, verificate în decursul timpului, sint privite ca realități fizice prin 
ele însele. Aşa de exemplu, reprezentarea curentului electric ca un flux 
de electroni în conductoare, este aşa de sugestiv, încît se pierde din vedere 
faptul că această reprezentare este un model teoretic al unei părţi din 
lumea fizică. 

Scopul unui model este să permită înțelegerea fenomenelor naturale ; 
mai mult, ne aşteptăm să ajungem la consecințe logice, care să ne per- 
mită să prevedem comportarea modelului în condiţiile pe care le stabilim. 
Dacă putem reproduce fizic condiţiile care sînt valabile pentru model, 
prevederile noastre pot fi verificate experimental; în cazul în care aces- 
tea se verifică, căpătăm încrederea că modelul este bun. Dacă există 
diferențe între valorile prevăzute şi cele experimentale, care nu pot fi 
puse pe seama erorilor de măsurare, şi dacă sîntem siguri că analogia 
experimentală a modelului teoretic reproduce condiţiile modelului, tre- 
buie să tragem concluzia că modelul nu este „adecvat” pentru înţele- 
gerea fenomenului fizic corespunzător, și trebuie revizuit 1. 


2) Un exemplu de astfel de revizuire a apărut după celebra experienţă a lui Michelson- 
Morley, în care calculele bazate pe mecariica newtoniană nu au corespuns cu rezultatele 
experimentale. Modelul revizuit este mecanica relativistă. 
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În cazul teoriei reţelelor electrice, modelul a fost utilizat cu mare 
succes în predeterminarea rezultatelor experimentale. De fapt, modelul 
a devenit atit de real, încit pentru studenți este dificil să deosebească 
modelul de fenomenul fizic. 


Prima etapă în stabilirea unui model este să se facă observații deta- 
liate asupra fenomenului fizic. Se efectuează experiențe în intenția de 
a stabili relaţii generale între cantitățile măsurabile. Din aceste expe- 
riențe se trag concluzii generale în ceea ce priveşte comportarea canti- 
tăţilor implicate. Aceste concluzii sint privite ca „„legi” şi deobicei sînt 
formulate avind ca termeni variabilele modelului matematic. 

Această problemă nu face obiectul acestei cărți. Considerăm că 
modelul a fost bine definit. Vom introduce elementele modelului fără 
justificări sau verificări empirice. Procesul de abstractizare referitor la 
interconectarea adecvată a elementelor ipotetice ale modelului, necesar 
pentru a descrie în mod corespunzător fenomenul fizic dat, este deose- 
bit de important, dar depăşeşte cadrul acestei cărți. 

Această carte se ocupă cu teoria rețelelor (circuitelor) electrice liniare. 
Printr-o rețea (circuit) electrică se înţelege o interconectare electrică de 
dispozitive (componente) electrice formînd o structură cu puncte accesi- 
bile la care pot fi măsurate semnalele. 

Se presupune că dispozitivele electrice care alcătuiesc rețeaua sînt 
reprezentate prin modele, sau elemente ipotetice ale căror ecuaţii de 
curent-tensiune sînt ecuaţii liniare-algebrice, ecuaţii diferenţiale, cu dife- 
rențe finite, ecuaţii diferențiale ordinare sau ecuaţii diferențiale parțiale. 

n această carte ne vom ocupa numai de reţelele cu elemente con- 
centrate ; deci nu ne vom ocupa de ecuaţii diferențiale cu derivate parţiale 
sau de ecuaţii diferenţiale cu diferenţe finite. 

Proprietăţile reţelelor pot fi clasificate după două criterii generale. 
În primul rînd sînt acele proprietăţi ale unei reţele care sint consecinţele 
structurii ei — proprietățile topologice. Aceste proprietăţi nu depind de 
tipurile elementelor care formează o ramură a rețelei, ci numai de modul 
în care sînt interconectate ramurile; de exemplu, se poate deduce că 
zerourile funcției de transfer ale unei reţele în scară (o structură topo- 
logică particulară) cad în semiplanul sting, indiferent de tipul elemen- 
telor pasive care formează ramurile. În al doilea rind, sînt proprietăţile 
rețelelor de a prelucra semnalul. Semnalele sînt aplicate în punctele 
accesibile ale reţelei. Aceste semnale sînt modificate sau prelucrate de 
reţea în anumite moduri. Aceste proprietăți de prelucrare a semnalului 
depind de elementele conținute de rețea şi deasemenea de structura 
topologică a reţelei. Astfel, dacă elementele rețelei sînt fără pierderi, 
semnalele sint modificate în anumite moduri, indiferent de structura 
reţelei ; alte limitări sint impuse acestor proprietăți de către structura 
rețelei. Proprietăţile rețelelor în scară fără pierderi, de exemplu, diferă 
de acelea ale reţelei în X fără pierderi. Ne vom ocupa de ambele tipuri 
de proprietăți — topologice și de prelucrarea semnalului — ale reţelelor. 
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1.2, ALGEBRA MATRICEALĂ ELEMENTARĂ 


În analiza reţelelor electrice, ca în multe alte domenii ale ştiinţei 
şi inginerești, apar sisteme de ecuaţii liniare, fie algebrice, fie diferenţiale. 
Dacă sistemul conține mai multe ecuaţii distincte, chiar procesul de 
scriere şi vizualizare a lor devine dificil. Notaţia matriceală este o metodă 
convenabilă de scriere a acestor ecuaţii. Mai mult, notația matriceală, 
simplifică operaţiile de efectuat asupra ecuaţiilor şi rezolvarea lor. Aşa 
cum cititorul poate să privească un vector spaţial cu trei componente 
ca o singură unitate, tot așa putem privi un sistem de ecuaţii ca o ecuaţie 
matriceală. În următorul paragraf, ne vom reaminti unele proprietăţi 
elementare ale matricelor şi algebra matriceală, fără a intra însă în detalii. 
În continuare, aşa cum este necesar cînd apar topici adiționale, ne vom 
abate de la subiectul nostru pentru a defini aceste noi topici introduse. 

O matrice este un aranjament rectangular în coloane şi linii, fiecare 
cantitate fiind numită o intrare sau element al matricei. Elementele unei 
matrice pot fi numere reale sau complexe, funcţii de frecvenţă, operatori 
de derivare, etc. Presupunem că intrările sînt alese dintr-un „,domeniu” 
care ne permite să aplicăm o algebră similară cu algebra numerelor reale. 
Ca exemple de matrice cităm: 


1 2 2 3 ri 

3 —— 28 V, 

M =] —1|,» Z = 8 + 2 , vV = y 
2 3 

0 6 2s 3s v, 


Întreaga matrice este închisă între paranteze drepte. Nu este necesar 
să scriem întreaga matrice cînd ne referim la ea. Este posibil şi indicat 
să-i dăm un „nume” pin atribuirea unui singur simbol, ca în exemplele 
de mai sus M, Z sau V. Vom alege și vom fi consecvenţi în folosirea lite- 
relor aldine, mari sau mici, pentru reprezentarea matricelor. 

Ordinul unei matrice este o pereche ordonată de numere care re: 
prezintă numărul de linii și numărul de coloane, după cum urmează: 
(m, n) sau m x n. În exemplele de mai sus, ordinele sînt respectiv (3, 2), 
(2, 2) şi (4, 1). Folosind cealaltă notație, ordinele matricelor sînt respectiv, 
3Xx 2, 2Xx2 şi 4x1. Ultima este un tip special de matrice, numită 
matrice coloană (cu o singură coloană). Este posibil să avem o matrice 
de ordinul 1 x n; o astfel de matrice are o singură linie și se numește 
matrice linie. O matrice in care numărul de linii este egal cu numărul 
de coloane se numeşte matrice patrată. În exemplele de mai sus, matricea 
Z este patrată. Pentru cazurile speciale în care matricea este o matrice 
coloană, o matrice linie' sau o matrice patrată, ordinul este determinat 
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de un singur număr, care este numărul de linii sau (și) coloane ; de exem- 
plu, dacă M este o matrice patrată cu n linii şi n coloane, ordinul ei este n. 

Pentru a ne referi la elementele unei matrice în termeni generali, 
folosim notația, 


A = [a;; Jm.n 


Dacă ordinul (m, n) nu interesează, nu este necesar ca acesta să fie indi- 
cat în expresia de mai sus. Elementul tipic este a;;. Matricea A completă 
are următoarea formă 


T Qiz Mig.. n 
A = [a Ooz Qg- -agn (1) 


Aml Am2 Am3 + * (mn 


Operaţiuni de bază 


Egalitate. Două matrice A = [a,,] şi B = [b,,] sint egale dacă au 
acelaşi ordin și dacă elementele corespondente sînt identice ; adică A = B 
dacă a, = b, pentru orice ș și 3. 

Multiplicare printr-un scalar. Pentru a multiplica o matrice A = 
= [a] printr-un scalar (adică un număr ordinar) k, multiplicăm fiecare 
element al matricei prin acest scalar; adică kA este o matrice a cărui 
element tipic este ka; . 


Adunarea matricelor. Adunarea, este definită numai pentru matrice 
de acelaşi ordin. Pentru a aduna două matrice, adunăm elementele cores- 
pondente. Astfel, dacă considerăm A = [a,] şi B = [b;;] atunci 


A +B = [0 + by) (2) 
Este clar că adunarea este comutativă și asociativă ; astfel 
A+B=B-+A 
A+(B+O0)=(A+B)+C (3) 


Înmulțirea matricelor. Dacă A = [alma Și B = (bula, atunci 
produsul între A şi B este definit astfel 


AB = c = Lesz Jm, i (4) 
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unde elementele produsului sînt date de 
? 
Ci; = Ý; lir bi = ai biy F li boj H ee H Gin ba; (5) 


Rezultă că elementul (i, j) al produsului este obținut prin multiplicarea 
elementelor liniei ¿ ale primei matrice prin elementele corespondente 
din coloana j ale celei de a doua matrice, şi adunarea acestor produse. 
Aceasta înseamnă că multiplicarea este definită numai cînd numărul 
de coloane ale primei matrice este egal cu numărul de linii ale celei de 
a doua matrice. Observăm că matricea C de mai sus are acelaşi număr 
de linii cu prima matrice şi acelaşi număr de coloane cu al celei de a doua. 


ba Bia bis 
aj az 

ba ba ba 
4, az Q3 


ba bys bya 


Exemplu: 


Sai pa + daba + aba) (Quabiz + Abo + Gadea) (Arbis + rebas + a 
(anbi + arba + arabai) (Aabi + Gazbaa + Aagba) (azibis + Goobsg + Qoabas) 


Cînd este posibil de realizat produsul AB (adică, atunci cînd numă- 
rul de coloane al matricei A este egal cu numărul de linii al matricei B), 
spunem că produsul AB este compatibil. Este evident că produsul AB 
poate fi compatibil, în timp ce BA nu este. Rezultă că AB nu este, în 
general, egal cu BA. Mai mult, aceasta poate fi adevărat chiar dacă amîn- 
două produsele sînt compatibile. 


Fie: 
A, “| s=|, i] 
1 0 1 1 


æfi a şi Ba =, l 
10 2—1 


Atunci 


care arată că AB + BA în acest caz. 


Se constată că înmulțirea matricelor nu este în general comutativă, 
deşi ea poate fi în unele cazuri. Deci, cînd ne referim la produsul a două 
matrice A și B, trebuie să specificăm cum sînt înmulțite. În produsul 
AB, spunem că A premultiplică sau multiplică la stînga pe B, sau B 
postmultiplică sau multiplică la dreapta pe A. 
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Chiar dacă înmulţirea matricilor nu este comutativă, ea este aso- 
ciativă şi distributivă. Astfel, dacă produsele AB și BC sînt posibile, atunci 


(AB)C = A(BC) 
A(B + €) = AB + AC | (6) 
(A + B)C = AC + BC. 


Uneori este convenabil să scriem o matrice dată astfel încît sub- 
matricele să fie tratate ca unităţi. Astfel, fie A = [a,; as. Se poate separa 
sau partiționa matricea după cum urmează 


Il 
porre 
>: o 
LS i 
> 

2 

Ld 
e—a 


Aas 
unde 
An = [an auz] An = [a ay sl] 
a a Qa üy 4 
ie | 21 a A = | 23 la »] 
Qa Q32 Cos aa (35 
sau 


| : Ar i -l 
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unde: 
du a fa 
Au = | 1 a A = [e] A = | 14 
Qaa Aaa 023 da 
An = [am ag] A = [ag], An = [as 


Submatricele în care a fost partiționată matricea 
prin linii punctate. Fiecare submatrice poate fi tratată, 
care urmează a fi efectuate asupra lui A, ca un element 


23 


45 
025 


az]. 


A sînt arătate 
în operațiunile 
al matricei A ; 


de exemplu, produsul a două matrice partiționate este dat de 


AB = p A; Bu]. (7) 

Desigur, pentru ca această partiţionare să conducă la rezultatul 
corect, este necesar ca fiecare din produsele submatricelor, A, B,,, etc., 
să fie compatibile. Matricele partiționate în acest fel se numesc matrice 
partiționate compatibil. 


Aceasta este exemplificată în următorul produs de două matrice. 


10: 1 —2 
aooi: a2 0 | a 
e ae Aa Ai 
21:1 0 
: 0:0 1 B, U 
OREI ES E -| | 
0 0:3 —1 0 By} 
o 0:1 -2 
U + AaBae 
AB = 


2 


—1 


ÎS PA FR Pe RA 


21]: 3 —1 
[4 3] : [4 3I+[—1 3] 
10]: 1 —2 
2 12 3 
=|-1 06-a]. 
5 44-2 
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Diferenţierea. Fie A de ordinul n x m. Atunci, pentru orice punct 
în care da (x)/dæ există pentru i = 1,2 ... n şij = 1,2... m, dA(z)/de 
este definit astfel : 


d d 
Ž Ata) = l a, gi (8) 


Rezultă că matricea dA(z)/dz este obținută prin înlocuirea fiecărui ele- 
ment a(x) al matricei A(x), cu derivata sa da, (x)/dx. Este uşor acum 
(şi le considerăm ca un exercițiu pentru dumneavoastră) să arătăm că 


2 SU + Ba) = a pæ (9) 
dg 
d dA dB 
A (atata) = 2B + A Z (10) 
şi 
OVAT _dfaa. 
da Aa) = df di dæ af oa 


Se vede că regulile uzuale pentru diferențierea combinațiilor de 
funcții se aplică şi în cazul diferențierii matricelor ; o restricție este aceea 
că ordinea de înmulțire a matricelor dată în (10) trebuie să fie respectată. 

Integrarea. Fie ordinul lui A,n X m. Atunci pentru orice interval 


pe care ( a (y)dy există pentru i = 1,2 ... n ṣi j = 1,2... mh °A(y)dy 
Ti 


EN 
este definită astfel 


[A = | Ş cutu]; (12) 


1 


Rezultă că elementul (i, j) al integralei A este integrala elementului (5, 3) 
al matricei A. 

Urma este suma elementelor diagonalei principale ale unei matrice. 
Dacă matricea este A, vom nota urma cu tr A şi o vom defini astfel: 


tr A = Ș a; 


i=l 


unde n este ordinul lui A. 
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Transpunerea. Operaţiunea de interschimbare a liniilor şi coloanelor 
unei matrice se numește transpunere. Rezultatul acestei operaţiuni asu- 
pra unei matrice A se numeşte transpusa lui A şi se notează A'. Dacă 
A = (4; mms atunci A’ = [b;;lim, unde d, = a;;. Transpusa unei matrice 
coloană este o matrice linie şi invers. Dacă, aşa cum se întimplă adesea 
în analiză, este necesar să găsim transpusa produsului de două matrice, 
este important de ştiut că 


(AB) = B'A’; (13) 


adică, transpusa unui produs este egală cu produsul transpuselor, dar 
luate în ordine inversă. Acest rezultat poate fi stabilit cu ușurință prin 
scrierea elementului tipic al transpusei produsului şi arătind că el este 
același cu elementul tipic al produsului transpuselor luate în sens invers, 

Conjugata. Dacă fiecare din elementele unei matrice A este înlocuit 
cu complex conjugatul său, matricea rezultantă se numește conjugata 
lui A şi se notează cu A. Astfel, dacă A = [am atunci A = (d; um 
unde b, = 4; şi 4, reprezintă complex conjugatul lui a;;. 

Conjugata transpusă. Matricea care este conjugata transpusei lui 
A sau, ceea ce este echivalent, transpusa conjugatei lui A, se numeşte 
conjugata transpusă a matricei A şi se notează cu A*; astfel: 


A* = (A) = (AY. (14) 
Tipuri de matrice 


Există două matrice speciale care au proprietățile scalarilor 0 şi 1. 
Matricea 0 = [0] care are toate elementele zero este numită matrice 
zero sau nulă. Ea este patrată şi poate fi de orice ordin. Similar, matricea 
unitate U este o matrice patrată de orice ordin care are elementele de 
pe diagonala principală toate egale cu 1, toate celelalte elemente fiind 
zero. Astfel 


REF 1000 
E soul e EEE 
01 001 0 

0: 0 0001 


sînt matrici unitate de ordinul 2, 3 şi respectiv 4. Se poate verifica uşor 
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că matricea unitate are proprietăţile numărului 1 ; dindu-se o matrice A, 
UA =AU=A (15) 


unde ordinul lui U este astfel ales încît produsele să fie compatibile. 
Dacă o matrice patrată are aceeaşi structură cu a unei matrice uni- 

tate, în care elementele diagonalei principale sînt diferite de zero, ea este 

numită o matrice diagonală. O matrice diagonală are deci forma 


Toate elementele de deasupra și dedesubtul diagonalei principale sînt 
zero. O matrice diagonală este identică cu transpusa sa. 

Dacă numai elementele de sub diagonala principală sau numai cele 
de deasupra diagonalei principale a unei matrice patrate sînt zero, ca 
de exemplu : 


Qu Qiz Mig *** din an 
Qoz Mog `’ Azn liz azz O 
Q33 ::: (as Qiz A23 (33 
A= ` | suB=] | i , 
Ann Qia Ozn Azn t (un 


matricea este numită o matrice triunghiulară. Pentru precizări supli- 
mentare, putem numi pe A o matrice superior triunghiulară și B o matrice 
inferior triunghiulară. 

Matrice simetrice și antisimetrice. O matrice patrată este simetrică 
dacă ea este egală cu transpusa sa: A = A' sau 4, = ap pentru orice 
i şi j. Dacă o matrice este egală cu negativa transpusei ei, ea se numește 
antisimetrică: A = — A' sau a; = — a. Pentru ca elementele diago- 
nalei principale să îndeplinească această condiție este necesar ca acestea 
să fie zero. Rezultă că o matrice antisimetrică are elementele diagonalei 
egale cu zero. 
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O matrice patrată dată poate totdeauna fi scrisă ca suma unei ma- 
trice simetrice și a uneia asimetrice. Astfel fie 


A = [a] 
A, = [by] unde by = Sy tiy ii L by 
A, = [e] unde ey = 8 a = — ĝi. 
Atunci 
A = A, +A, deoarece a; = bi + Giy. (16) 


Matrice hermitică și antihermitică. O matrice patrată este numită 
hermitică dacă ea este egală cu transpusa conjugatei sale; astfel A este 
matrice hermitică dacă A = A* sau a, = a, pentru orice i și j. Un alt 
caz special se obţine dacă o matrice este egală cu negativa transpusei 
conjugatei sale, şi este numită o matrice antihermitică. Astfel A este 
antihermitică dacă A = — A* sau a, = — 4, pentru orice ¿ şi j. Obser- 
văm că o matrice hermitică care are numai elemente reale este simetrică, 
şi o matrice antihermitică care are numai elemente reale este antisimetrică. 


Determinanţi 


Oricărei matrice patrate A i se poate asocia un număr numit deter- 
minantul lui A. Obişnuit determinantul lui A se notează prin simbolul 
det A sau jA|; vom folosi uneori simbolul A pentru un determinant, 
atunci cînd nu este necesar să atragem atenţia asupra unei matrice par- 
ticulare pentru care A este determinantul. Menţionăm că o matrice și 
determinantul său sînt două lucruri complet diferite. Dacă două matrice 
au determinanţi egali, aceasta, nu înseamnă că matricele sînt egale; ele 
pot fi chiar de ordine diferite. 


Determinantul matricei A de ordin n x n este definit ca 
det A = Şi e tiv, Agy * * "m, (17) 
sau de relația echivalentă 


det A = > Ed az: * dun (18) 
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unde însumarea se face pentru toate n! permutările în vi, Yg ..., Va & 
indicilor 1, 2 ... n, şi e este egal cu +1 sau —1 după cum permutarea 
Vi Va 3 Yn este pară sau impară. Ca o consecinţă a acestei definiţii, 
determinantul unei matrice 1 x 1 este egal cu elementul său, şi deter- 
minantul unei matrice 2 x 2 este: 


| 
det A = det | w “jo Alz — hlo. 
iQ Qog 


Produsul aaz, a fost multiplicat cu e = +1 deoarece v, v, = 1, 2 este: 
o permutare pară a lui 1, 2 ; produsul aaa, a fost multiplicat cu e = —1 
deoarece v,, Y = 2, 1 este o permutare impară a lui 1, 2. Evaluarea de- 
terminantului pentru un n mare este dificilă dacă aplicăm definiția de 
mai sus, şi nu este necesară totdeauna. Timpul necesar pentru evaluarea 
unui determinant poate fi redus prin aplicarea unor proprietăţi ale deter- 
minanților. Vom prezenta în rezumat cîteva proprietăți importante ale 
determinanţilor : 

1. Determinantul unei matrice și al transpusei acesteia sînt egale; 
adică, det A = det A’. 

2. Dacă fiecare element al oricărei linii sau oricărei coloane a unui 
determinant, este multiplicat printr-un scalar k, determinantul este: 
multiplicat prin k. 

3. Interschimbarea a oricăror două linii sau coloane modifică sem- 
nul unui determinant. 

4. Dacă două linii sau coloane sînt identice, atunci determinantul 
este zero. 

5. Dacă fiecare element al unei linii sau al unei coloane este zero, 
atunci determinantul este zero. 

6. Determinantul rămîne neschimbat dacă la fiecare element al 
oricărei linii sau coloane este adunat un multiplu scalar al elementului 
corespunzător al oricărei alte linii sau coloane. 

Dezvoltarea cofaetorilor. Fie A o matrice patrată de ordinul n. Dacă. 
linia ¿ și coloana j ale matricei A sînt eliminate, determinantul matricei 
rămase, care are ordinul n — 1, se numește primul minor (sau mai simplu 
un minor) al lui A sau al det A şi se notează prin M,,. Cofactorul cores- 
punzător este definit astfel 


Ay = (—1) My. (19) 


Se spune că A, este cofactorul elementului a;;. Dacă i = j, minorul și 
cofactorul se numesc minor principal şi cofactor principal. Un minor 
principal (cofactor) al lui A este acela a căror elemente diagonale sînt; 
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deasemenea elemente diagonale pentru AP. Valoarea unui determinant, 
poate fi obținută prin multiplicarea fiecărui element al unei linii sau 
coloane prin cofactorul corespunzător, şi adunind rezultatele. Astfel : 


det A = Qi Aa + a; Aiz + Ais As + ... + din Ain (20a) 

= My; As F azi Azi F asi Agi +. H Gai Ani: (20b) 

Aceste expresii sînt numite dezvoltări în cofactorii unei linii sau unei coloane 

şi sînt obținute prin gruparea termenilor din (17) sau (18), astfel încît 
fiecare grup să corespundă unui element înmulțit cu factorul său. 

Ce se va întîmpla dacă elementele unei linii sau coloane sînt multi- 

plicate cu cofactorul corespunzător al unei alte linii sau coloane? Con- 


siderăm ca o problemă pentru dumneavoastră să arătați că rezultatul 
va fi zero; astfel, 


Gia An + aia Ajo + aia Aja Hoo H ain Ajn =0 (21a) 

Qi; An; F azi Ao; F Gai Ag; +... H ani Anj = O. (21b} 

Simbolul lui Kronecker este o funcție notată cu 3,; şi este definită astfel : 
d; =1 dacă i =j 
0 dacă i Æj 


unde i şi j sînt întregi. Folosind simbolul lui Kronecker, putem combina. 
(20a) şi (21a) şi scrie 


(det A) 8, = È aus A (22) 
k=0 
Similar, combinind (20b) şi (215), obţinem 


(det A) 3y = ŞI ari A. (23) 
k=0 


1) Această definiție nu limitează numărul de rînduri şi coloane eliminate din A pentru 
obținerea minorului sau cofactorului. Dacă sint eliminate o linie și o coloană, ne vom referi 
la acest cofactor numindu-l primul cofactor. În general, dacă sint eliminate n rinduri și n 
coloane ne vom referi la cofactorul obținut ca la cofactorul al n-lea. 
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Determinant al unui produs de matrice. Fie A și B matrice patrate 
de același ordin. Determinantul produsului A și B este produsul deter- 
minanţilor ; adică 


det (AB) = (det A) (det B). (24) 
Derivata unui determinant. Dacă elementele matricei patrate A 


sînt funcţii de aceeaşi variabilă v, atunci |A| va fi o funcţie de z. Este 
util de ştiut că 


= Y Ay. (25) 


da si da; da 


şi dezvoltarea în cofactori a lui |A| din (22) sau (23), din care rezultă 
că ô JA l/a; = A. 

Teorema Binet-Cauchy. Considerăm determinantul produsului AB, 
presupunînd că ordinele sînt (m, n) și (n, m) cu m < n. Observăm că 
produsul este o matrice patrată de ordin m. Submatricea patrată cea 
mai mare a fiecărei dintre matricele A şi B, este de ordinul m. Fie deter- 
minantul fiecărei submatrice patrată de ordin maxim un determinant 
major, sau mai simplu un major. Atunci |AB| este dat de următoarea 
teoremă numită teorema Binet-Cauchy. 

det AB = p? (produse ale majorilor corespondenți din A și B) (26) 

majorii 
Expresia „majori corespondenţi” trebuie înţeleasă astfel: numerotarea 
coloanelor folosite pentru formarea unui major A este aceiași cu a liniilor 
folosite pentru formarea majorului lui B. 


Pentru a ilustra aceasta, să considerăm 
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În acest caz m = 2 și n = 3. Prin înmulţire directă găsim 


a =]; 
3 3 


Determinantul acestei matrice este uşor de calculat cu (18). Să apli- 
căm acum teorema Binet-Cauchy. Observăm că există trei determinanți 
de ordinul doi. Apliciînd (26), obţinem 


1 


a —1j| 2 
1l = 2 


det AB = | | 
2 mă 


= (3)(3) + (—6)(—1) + (—3)(—1) = 18. 


1! ] 3112 1l —1 A PE 1 
; | . || 
AY] aja pe o'f 1 


1 0 


Acelaşi rezultat se obține şi prin evaluarea directă a determinantului. 


Inversa unei matrice 


În cazul scalarilor, dacă a 0, există un număr b astfel ca ab = 
= ba = 1. În același fel, dindu-se o matrice patrată A, căutăm o matrice 
B astfel ca: 


BA = AB = U. 


O astfel de matrice B poate să nu existe. Dar dacă această relație este 
satisfăcută, spunem că B este inversa lui A şi scriem B = AL. Relația 
inversă este adevărată, astfel că dacă B = A |, atunci A =B'1. 

Diîndu-se o matrice patrată A, formăm o altă matrice după cum 
urmează 


B = [b;;] undeb,;= n 


unde A = det A și A, este cofactorul lui a; Prin dezvoltarea direetă 
a lui AB şi BA şi aplicarea lui (22) şi (23), se poate arăta că B este in- 
versa lui A. (Vă propunem să faceţi aceasta ca exerciţiu). În cuvinte, 
inversa, lui A se obține înlocuind fiecare element al lui A prin cofactorul 
său, luînd apoi transpusa pe care o împărțim la determinantul lui A. 

Deoarece elementele inversei lui A au A la numitor, este clar că 
inversa nu va exista dacă det A = 0. O matrice al cărei determinant 
este egal cu zero. se numește singulară. Dacă det A Æ 0, matricea este 
nesingulară. 
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Procesul de formare al inversei este clarificat de definirea unei alte 
matrice referitoare la A. Definim adjuncta lui A, scriind adj A astfel 


An Az Azı taie, Au 


adj A = [A] = |n Aman e Aa. (27) 


„Ain Aen Aa -++ A 


nn 


Se observă că elementele liniei ¿ ale adj A sint cofactori ai elementelor 
coloanei ¿ a lui A. Inversa lui A se poate acum scrie: 


A`! = = —adjA. (28) 


Dacă înmulțim ambele părţi ale lui (28) cu A, obţinem 

. [adj A] = U det A. (29) 
Fiecare parte a acestei expresii este o matrice, partea din stînga fiind 
produsul a două matrice şi partea din dreapta fiind o matrice diagonală 


a căror elemente diagonale sînt egale fiecare cu det A. Luînd determi- 
nantul ambelor părți, se obține 


(det A)(det adj A) = (det A) 
sau 


det adj A = (det A). A (30) 


Adeseori este necesar să calculăm produsul a două matrice. Este 
de dorit, prin urmare, să evaluăm inversa și adjuncta produsului a două 
matrice A și B. Rezultatele sînt: 


(AB)! = B~! A`! (31) 
adj (AB) = (adj B)(adj A). (32) 


Desigur, produsul AB trebuie să fie compatibil. Mai mult, atît A cît și B 
trebuie să fie patrate şi nesingulare. 
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În cazul inversei (31), observăm că 
(AB)(B-:A-!) = A(BB7)A~?! = AA™! = U. 


Deci AB este inversa lui B-1A-!, de unde rezultatul. Pentru adjuncta (32) 
putem forma produsele (AB)(adj AB) și (AB)(adj B) (adj A) şi arăta 
prin folosirea repetată a relației M(adj M) = U(det M) că ambele produse 
sînt egale cu U(det AB). 


Condensare pivotală 


Prin aplicarea repetată a dezvoltării în cofactori, evaluarea deter- 
minantului unui aranjament n xn de numere, poate fi redusă la eva- 
luarea aranjamentelor 2 x 2. Este clar că numărul de operaţii mate- 
matice creşte excesiv cînd creşte n. O altă metodă de evaluare a deter- 
minantului, care necesită mult mai puține operațiuni aritmetice, este 
numită condensare pivotală. Vom dezvolta această metodă. 

Fie o matrice An xn partiţionată astfel 


K : | 
Az| e: (33) 


Aa An 


unde submatricea A, este de ordinul m x m unde 1 Sm < n. Presu- 
punem A, nesingulară. În acest caz A, există, şi A poate fi factorizată 
astfel 


U : O fA: 0 U : AAs 
a=] Pieka a B EEE STAA | ae aceea 
AsAzi: UJ LO : A AAA] lo i U 


Valabilitatea acestei factorizări este dovedită dacă efectuăm înmulţirea 
matricelor indicate și observăm că rezultatul este (33). 

Prin aplicarea repetată a dezvoltării cofactorilor, se poate arăta 
(problema 35) că determinantul unei matrice triunghiulare este egal cu 
produsul elementelor diagonalei principale. Deoarece 


C o: 0] pU : AsiAa 
| gata : osie şi | .. : EEE 
Auzi: U 0: U 
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sînt triunghiulare cu „elemente unitare” în diagonala principală, deter- 
minanţii lor sînt egali cu unu. Rezultă că în (34) numai matricea din 
mijloc trebuie discutată. Această matrice poate îi factorizată astfel : 


An 0 =» i E 0 | aa 
0 Ap >, An ATH, 0 U 0 Az = AJ AnA, 


Determinanții matricelor din dreapta sînt de fapt det A, şi det (As, — 
— AATA), respectiv. 

Deoarece determinantul unui produs de matrice este egal cu pro- 
dusul determinanților, luînd determinanții ambelor părți ale lui (34) și 
folosind (35), se obține : 


det A = (det A) {det (A, — AAa!A,,)). (36) 


Dacă A, este scalarul a, Æ 0 (adică ordinul lui A, este 1x1), 
atunci ultima ecuație se reduce la 


det A = a, det (An a AnA, ) = ap det nån — AnA E 
Wu 


Gu 


În concordanţă cu proprietăţile unui determinant, multiplicarea fiecărei 
linii a unei matrice cu o constantă l/a, are ca efect multiplicarea cu 
1/a%, unde m este ordinul matricei. Pentru matricea din partea, dreaptă 
a cărui determinant este găsit, ordinul este n — 1, cu unu mai mic ca 
ordinul lui A. Deci 


j 
det A E -l det (aAa => AnA). (37) 


ai 


Aceasta este relația matematică asociată condensării pivotale. Con- 
diția ca elementul pivotal a, să fie diferit de zero poate fi totdeauna 
realizată, cu excepția cazului în care toate elementele primei linii sau 
coloane sînt zero, caz în care det A = 0. Făcînd abstracție de acest ultim 
caz, totdeauna putem plasa un element diferit de zero în poziția (1, 1) 
prin interschimbarea unei alte linii cu linia 1 sau a unei alte coloane cu 
coloana 1. Această interschimbare va necesita o schimbare de semn în 
concordanță cu proprietatea (3) a determinanților. Aplicarea repetată 
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a relației (37) reduce evaluarea det A la evaluarea determinantului unor 
aranjamente de dimensiuni 2 x 2. 


Exempiul dat mai jos ilustrează metoda condensării pivota!e. 


i 4 d z i d E S (s-au interschimbat 
det 4—1 3 1|=>(Dati 3-1 4 1 coloanele 1 și 3) 
2 0 2 1 2 0 2 1 


oJ 0 2] 
aj 


3 —1 —2 ro 0 0 
=— det {| —1 4 1 -|° 0 6 
0 2 1 0 0 4 


3 —1 —2 
=—det |—1 4-5 
0 2—3 


-eff 
FI) 
Salle 21] 


1 11 —17 
= —— det 
3 6 -9 


=-1. 


Multe din etapele incluse aici pot fi eliminate de cineva pentru care folo- 


siea condensării pivotale pentru evaluarea unui determinant, a devenit 
o metodă curentă de calcul. 


Ecuații liniare 


Notația matriceală şi conceptul de matrice au fost introduse în 
dorința de a ugura analiza seturilor de ecuații algebrice liniare. Deoarece 
in analiza rețelelor se folosesc astfel de ecuații şi este necesară rezolvarea 
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lor, ne vom îndrepta acum atenţia asupra lor. Considerăm următorul 
set de ecuaţii algebrice liniare. 


anly E oa tastat... faut, = Y 


anly F A3 + Agla +... F at, = Y2 
Amit + Amol + 0,33 + gaze, + Ant = Yn 


Un astfel de sistem de ecuații poate fi`scris folosind notația matriceală 


astfel : 
Au Az. 
da rmi (39) 
an an ft 4, n y m 


Aceasta poate fi verificată prin realizarea înmulțirii în stînga. De fapt, 
definiția unui produs de matrice, care putea fi privită ca restrictivă atunci 
cînd a fost introdusă, a fost dată astfel pentru a permite scrierea unui 
set de ecuații liniare în formă matriceală. 


Expresia poate fi simplificată mai mult prin folosirea simbolurilor 
matricelor A, x, y, ceea ce conduce la 


AX =y (40) 


Această ecuație matriceală poate reprezenta orice set de orice număr 
de ecuații liniare, avînd orice număr de variabile. Importanța folosirii 
matricelor este evidentă. Problema care se pune acum, este rezolvarea 
acestei ecuații matriceale, sau a setului corespondent de ecuații scalare, 
prin găsirea unui set de valori pentru z, care satisface simultan aceste 
ecuații. Dacă există o soluție, spunem că ecuațiile sînt compatibile. 


Fiecare coloană (sau linie) a unei matrice este identificată prin ele- 
mentele sale. Ea poate fi privită ca un vector, în care elementele joacă 
rolul componentelor vectorului. Degi vectorii cu mai mult de trei dimen- 
siuni nu pot fi vizualizați geometric, totuşi terminologia de vectori spa- 
țiali este utilă în prezentul context şi poate fi extinsă la un spațiu cu n 
dimensiuni. Astfel, în (40) z, y, și fiecare coloană şi fiecare linie ale lui A 
sînt vectori. Dacă vectorul corespunde unei coloane de elemente, atunci 
el poate fi numit vector coloană. Vectorul linie este numele complet al 
nnui vector care este o linie de elemente. Vom folosi denumirile complete 
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numai dacă altfel confuzia este posibilă. De cele mai multe ori cînd folo- 
sim simplu cuvîntul vector”, el trebuie interpretat ca „vector coloană”. 
Acum, dindu-se un set de vectori, problema care apare este dacă 
există anumite relații între vectori sau dacă sînt independenţi. În spaţiul 
cu două dimensiuni, știm că oricare doi vectori sînt independenţi unul 
faţă de altul, afară de cazul cînd sînt coliniari. Mai mult, orice alt vector 
din plan poate fi obţinut ca o combinaţie liniară a acestora, astfel că 
trei vectori nu pot fi independenţi în spaţiul cu două dimensiuni. 
n cazul mai general, spunem că un set de m vectori, caracterizat 
prin x, (i = 1 la m), este dependent liniar dacă putem găsi un set de con- 
stante k; astfel ca 


LL 


J, k: x; =0 (k; nu sînt toate zero) (41) 
i=1 


Dacă nu există o astfel de relație, vectorii sînt independenți liniar. Este 
clar că dacă vectorii sînt; dependenți, atunci unul sau mai mulți vectori 
pot fi exprimați ca o combinaţie liniară a celor rămași cu ajutorul rela- 
ţiei (41). 

Pentru rezolvarea ecuaţiilor liniare este indicat să folosim notația 
dependenţei liniare. Să împărțim matricea A după coloane şi să exa- 
minăm produsul 


Ax = [a a... a,l][a 


Tz 


Da 
== Ta + T89 + ... + A E 


Exprimată în acest fel, se vede că Ax este o combinaţie liniară a vec- 
torilor lui A. De fapt, există un vector x care ne va da orice combinaţie 
dorită a acestor vectori coloană. Este evident deci că dacă ecuaţia 
y = Ax are o soluţie, y trebuie să fie o combinaţie liniară a vectorilor 
coloanelor lui A. O formulare echivalentă a acestor condiţii este urmă- 
-oarea : Numărul maxim de vectori liniar-independenţi din două seturi 
a...an ȘI aa. y trebuie să fie acelaşi dacă sistemul de 
ecuaţii y = Ax admite soluţie. 

Putem stabili o formulare mai compactă a acestei condiţii de exis- 
tență a soluţiei, sau de compatibilitate a lui y = Ax. Definim rangul 
anei matrice ca ordinul celei mai mari matrice pătrate nesingulare care 
poate fi obţinută prin îndepărtarea de linii și coloane din matricea ori- 
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ginală. Dacă rangul unei matrice pătrate este egal cu ordinul acesteia, 
matricea este nesingulară, astfel că determinantul său este diferit de zero. 
De fapt, se poate stabili ca o teoremă că determinantul unei matrice 
este zero dacă și numai dacă liniile și coloanele matricei sîn! liniar depen- 
dente. (Demonstraţi-o !). Astfel liniile și coloanele unei matrice nesingulare 
trebuie să fie liniar-independente. Rezultă că rangul unei matrice egalează 
numărul maxim de linii și coloane liniar-independente. 

Considerăm acum două matrice A şi Ay, unde cea de a doua ma- 
trice este obținută din A la care se adaugă un vector coloană y. Am 
stabilit că numărul maxim de vectori coloană liniar-independenți trebuie 
să fie acelaşi pentru aceste două matrice, pentru a asigura compatibili- 
tatea, astfel că deducem că rangul celor două matrice trebuie să fie acelaşi ; 
astfel, sistemul de ecuaţii y = Ax este compatibil dacă şi numai dacă 


rang A = rang [A y]. (42) 


Aceasta este numită relație de consistentă. 


Exemplu 


Presupunem că A este următoarea matrice de ordinul 3 x 4; 
2 1 4 5 

A=[—1 2-7-5 

3 4 1 5 


Prin calcul direct, se obține că fiecare din cele patru matrice pătrate de ordinul 3 obținute 
prin îndepărtarea uni coloan> din A este singulară — are determinantul zero. Totuşi 


matricea 2 x 2 


obținută prin îndepărtarea liniei a treia și a coloanelor trei și patru este nesingulară. Astfel 
rangul lui A este 2. Aceasta ne spune de asemenea că vectorii coloanelor 1 și 2 


He -f 


sînt liniar independenţi. Vectorii coloanelor 3 și 4 


-HE 


sînt combinaţii liniare de a, și a, ; în particular, 


a, = 3a, — 28, și a= 3a, — a, 
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Dacă y = A1 areosoluţie, atunci y trebuie să fieocombinaţieliniară a lui a, și a, Presu- 
punem y = a a, + Pa,.Atuncitrebuiesărezolvăm 


aa, + Ba, = AX = 2,8, + T38, + T383 + Za, 
sau, deoarece 
a, = 3a; — 28, şi a, = 3a, — 8, 
atunci 
(2 — 3z, — 317)1, + (B + 21, + 1:)a; = 1,8; -+ T383 
Astfel pentru orice x, şi X, x este o soluție a lui y = Ax, dacă z, =& — 3t, — 34 şi T, = 
= B + 2z, + 2, Faptul că soluţia nu este unică este o consecință a faptului că rangul lui A 


este mai mic ca numărul de coloane ale lui A. Aceasta este de asemenea adevărat pentru 
soluția generală a lui y = Ax. 


Soluția generală pentru y = Ax. Presupunem condiția de compati- 
bilitate satisfăcută și că rang A =r. În acest caz, ecuația y = Ax 
poate fi totdeauna partiționată astfel : 


r nr 


coloane coloane 


r o [An Az Xi yı 
linii 
T (43) 
m—r 
linii LAg Ag Xs Y2 
Se determină în primul rînd rangul r prin găsirea submatricei de cel 
mai mare ordin al cărei determinant este diferit de zero. Se rearanjează 
apoi ecuațiile, astfel încît primele r linii și coloane să aibă determinantul 


a de zero, adică A, este nesingular. Ecuațiile pot fi scrise acum 
astfel : 


Ana + AX: = y (44a) 
Aa + AzzX2 = yo (44b) 


44b) poate fi privită ca o relație suplimentară în care fiecare ecuație 
a ei este o combinație liniară a ecuațiilor din (44a). Puteți arăta acum 
că acesta este un efect al presupunerii că este satisfăcută condiția de 
compatibilitate. În (44a) transferăm al doilea termen în dreapta şi multi- 
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plicăm ecuaţia cu Aj;', care există deoarece A, este nesingular. Rezul- 
tatul va fi 


x, = An (yı — AneXe) (45) 


care este de fapt soluția. Vectorul x, conține r elemente ale vectorului 
original x; ele sînt exprimate aici în funcție de elementele lui y, şi a 
celor m — r elemente rămase din x. 

Observăm că soluția (45) nu este unică dacă n >r. De fapt există 
q = n —r variabile, elementele x, care pot fi alese arbitrar. Acest 
număr g este numit grad de degenerare al matricei A. 

Pentru cazul special al ecuaţiilor omogene, şi anume cazul în care 
y = 0, se va observa din (45) că există o soluție netrivială numai dacă 
gradul de degenerare este diferit de zero. Pentru un caz mai special 
cînd m = n (adică, cînd A este o matrice pătrată), gradul de degenerare 
este diferit de zero și există o soluție netrivială numai dacă A este singular. 

Pentru ilustrare, considerăm următorul sistem de ecuaţii : 


Tı 

Ta 

T3 

T4 

& | 7 

£, 

z, -1 


Observăm că primele patru linii şi coloanele 2, 4, 6 şi 8 ale lui A formează 
o matrice unitate (care este nesingulară) și astfel rang A > 4. Obser- 
văm de asemenea că linia 5 este egală cu negativa sumei primelor 4 
linii. Astfel că liniile lui A nu sînt liniar-independente și rang A<5. 
Deoarece 4 SrangA < 5, se determină că rang A = 4. În mod ase- 
mănător se găseşte că rang [A y] = 4. Rezultă că condiția de compa- 
tibilitate este satisfăcută. Putem acum rearanja coloanele și face urmă- 
toarea partiționare în submatrice a matricelor. 


Tz 
1 0 0 0-—L 1 0 0 a 
0 1 0 0. 0—1 1 0 și 
00 1 0. 0 0—1 tı a| 
0 0 0 1. 0 0 0-—l 
. FIE Tı ... 
—1 —1 1: 1 0 0 0 T —10 


= © oom 
m me OSS 
PROD 


F 0o CI 
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Matricea a fost partijionată în forma (43) cu A, = U, o matrice unitate. 
Ultimul rînd al matricei este eliminat, și ceea ce a rămas este scris 


acum astfel : 
Da —1 10 £ 
uz |=[2[-| 0-1 ı Ts 
% 0 0—1 Ă 
Tg 0 0 0 kag T 


Deoarece inversa lui U este tot U, soluția este obținută direct. În formă 
scalară, aceasta este 


= i O OO 
R 


W O o 


2, = 1 +2, — Za 

T, = 2 + 23 — 1s 

Te = 3 — 2 — 2; 

La =4 +2 
Pentru fiecare set de valori pentru z,, Za 2, Şi 2, va exista un set 
de valori pentru z, za, Za şi Za Într-o problemă fizică, formarea setului 


de variabile poate să nu fie arbitrară ; ele trebuiesc deseori alese să satisfacă 
unele condiții ale problemei, 


Ecuație earaeteristieă 
O ecuație algebrică care apare deseori în analiza rețelelor este 
Ax = Ax (46) 


unde A este o matrice pătrată de ordinul n. Problema, cunoscută ca 
problema valorii proprii, este să se găsească scalarii à şi vectorii x care 
satisfac această ecuație. O valoare a lui à, pentru care există o soluție 
netrivială a lui x, este numită o valoare proprie, sau valoare caracteristică 
a lui A. Vectorul x corespunzător este numit un vector propriu sau un 
cector caracteristic al lui A. 


Să scriem (46) astfel : 


AU — A)x =0 (47) 
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Aceasta este o ecuație omogenă despre care ştim că are o soluţie netri- 
vială numai dacă AU — A este singulară sau altfel spus 


det (AU — A) = 0 (48) 


Determinantul din partea stingă este un polinom de gradul n în à şi 
este cunoscut ca polinsmul caracteristic al lui A. Ecuația în sine este 
cunoscută ca ecuație caracteristică asociată lui A. Pentru fiecare valoare 
a lui A care satisface ecuaţia caracteristică, se poate găsi o soluţie netri- 
vială a lui (47) cu metodele din subparagraful precedent. 

Pentru a ilustra această idee, considerăm matricea 2 x 2 


4-a a] 


-1 = 2 — 2 = = = 
= 3l A TILL (A — 3) — 4). 


Polinomul caracteristic este 
1—5 


det | 
2 


Soluţiile ecuației caracteristice (A — 3)(A — 4) = 0 sînt valorile 3 şi 4, 
care sînt deci valori proprii ale lui A. Pentru a obține vectorul propriu 
corespunzător valorii proprii A = 3, rezolvăm (47) folosind matricea 
dată A și A = 3. Astfel 


(i ea ea 
[e] i Ee 


pentru orice valoare a lui z,. Vectorul propriu corespunzător valorii 
proprii à = 4 este obținut în mod similar. 


EEEn 
R 


pentru orice valoare a lui y, . 


din care 
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Similitudine 


Spunem că două matiice pătate A și B de același ordin sînt similare 
cacă există o matrice nesingulaiă S astfel ca 


S-1AS=B (49) 


Matricea B este numită transformata de similaritate a lui A prin S, iar A 
este transformata de similaritate a lui B prin S- 

Motivul pentru care similaritatea matricelor este un concept impor- 
tant, este faptul că matrice similare au determinanți egali, aceleaşi poli- 
noame caracteristice, şi deci aceleași valori proprii. Acestea, sînt; uşor de 
verificat. Astfel, prin aplicarea regulilor cunoscute pentru determinanţi 
la un produs de matrice pătrate, dete: minanţii sînt egali, deoarece 


|B] = |S-1AS]| = |S7}| |A| |S] = SSI |A| = |A| 
Polinoamele caracteristice sînt egale deoarece 
JAU — B| = |AU — S-1AS| = |S71 (AU — A)S| 

= |S71| AU — A| |S] = |S-1S||AU — A| 

= |aU — A! 
Dacă valorile proprii ale unei matrice sînt zerourile polinomului său 
caracteristic, şi dacă A și B au aceleaşi polinoame caracteristice, valorile 
lor proprii trebuie să fie egale. 


O relație de similaritate specială este similaritatea lui A la o matrice 
diagonală. 


O a-i 
À 


n 


Dacă A și A sînt similare, atunci elementele diagonalei lui A sînt valori 
proprii pentru A. Aceasta rezultă din faptul că A și A au aceleaşi valori 
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proprii, și, aşa cum se poate uşor arăta, valorile proprii ale lui A sînt 
elementele diagonalei ei. 

În continuare vom arăta că A este similara unei matrice diagonale A, 
dacă și numai dacă A are n vectori proprii liniar-independenţi. Să 
presupunem pentru început că A este similar cu A. Aceasta înseamnă 
că A = STI AS sau, ceeace este echivalent cu: 


SA = AS (50) 


Partiționăm acum S după coloane; adică, S = [$,, $,...,S$,], unde 
S; sînt vectori coloană ai lui S. Egalind coloana j a lui AS cu coloana j 
a lui SA, în concordanță cu (50), obținem 


1 S; = AS, (51) 


Din compararea cu (46), vedem că S, este vectorul propriu corespunzător 
lui 7;. Dacă A este similar cu A, S este nesingular, şi vectorii săi coloană 
(vectori proprii ai lui A) sînt liniar-independenți. Aceasta stabileşte 
necesitatea. 

Să presupunem acum că A are n vectori proprii liniar-independenţi. 
În conformitate cu (50), matricea S satisface relația SA = AS. Deoarece 
n vectori proprii ai lui A (vectori coloană ai lui S) sînt liniar indepen- 
denţi, S este nesingular, şi SA = AS implică A = S-1AS. Rezultă că A 
este similar cu A şi A este similar cu A. 

Am arătat deci că dacă matricea pătrată S, care are vectorii proprii 
ai lui A ca vectori coloană pentru ea, este nesingulară, atunci A este 
similara matricei diagonale A = S-1AS. 


Exemplu 
Ca exemplu, se consideră matricea dată mai sus 


5 1 
A = 
—2 2 


Am găsitcă valorile proprii ale acesteia sint à, = 3 și à, = 4, şi că, pentru sı, Şi Sg arbitrare 


și diferite de zero, 
Su] Siz 
S, = şi S, = 
—25u TSi? 


sint vectorii proprii corespunzători. Fie s}, = Sı = 1; atunci 
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şi deci 


Se obţine 


Procedura de a găsi o matrice S astfel ca să fie similară cu A necesită 
construirea unei matrice ajutătoare care să aibă vectorii proprii ai lui A 
ca coloane. Dacă această matrice este nesingulară, atunci ea este S şi 
deci S există. Deseori este necesar să ştim că S există, fără însă a o 
determina. Această problemă este rezolvată de următoarea teoremă : 
» vectori proprii ai lui A sint distincţii și, deci, S există, dacă: 

1. Valorile proprii ale lui A sînt distincte. 

2. A este simetrică sau hermitică!). 


Inegalitatea lui Sylvester 


Considerăm produsul matriceal PQ, unde P este o matrice de ordinul 
m X n şi rang rp şi unde Q este o matrice de ordin n x k şi rang ro. 
Fie rpo notația rangului matricei produsului. Inegalitatea Sylvester este 
o relaţie între rp, ro Şi Tpg Şi anume 


Tp + To — n SS Tp S Min {rp, ro). (52) 


Menţionăm că n este numărul de coloane ale primei matrice din produs 
sau numărul de linii din a doua. 


Ca un caz special, presupunem că P şi Q sint matrice pătrate nesin- 
gulare de ordin n, Atunci rp = ro = n, Şi din inegalitatea lui Sylvester, 
n Cp În sau Trpo = n. Acest lucru era cunoscut deoarece |PQ| = 
= |P| Q| Æ 0, dacă |P! #0 şi 10|=£0. Ca un alt caz special, presu- 
punem PQ = 0. În acest caz fpo = 0 şi din inegalitatea Sylvester se obține 
Tp HTa S”. l 


1) Demonstrația poate fi găsită în R. Bellman. „Introduction to Matriz Analysis“ 
McGraw-Hill Book Co, Inc., New York, 1960, Chs. 3 and 4. E 

O demonstraţie a inegalităţii lui Sylvester necesită o înţelegere a unor concepte de bază 
asociate cu spaţii vectoriale finite dimensional. Topica este în afara scopului acestui text și 
nu ne propunem a da demonstraţia. Pentru o astfel de demonstraţie se poate consulta 
F. R. Ganthmacher ,, The Theory of Matrices”, Vol. I, Chelsea Publishing Co, New York, 1959. 
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Norma unui vector 


Una din proprietăţile unui spaţiu vectorial este lungimea sa. Lungimea, 
unui vector nu are o interpretare geometrică. Cu toate acestea, lungimea 
unui vector este un concept util, pe care îl vom discuta acum. 

Definim norma unui n-vector x ca un număr nenegativ ||x|| care are 
următoarele proprietăţi : 

1. ix = 0 dacă şi numai dacă x = 0. 

2. |lax|| = la] |x], unde « este un număr real sau complex. 

3. lx + xal] < lx ll + la], unde x, şi x, sînt doi n-vectori. 

Un vector poate îi caracterizat de norme diferite care să satisfacă aceste 
proprietăţi. 

Cea mai familiară normă este norma Euclidiană definită de 


xl = rex) = ( 5 p): (53) 


i=l 


Aceasta este rădăcina pătrată a sumei pătratelor componentelor vecto- 
rului. Norma Euclidiană este utilă cînd se face referire la lungimea unui 
vector ; totuși, există alte norme cu care se lucrează mult mai uşor în 
calculele numerice. O astfel de normă este 


Il = la; (54) 


care este suma amplitudinilor componentelor vectorului. Ea poate fi 
numită norma sumei amplitudinilor. O altă normă este : 


x lo = = lel; (55) 


care este, amplitudinea componentei care are cea mai mare amplitudine. 
Este uşor de arătat că Ixil x] și |Xxllo satisfac fiecare proprietățile 
unei norme. 


Faptul că fiecare din aceste norme este o măsură a lungimii vectorului 
se poate dovedi cu ajutorul unor observații. Dacă oricare din aceste norme 
este diferită de zero, celelalte două sînt diferite de zero. Dacă una din 
acestea are limita zero, aceeaşi limită vor avea şi celelalte. 

O matrice este adesea privită ca o transformare. Dacă A este o 
matrice de ordinul m X n şi x un n-vector, atunci considerăm pe A 
ca o matrice care transformă pe x în m-vectorul Ax. Mai tîrziu va fi 
necesar să stabilim limitele normei vectorului Ax; pentru a face aceasta, 
introducem noţiunea de normă a unei matrice. 
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Spunem că matricea A este mărginită dacă există o constantă reală, 
pozitivă K astfel ca 


Ax] < Ela] (56) 


pentru orice x. Cea mai mare limită inferioară a tuturor acestor K este 
numită norma lui A şi se notează cu ||A||. Este uşor de arătat că norma 
matricei are proprietăţile obişnuite ale unei norme ; astfel: 
k IA] = 0 dacă şi numai dacă A = 0; 
. eA] = le] |A|, unde « este un număr real sau complex; şi 
3. lA, + Azi < AI + IA; k 
Este uşor de dedus că [4A < MAI AZI. 
Din definiţia celei mai mari limite inferioare, este clar că, 


Axl < MAI xl (57) 


Este posibil să arătăm că există un vector pentru care (57) devine egali- 
tate. Nu vom proceda în felul acesta în general, și vom considera cazurile 
normei sumei amplitudinilor din (54), normei amplitudinii maxime din 
(55) şi normei euclidiene din (53). 

Astfel, folosind norma sumei amplitudinilor din (54), obţinem 


m n m n 
Ax, = $ | 3 az; < E Y llle 
ia i ii 


< [7 § oul Sal < [F Ş aul (58) 
i=l j=1 {a1 


Prima și ultima etapă decurg din definiția normei sumei amplitu- 
dinilor. A doua etapă este un rezultat al inegalității pentru numerele 
complexe. Presupunem că cea mai mare valoare a sumei amplitudinilor 


lui a; se obține pentru coloana k; astfel, presupunem *;* $) |a,! = 


i=l 
= Ş la|. Atunci (58) este satisfăcută ca egalitate cînd x, = 0 pentru 
i=l 
jJÆk și e, = 1. Rezultă 


IAk = "i $ layl. (59) 


Prin urmare, norma sumei amplitudinilor unei matrice A este norma 
sumei vectorului coloană al lui A care are cea mai mare normă a sumei 
amplitudinilor. 
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În continuare vom folosi norma amplitudinii maxime din (55). Atunci 


MAxllo =" 


n K mari n 

i = t 1 
E azi < i iaz 
jz j 


| j=1 


<f7 $ lal) 1 {7 È leu | le- (60) 


Etapele prezentate aici sînt aceleași ca la norma precedentă, cu excepția 
faptului că se foloseşte norma amplitudinii maxime. Din nou presupunem 
că suma amplitudinilor lui a, este maximă pentru linia k; adică, presu- 


punem pi È la] = 5 la, |. În acest caz (60) este satisfăcută ca ega- 


litate cînd a = 8gn (a). Funcția sgn y este egală cu +1 cînd y este 
pozitiv şi — 1 cînd y este negativ). Rezultă 


Mle =" 5 layl- (61) 
=} 


Norma amplitudinii maxime a unei matrice A este deci norma sumei 
amplitudinilor a acelui vector linie al lui A care are cea mai mare normă 
a sumei amplitudinilor. 

În final, pentru norma euclidiană, deși nu demonstrăm aici, se poate 
arăta 1) că 


Axle = (X*A*Ax) 2 < [Aal (x*x)2 = janela (62) 
unde 1, este valoarea proprie a lui A*A care are amplitudinea cea mai 


mare. Se poate de asemenea arăta că există un vector x astfel încît 
(62) să fie o egalitate. Deci 


MAT ha”. (63) 


Exempiu 
Să presupunem y = Ax, sau 


A 1—17)r z 
:-[- 
Us 3 4 
Din (59)norma sumei amplitudinilor lui A este 


JA], = max (6,5) = 6. 


1) Modalitatea de rezolvare a acesteia se poate găsi în cap. 7. 
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Din (61) norma amplitudinii maxime a lui A este 
VA llo = max (2, 2, 7) = 7. 


Pentru norma euclidiană, găsim mai întii 


1 —1 
1-2 3 14 11 
A*A = —2 0|= 
-1 0 4 11 17 
4 
Ecuația caracteristică a lui A*A este 


‘'àa—14 -11 
JXU—A*A | = = A — 312 + 117 = (A — 26,64)(A — 4,36). 
—11 1—17 


Deci Àm = 26.64 și 
MA ll» = V26,64 = 5,18. 


Cunoaștem, de asemenea, din substituirea normelor matricelor de mai sus în (57), că 
(st + pal + lys) & 6z) + 1231) 


max (iul PAR lyal) < 7 max (I3; h EA), 


și 
(Ip B+ lua B+ LA pa < 5,18(1z, P+ LA )'/3 


În acest paragraf, am făcut o scurtă prezentare a unor subiecte 
din teoria vastă a matricelor, fără a face demonstrații. Unele demonstrații 
sînt sugerate în probleme. 
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Semnalele sau variabilele în termenii cărora este descrisă reţeaua 
electrică sînt tensiuni şi curenți. Acestea sînt funcţii de timp (t) şi vor fi 
reprezentate consecvent prin simboluri litere mici v(t) gi i(t). Uneori 
dependenţa funcţiei de timp nu va fi arătată explicit, şi anume atunci 
cînd nu există posibilitatea de confuzie; astfel, v şi + vor fi folosiţi în 
loc de v(t) şi i(t). 

Transformata Laplace a unei funcții de timp va fi reprezentată 
prin litere mari corespunzătoare literelor mici care reprezintă funcția 
de timp. Astfel, I(s) este transformata Laplace a lui ¿(t), unde s este 
variabila frecvența complexă, s = o + ju. Uneori, dependența funcțio- 
nală de s nu va fi arătată explicit, şi Z(8) va fi scris simplu Z. 
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În teoria reţelelor s-au găsit legi fundamentale care exprimă relaţii 
între tensiunile și curenţii unei rețele. Înainte de a formula aceste legi 
este necesar să stabilim un sistem de corelare a sensurilor cu mărimile 
asociate lui ¿ și v. Aceasta este făcută prin stabilirea unei referințe 
pentru fiecare tensiune și curent. Funcţiile i(t) și v(t) sînt funcţii reale 
de timp care pot lua valori negative sau pozitive în cursul timpului. 
Sistemul de referinţă adoptat în această carte este arătat în fig. 1.1. 


+ 


ilt 
o | v(t) Fig. 1.1. Referințe de curent și tensiune. 


O săgeată indică sensul de referință pentru curentul dintr-o latură. 
Aceasta nu înseamnă că totdeauna curentul parcurge latura în sensul 
săgeţii. Ea trebuie interpretată astfel: ori de câte ori sensul curentului 
coincide cu sensul săgeții, i(t) va fi pozitiv. Similar, semnele plus și minus 
la capetele unei laturi sînt referințele de tensiune pentru latură. Ori 
de cîte ori polaritatea tensiunii coincide cu sensul indicat de referinţă, 
v(t) va fi pozitiv. Simbolul pentru referinţa de tensiune poate fi simpli- 
ficat, deoarece indicarea numai a semnului plus va implica de asemenea 
semnul minus. Ori de cîte ori nu este posibilă o confuzie, semnul minus 
poate fi omis din referinţă. 

Pentru o latură dată, sensul ales ca referință de curent și polari- 
tatea aleasă ca referință de tensiune sînt arbitrare. Oricare din cele 


+ 
wl v(t) Fig. 1.2. Referințe standard. 


două posibilități poate fi aleasă ca referință de curent și oricare din cele 
două posibilități poate fi aleasă ca referință de tensiune. Mai mult, refe- 
rința de curent este independentă de referința pentru tensiune. Totuși, 
adeseori este convenabil să alegem aceste două referințe aşa cum este 
arătat în fig. 1.2. Astfel, cu săgeata curentului de referință trasată de-a- 
lungul laturii, dacă plusul tensiunii že referință este la nodul în care 
intră curentul de referinţă, rezultatul este numit referința standard. Dacă 


1.4. CLASIFICAREA REȚELELOR 51 


ne propunem folosirea referinței standard, atunci este necesar să arătăm 
numai una din referințe; cealaltă va fi implicată. Trebuie să precizăm 
că alegerea referinței standard nu este o necesitate, ci numai o convenție. 


1.4. CLASIFICAREA REȚELELOR (CIRCUITELOR) 


Este posibil să ajungem la o clasificare a rețelelor pe una din două 
căi. O posibilitate este să specificăm felul elementelor din care este compu- 
să rețeaua și, pe baza proprietăților lor, să ajungem la unele generalizări 
cu privire la rețea privită ca un întreg. Astfel, dacă valorile tuturor 
elementelor unei rețele sînt constante şi nu se modifică în timp, rețeaua 
privită ca un întreg poate fi clasificată ca o rețea invariantă în timp. 

O altă cale este de a ne îndrepta atenția asupra punctelor de acces 
ale rețelei și să clasificăm rețeaua după proprietățile generale ale răspun- 
surilor lor la excitațiile aplicate în aceste puncte. În acest capitol vom 
examina a doua cale. 


Liniaritate 


Fie excitația aplicată la o rețea, care nu are energie înmagazinată 
inițial, notată cu e(t) şi răspunsul rețelei w(t). O rețea liniară este aceea 
în care răspunsul este proporțional cu excitația și principiul superpoziției 
este aplicabil. Mai precis, dacă răspunsul la o excitație e,(t) este w(t) 
şi răspunsul la o excitație e.(t), este w(t), atunci rețeaua este liniară 
dacă răspunsul la excitaţia kie,(t) + ke(t) este kyw,(t) + kawa(t). 

Această definiţie scalară poate fi extinsă la forma matriceală pentru 
excitație gi răspunsuri multiple. Vectorii excitație şi răspuns e(t) şi w(t) 
sint definiţi ca vectori coloană. 


'ea(t) walt) 
e(t) = | |şi wa = [00 


unde e., e, etc. sint excitaţii la bornele a, b etc.; și w,, w, ete. sînt 
răspunsurile corespunzătoare. O reţea este liniară dacă vectorul excitație 
kie (t) + ke(t) conduce la un vector răspuns kıw,(t) + kzwv2(0), unde w; 
este vectorul răspuns la vectorul excitație e,. 
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Invarianţa în timp 


O reţea care va produce același răspuns la o excitație dată, indiferent, 
de momentul la care este aplicată, este invarianță în timp. Astfel, dacă 
răspunsul la o excitație e(t) este w(t), atunci răspunsul unei rețele inva- 
riante în timp la o excitație e(t + tł) va fi w(t + t). Această definiție 
implică restricţia ca valorile elementelor rețelei să rămînă constante 
în timp. 


Pasivitate 


Unele rețele au proprietatea fie de a absorbi, fie de a înmagazina 
energie. Ele pot restitui energia înmagazinată unei reţele externe, dar 
niciodată nu vor putea furniza o cantitate de energie mai mare decit 
cea înmagazinată. Astfel de reţele sînt numite pasive. Fie E(t) energia 
eliberată unei reţele care are o pereche de terminale conectate la o sursă 
externă (pînă la momentul t). Tensiunea și curentul la terminale, cu 
referinţe standard, sînt v(t) și i(t). Puterea furnizată reţelei va îi p(t) = 
= o(thi(t). Definim rețeaua pasivă, reţeaua pentru care 


E(t) = f v(zi(z)dz > 0 (64) 


sau 
E(t) = | o(z)i(zăz + Elt) > 0 


to 


Această inegalitate trebuie să fie adevărată pentru orice tensiune şi curentul 


rezultant, pentru orice t. 
Orice reţea care nu satisface această condiţie este numită o rețea 


activă; adică, ) v(a(z)dz < 0 pentru un timp t. 


-0 

Dacă rețeaua are mai mult de o pereche de terminale prin care 

poate fi alimentată cu energie din exterior, să considerăm matricele ten- 
siunilor şi curenților terminali a fi 


v(t) în (t) 
valt) i(t) 
v(i) = şi i(t) = 


V(t) RU) 
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cu referinţe standard. Puterea instantanee furnizată reţelei din exterior 
va fi atunci 


PU = $ OLA = vio). (65) 


j=1 


Rețeaua va fi pasivă dacă, pentru orice t, 


E = f v'(xji(æjdzs > 0 (66) 


-0 


Reciprocitate 


Unele reţele au proprietatea ca răspunsul produs într-un punct al 
reţelei de o excitație dintr-un alt punct, să fie invariant dacă poziţiile 
excitaţiei și răspunsului sînt interschimbate (excitaţia şi răspunsul fiind 
interpretate corect). Se presupune că reţeaua din fig. 1.3a nu are energie 
înmagazinată inițial; excitaţia este tensiunea v,(i)şi răspunsul este curentul 
îa(t) în scurtcircuit. În fig. 1.30, excitaţia este aplicată la poarta 2 (iniţial 
în scurt circuit), şi răspunsul este curentul în scurt circuit la poarta 1 
unde iniţial se aplicase excitaţia. Referințele celor doi curenţi sînt aceleaşi 
relativ la acele ale tensiunilor. O reţea reciprocă este una în care, pentru 
orice pereche de puncte de excitație şi răspuns, aici notate cu 1 gi 2, î, = ią 
dacă v, = v. Dacă reţeaua nu satisface această condiţie, ea este nereciprocă. 

Pînă la ultimul capitol al acestei cărţi sint tratate reţelele liniare 
şi invariante în timp. Rețelele nu sînt limitate la reţele pasive sau reci- 
proce. Ultimele tipuri de reţele au proprietăţi speciale, și unele metode 


Fig. 1.3. Condiţia de reciprocitate. 


pe care le vom discuta, sînt limitate la aceste reţele. Cind discutăm meto- 
dele a căror aplicabilitate este limitată la reţele pasive sau reciproce, vom 
specifica acest lucru. Cînd această specificaţie nu este făcută, presu- 
punem că metodele și proprietăţile în discuţie sînt aplicabile în general, 
la reţele pasive şi active, reciproce şi nereciproce. Ultimul capitol al cărţii 
este destinat reţelelor liniare variabile în timp şi reţelelor neliniare. 
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1.5. ELEMENTELE DE REŢEA (CIRCUIT) 


Să facem acum o clasificare a reţelelor în funcţie de tipurile de ele- 
mente pe care le includ. Vom considera că reţelele de care ne ocupăm 
sînt cu „elemente concentrate”. Presupunem că toate efectele electrice 
sînt sesizate imediat de întreaga rețea. Cu această presupunere, neglijăm 
influența dimensiunilor într-un circuit fizic, și presupunem că efectele 
electrice sînt concentrate în spaţiu şi nu distribuite. 

În modelul de rețea, postulăm existenţa de elemente care sînt 
definite de relaţia dintre curenți şi tensiuni. Există trei elemente de bază : 
rezistor, bobină și condensator. Reprezentările lor grafice și relaţiile 
tensiuni-curenţi sînt date în tabelul 1.1. Rezistorul este caracterizat 
prin parametrul rezistență R sau parametrul conductanţă G, unde 
G =1/R. 

Bobina este caracterizată prin parametrul inductanță. Reciproca 
lui L nu are nume, dar este folosit uneori simbolul ' (un L întors). 
Condensatorul este caracterizat de parametrul capacitate C. Reciproca 
lui C este cunoscută ca elastanță, și este folosit uneori simbolul D. 


Tabelul 1.1 
Relaţii tensiune-curent 
Element Parametru i 
Directe Inverse Bimbol 
5 i A i + 
Rezistență ! Rezistenţa R = Ri i= A = it 
i Conductanța G PSM : R iai R iz 
i 1 qt + 
Inductanţă  Inductanţa L ză di, Sp Sati i 
Inversa inductanţei [ i Wet dt i L iz L a 
i 
. Ă : 4 ip + 
Capacitate . Capacitatea C Eia w = A i 
` Elastanţa D i=C n v(t) c), i(z) dr + v(0) c $ d 


În legătură cu aceste elemente se pot face o serie de observaţii. 
În primul rînd, relaţiile v—i (v = Ri, v = L di/dt, şi i = C dv/dt) satisfac 
condiția de liniaritate, presupunînd că i și v joacă rolul excitaţiei şi 
răspunsului. Astfel reţelele cu elemente R, L și C sint liniare. În al 
doilea rind, parametrii R, L şi C sînt constanți, astfel că rețeaua cu R, 
L și C va fi invariantă în timp. În al treilea rînd, presupunind referințe 
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standard, energia furnizată fiecărui element, considerind că tensiunile 
şi curenţii iniţiali sînt zero, va îi 


Ea (i) = f Ri? (da (67) 

E, (9= f L site) i(0)dz = zi âi = $ Li? (8) (68) 

E(t) = f oE aa) de = ÎNC dv =$ Ovt). (69) 
Si i 


Fiecare din părţile din dreapta sint ne-negative pentru orice t. Deci 
reţelele R, L, C sînt pasive. Rețelele R, L, C sînt reciproce. Demonstrația 
acestei afirmații se va face mai tîrziu. 

Se observă din tabelul 1.1 că relațiile v — ¿ inverse pentru induc- 
tanță şi capacitate sînt scrise ca integrale definite. Adesea această relație 
inversă este scrisă ca o integrală nedefinită (sau primitivă) în loc de 
o integrală definită. O astfel de expresie este incompletă dacă nu se 
adaugă la ea valorile inițiale ¿(0) sau v(0). O situație des întilnită este 
aceea ca tensiunea v(t) gi curentul ¿(ż) să fie exprimate ca funcții explicite, 
ca de exemplu e-*, sin ct ete., caz în care primitiva este unică şi 
anume : — (1/«) s-%, — (1/w) cos wt ete. În multe cazuri, însă, tensiunea 
sau curentul nu pot fi exprimate într-o formă simplă pentru orice t; 


vít) 


Sau 


i(t) 


a 


Fig. 1.4. Forma de undă a semnalului. 


expresia analitică a lui v(t) sau ¿(t) poate depinde de un anumit interval 
al axei timpului. Citeva astfel de forme de undă sînt arătate în fig. 1.4. 

Originea timpului t este arbitrară ; ea este de obicei aleasă să coincidă 
cu o situație particulară, ca deschiderea sau închiderea unui contact. 
În plus, în integrala definită de la 0 la t, expresia pentru tensiunea pe 
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4 
condensator, v(t) =aJ0j î(2) dz + (0), conţine valoarea inițială (0). 


0 
Aceasta poate fi considerată ca o sursă de tensiune în curent continuu 
(sursele vor fi discutate mai tîrziu) în serie cu un condensator inițial 
relaxat (fără tensiune inițială) aşa cum se arată în fig. 1.5. Similar, pentru 


inductor i(t) = amf v (2) dz + î(0), unde i(0) este valoarea inițială 
v(0) 


WO O) relaxat 


v(t) (4 ii 
Inițial 
- reloxat-Ş 
Fig. 1.5. Valori iniţiale ca surse. 


a curentului. Aceasta poate fi considerată ca o sursă de curent continuu 
în paralel cu un inductor iniţial relaxat, așa cum se arată în fig. 1.5. 
Dacă aceste surse sînt arătate explicit, ele vor include toate valorile 
iniţiale iar toate condensatoarele și inductoarele pot fi considerate iniţial 
relaxate. Sursele corespunzătoare valorilor inițiale pot fi utile pentru 
unele metode de analiză, dar pentru altele nu sînt indicate, ca de exemplu 
pentru formularea cu ecuaţii de stare. 


Transformatorul 


Elementele R, L şi C au fiecare cîte două terminale ; alte componente 
au mai mult de două terminale. Următorul element pe care îl vom intro- 
duce este transformatorul ideal arătat în fig. 1.6. El are două perechi 
de terminale şi este definit de următoarele relații v — i, 

V = ND. (10a) 


i, = — ni, (70 b) 


PENE do) 


sau 
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Transformatorul ideal este caracterizat de un singur parametru n numit 
raport de transformare. Transformatorul ideal este o abstractizare făcută 
asupra bobinelor cuplate. Relaţiile v — i sint relaţii idealizate care expri- 
mă legea lui Faraday, respectiv legea lui Ampere. Sensul in aceste ecuaţii 
respectă referinţele alese. Dacă o referinţă oarecare este modificată, semnul 
corespondent se va modifica. 

Transformatorul ideal terminat pe o rezistenţă R la una din porţi, prezintă 
la cealaltă poartă o rezistenţă R înmulțită cu raportul de transformare 


ü i2 i i2 
— n:i —-—— 


Fig. 1.6. Un transformator ideal, 


la pătrat. Astfel în fig. 1.65, v, = — Ri,. Folosind această relaţie în (70) 
se obţine : 


vi S NV area nRi, =— (n2R)i,. (TL) 


Se constată că rezistența echivalentă văzută la terminalele de intrare, 
este n?R. 


Se observă că energia totală absorbită de transformatorul ideal este 


E(t) =| 


[v (2) i (2) +v (2) ia(x)]}dx =0 (72) 


Această relaţie este uşor verificată dacă folosim relaţiile (70) in (72). 
Rezultă că acest element este pasiv ; el transmite, fără a înmagazina 
sau disipa energie. 

Un model al transformatorului real este arătat în fig. 1.7. Reprezen- 
tarea este aproape aceeaşi, cu excepţia faptului că în reprezentarea trans- 
formatorului ideal raportul de transformare este arătat direct pe figură. 
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Transformatorul este caracterizat de următoarele relaţii v — i, pentru 
referinţele arătate în fig. 1.7: 


di di 
= L 2 + M= 73 
mig E ai Ia) 
și 
di di 
v = M2 +L. 73b 
2 FP + La t (13b) 


Transformatorul este deci caracterizat prin trei parametri : două inductanțe 
proprii L, și La, şi inductanța mutuală M. 


i ig 
— p a. 
+ + 
, . Fig. 1.7. Un transformator. 
v Lı t? v 


Energia totală furnizată transformatorului de surse exterioare este 


E(t) = | [o (2) i (0) + v(a) i (2)]de = 


i iia is 
A: í Lidi + | Mali) + Lidi = (14) 
0 0 0 j 
= ł (Lü + 2M ii, + IL 43) 


Noţiuni fundamentale. Este ușor de arătat 1) că ultima linie din (74) 
va fi ne-negativă dacă 


2 
Apg (73) 
Ll: 


1) O metodă simplă este să observăm (cu L,L, şi M toate ne-negative ) că LÈ + 
+ 2Mi,i, + Loi3 poate deveni negativ numai dacă i, și i, au semne opuse. Fie i, = — z,,cu z 
orice număr real pozitiv. Cantitatea care ne interesează devine L, — 2Mz + L,z?. Dacă 
valoarea minimă a acestei relaţii este ne-negativă, atunci cantitatea va fi ne-negativă pentru 
orice valoare a lui z. Diferenţiem relaţia patratică în raport cu z şi găsim valoarea minimă; 
ca va fi L, — M2/L,, și poate servi la obținerea rezultatului dorit. 
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Deoarece consideraţii fizice cer ca transformatorul să fie pasiv, această 
condiţie trebuie respectată. Cantitatea 4 este numită coeficient de cuplare. 
Valoarea lui maximă este unu. 

Un transformator pentru care coeficientul de cuplare ia valoarea 
maximă k = 1 este numit un transformator perfect, sau cu cuplaj perfect. 
Un transformator perfect nu este același lucru cu un transformator 
ideal. Pentru a găsi diferenţa, vom considera ecuaţia transformatorului 
(73) şi includem în ea condiţia transformatorului perfect M = \ L Lz; 
apoi considerăm raportul v/v, Rezultatul va fi 


DE pă. II 
3 di di = LiL; (76) 
; LL- + L 

Lla t Li 


Această expresie este identică cu +, = ne, pentru transformatorul ideal?) 
dacă 


n = Lll (77) 


Să considerăm acum raportul între curenți. Deoarece (73) include 
derivatele curentului, va fi necesar să integrăm aceste expresii. Rezultatul 


includerii condiţiei transformatorului perfect M = VL, È}, a valorii n = 
= L/L, şi al integrării lui (73) de la O la t, va fi, după o rearanjare 
a termenilor, 


i =-— Sin $ l f va) dz + [ao n ~ au) (18) 
1 


Forma expresiei din paranteză sugerează ecuația v — ¿ pentru un inductor. 
Repiezentaea din fig. 1.8. satisface relațiile (78) şi (76). 

Ea arată ce relație există între un transformator perfect şi un transfor- 
mator ideal. Dacă, într-un transformator perfect L, și L, pot fi făcute 
să tindă către infinit, dar în așa fel încît raportul lor să rămînă constant, 
rezultatul va fi un transformator ideal. 


1) Deoarece, pentru bobinele reale, inductanța este aproximativ proporțională cu patratul 


numărului de spire ale bobinei, expresia V L,/L, este egală cu raportul dintre numărul de spire 
din primar și cel din secundar ale unui transformator. Aceasta este originea expresiei „raportul 
numerelor de spire” pentru n. 
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LA aa ] 
| arr | 
| 1 
Io” | 
| | 
| Ideal | 
| POE Se el RR d 

Transformator perfect 


Fig. 1.8. Relaţii între un transformator perfect 
şi unul ideal. 


Giratorul 


O altă componență care are două perechi de terminale este giratorul, 
a cărei reprezentare simbolică este arătată în fig. 1.9. El este definit 
de următoarele relaţii v — ş: 

Pentru fig. 1.9a 


% = — ri sau *]-f, ona d [=] (19a) 
Ta = rh % r 0 JLi, 


Pentru fig. 1.9h 
riz Si i ] -Í 0r | f ] (39b) 
N ri Va =r 0 ia 


v 
Giratorul, ca și transformatorul ideal, este caracterizat de un singur 
parametru r, numit rezistența de giratie. Săgeata spre dreapta sau stinga, 
din fig. 1.9, indică sensul de girație. 


Va 


— în p (2 — i; i? a 
— 
+ + 
, i d, {> 
a 


Fig. 1.9. Un girator. 
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Giratorul este un element ipotetic care a fost introdus pentru a putea 
lua în considerare situaţiile fizice în care nu este îndeplinită condiţia de 
reciprocitate. Într-adevăr, dacă aplicăm mai întîi o tensiune v, = şi 
măsurăm curentul îi, cu poarta 2 în scurtcircuit, și după aceea aplicăm 
o tensiune v, = şi măsurăm curentul î, cu poarta 1 în scurtcircuit, 
vom găsi că — i, = i. Rezultă că giratorul nu este un element reciproc. 
De fapt el este nereciproc. 


A iz 
—. Lu] —— 
Om. DS 
+ + 
Fig. 1.10. Girator terminat pe o rezistență R. 
Li RI |n 


Pe de altă parte, energia totală absorbită de girator este 


BD = tei opipăz=f [ori triiaăz=0. (80) 


Rezultă că el este un element pasiv care nu înmagazinează și nu disipă 
energie. Din acest punct de vedere el este similar unui transformator ideal. 

În cazul transformatorului ideal, am stabilit că rezistenţa la o pereche 
de terminale, cînd cealaltă pereche este terminată cu o rezistență R, 
este n?R. Transformatorul ideal realizează o conversiune a rezistenţei 
printr-un factor n2. Ce face giratorul într-o situaţie asemănătoare ? Dacă 
un girator este terminat cu o rezistenţă R (fig. 1.10), tensiunea şi curentul 
la ieşire respectă relaţia v, = — Ri, Ținind seamă de această relație 
în relaţiile v — i care caracterizează giratorul, se obţine 


P ante da =) =r(2) = (6). (81) 


Rezultă că rezistența echivalentă la terminalele de intrare este egală cu 7? 
înmulţit cu conductanța terminaţiei de la bornele de ieșire. Giratorul 
are deci proprietatea de inversiune. 

Proprietatea de inversiune asigură obținerea de rezultate deosebite 
atunci cînd giratorul este terminat cu o capacitate sau o inductanţă ; 
de exemplu, presupunem un girator terminat cu o capacitate, aşa cum 
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se arată în fig. 1.11. Știm că i, = — Cdv,/dt. Din relațiile v — i asociate 
giratorului, obținem 


a = —ri= —r(- 0 (82) 


Rezultă că la terminalele de intrare, relația v — i este aceea a unei 
inductanţe, cu inductanţa 72C. Într-o manieră similară se poate arăta, 


Fig 1.11. Girator terminat pe o capacitate C. 


că relația v — i la bornele de intrare ale unui girator terminat cu o induc- 
tanță este a unei capacităţi. 


Surse independente 


Toate elementele introduse pînă acum au fost pasive. Sînt necesare 
şi alte componente ale rețelei pentru a putea lua în considerare posibili- 
tatea de a genera tensiune, curent sau putere. 

Se definesc două tipuri de surse. 


1. O sursă de tensiune este un element cu două terminale a cărei 
tensiune este în orice moment de timp independentă de curentul prin 
terminalele ei. Nu are importanță ce rețea este conectată la terminalele 
sursei de tensiune, tensiunea ei îşi menţine amplitudinea şi forma de 
undă. (Nu are sens să scurteircuităm terminalele unei surse de tensiune, 
deoarece aceasta conduce la două cerinţe contradictorii la terminale.) 
Curentul în sursă va fi determinat de această rețea. Reprezentarea este 
arătată în fig. 1.12a. 


2. O sursă de curent este un element cu două terminale al cărui 
curent, la orice moment de timp, este independent de tensiunea la bornele 
sale. Nu are importanță ce reţea este conectată la terminalele unei surse 
de curent, curentul își va menţine amplitudinea şi forma de undă. (Nu 
are sens să lăsăm sursa de curent în gol, deoarece aceasta ne conduce 
la cerinţe contradictorii la terminale). Tensiunea care apare la bornele 
sursei este determinată de această reţea. Reprezentare este arătată în 
fig. 1.125. 
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Fiecare din noi este obişnuit cu diminuarea luminii acasă, cînd un 
număr mare de aparate electrice se conectează la reţea, și ştie că ten- 
siunea unei surse fizice variază cu sarcina, De asemenea, într-o sursă 
fizică reală, tensiunea şi curentul generate pot; depinde de unele cantităţi 
neelectrice, ca de exemplu viteza unei maşini rotative, sau concentraţia 
acidului unei baterii, sau intensitatea luminoasă a unei celule fotoelec- 
trice. Aceste relaţii nu sint interesante în analiza rețelelor, deoarece nu 


Fig 1.12. Surse de tensiune și curent. vít) i(t) 


ne interesează funcționarea internă a surselor ci numai comportarea 
la terminalele lor. Sursele astfel idealizate nu ne dau informații despre 
dependența tensiunii sau curentului de cantitățile neelectrice ; ele sînt 
numite surse independente. 


Surse comandate sau dependente 


Sursele independente nu includ dispozitivele care realizează o ampli- 
ficare a semnalelor. Este necesar deci să se introducă o altă clasă de 
elemente : aceste elemente sînt numite surse comandate sau dependente. 
O sursă de tensiune comandată este o sursă a cărei tensiune la terminale 
este o funcție de altă tensiune sau curent. O sursă de curent comandată 
este definită analog. În tabelul 1.2 sînt arătate patru posibilități. Aceste 
elemente au două perechi de terminale: — o pereche fiind destinată 
cantității comandate; cealaltă, cantității care comandă. În fiecare din 
situațiile prezentate în tabelul 1.2, curentul sau tensiunea comandată 
este direct proporțională cu cantitatea care comandă, tensiune sau curent. 
Acesta este cel mai simplu tip de dependență ; este posibil să introducem 
o sursă dependentă, a cărei tensiune sau curent este proporțională cu 
derivata unei alte tensiuni sau curent. Totuşi, noi nu vom discuta în 
detaliu niciun alt tip de dependenţă. 

Comportarea tuburilor cu vid și a tranzistoarelor poate fi aproxi- 
mată de un model care constă în interconectarea surselor dependente şi 
a altor elemente de reţea, cu precizarea că acesta este valabil în domenii 
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Tabelul 1.2. 


Componentă de retea 


Simbol 


Relatie tenslune-curent 


Sursă de tensiune 
comandată de tensinue 


Sursă de tensiune 
comandată de curent 


-EIC 


(g hibridă) 


EEN 


(impedanță) 


| 

i 

| —F See miu i 0 0 v 
Sursă de curent | W l gY, | 2 [K] = | | ] 
comandată de tensiune | at | m? | i In 0] Le; 

ERNE aia 3 (admitanță) 
ned ibiza ari o, 00]fi 

Sursă de curent ai [; Esi | | | 
comandată de curent 1 l le a 0J La 


(h hibridă) 


~ 
- 
— 
= 
LO 


limitate, certe, de tensiune şi curent. În fig. 1.13 sînt arătate două astfel 
de modele. Aceste modele nu reprezintă elementele fizice în orice condiții 
de funcționare; de exemplu, la frecvențe suficient de mari e necesar să 
introducem în modelul tubului, capacitățile dintre electrozi. 


e 
Tranzistor 


A-be A EE ti 


Fig. 1.13. Modele de tranzistor și triodă. 
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Ultima problemă care apare este următoarea. Cind un inginer doreşte 
să facă un calcul al tensiunilor și curenților unei reţele obținută prin 
interconectarea de elemente electrice diferite, trebuie ca în primul rind 
să reprezinte fiecare element printr-un model. Acest model va consta 
in interconectarea de componente diferite, componente care au fost definite 
in acest capitol. Complexitatea modelului va depinde de tipul elementelor 
fizice componente şi de condiţiile în care sînt puse să lucreze. Consideraţiile 
referitoare la alegerea unui model adecvat, în condiţii date, nu constituie 
o parte principală pentru analiza reţelelor. Aceasta nu înseamnă că aceste 
consideraţii şi capacitatea de alegere a unui model adecvat nu sint impor- 
tante; ele sînt. Pentru instruirea completă a unui inginer sînt importante 
multe alte lucruri, dar desigur ele nu pot fi tratate într-o singură carte. 
În această carte nu ne vom ocupa de construirea unui model al unei situaţii 
fizice date, înainte de a face analiza. Punctul nostru de plecare va fi un model. 


Convertor de negativare 


Ultima componentă pe care o introducem este convertorul de negativare 
(prescurtat NC). Acesta este un element cu două perechi de terminale 
şi este definit de următoarele ecuaţii v — i : 


îi Eee je i 
sp (Retea 6s 


Nu există o reprezentare specială pentru NC, astfel că este folosit simbolul 
general din fig. 1.14. NC este caracterizat de un singur parametru k, 
numit raport de conversie. Dacă considerăm că terminalele din stinga 
reprezintă intrarea și cele din dreapta ieşirea, se vede din primul sistem 
de ecuaţii că atunci cînd î, este în sensul său de referință, i, va fi de 


AU 


i, io 


d 
Fig. 1.14. Convertor de negativare; 
a de tipul cu inverslunea curentului: r, = kr si i = ki; î ds tiput 


cu iuvezsiunea tensiunii: v, = — hogy şi ù} = — ki, 
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asemenea în sensul de referință; rezultă că curentul va fi inversat la 
trecerea prin NC. Pe de altă parte, tensiunea nu se va inversa. Acest 
tip este numit convertor de negativare a curentului, sau NIC. 

Din al doilea set de relaţii se obţine o inversare a tensiunii, dar nu 
şi a curentului. Acest tip este numit convertor de negativare a tensiunii, 
sau NVC. 

Cind fiecare din aceste elemente este terminat pe o componentă pasivă 
la o pereche de terminale, este important de ştiut ce se întîmplă la 
cealaltă pereche. Astfel, fie o inductanță L conectată la ieşire; atunci 
v = — Ldi,]dt. Folosind această relaţie în relaţiile v — i, se obține 


o = + ho = ta(-r= alea = er (84) 


äi, 
dt 


Rezultă că la intrare, inductanța echivalentă este proporțională cu 
negativa inductanței L. Concluzii similare se obțin și în cazul în care ele- 
mentul conectat la ieşire este o rezistență sau o capacitate. 

Introducerea NC extinde considerabil numărul de blocuri consti- 
tuante de rețea, deoarece este acum posibil să includem negativele elemen- 
telor R, L şi C în rețea. 


PROBLEME 


P1. Este adevărată relația (A + B} = A? + 2AB + B? in algebra matriceală? Dacă nu, 
daţi formula corectă. 


P 2. Fie 
4 2] - 2 5 
1 0 —1 
A= „, B=|1 2|, C=|5—4ļ> 
0 1 2 
2 1 0 4 
Calculaţi AB și AC și comparați-le. Deduceţi prin aceasta, care regulă din algebra 
obişnuită nu se aplică la matrice? 


P 3. În ce condiţii putem scrie B = C dacă AB = AC? 


P 4. Fie 
1 —1 1 —1 
A= și B= . 
—1 1 1 —i 


Calculaţi AB. Ce teoremă din algebra simplă nu este adevărată pentru matrice? 


P5. Fie A și B compatibile și fie submatricele A;; şi B; compatibile pentru orice i şi k, 
Verificaţi că submatricea (i, k) a produsului AB este $; A,; By. 
1 


P6. Arătați că 


( ag) BO ay = A(2)B(2) — ţ AAO) pg) ay. 
dy d 


P 7. Demonstraţi egalitatea (AB) = AB și (AB)* = B* A». 
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P 8. Verificaţi că orice matrice pătrată A poate fi exprimată ca suma unei matrice hermi- 
tică An şi a unei matrice antihermitice Aga. Găsiţi An și AsH. 


P 9. Demonstraţi că dacă A este antihermitică, Re (a) = 0 pentru orice i. 


P 10. Demonstraţi că X agp A; = 0 dacă izj, 
k=1 
P11. Definiți matricea B ca inversa lui A astfel ca BA = AB = U. Arătați că dacă 
inversa există, ea este unică. (Presupuneți două inverse și arătați că ele stat egale). 


P 12. Verificaţi care din următoarele matrice sint nesingulare. Găsiţi inversele matri- 
celor nesingulare. 


A=[2 3], 
1 0 5 2 
1 0 3 
01 4 6 
B= , D=|0 2 1 
001 3 
3 1 2 
0 0 0 1 
1 0 0 0 
1 0 1 
2 2 0 0 
c= „ Es|-1 1 0 
3 0 4 0 
0—1 —1 
2 1 3 1 


P 13. Demonstrați că inversa unei matrice simetrice este simetrică. 
P 14. Demonstrați că (A-1) = (AVI, 
P 15. Demonstraţi că dacă Z este simetrică, și (BZB”) este simetrică. 


P 16. Demonstraţi că adj (AB) = (adj B) (adj A) cind A și B sint matrice pătrate 
nesingulare. 


P 17. Demonstraţi că 


AA oa ÎL E 
dr dz 
P 18. Demonstraţi că 
dap pa 
dz dz dr 
P 19. Demonstraţi că 
l A A 
UAL 2 ir laaja TA = tr [E aaja. 
dz dr dz 
P 20. Arătaţi că 
daj 
ait ++. ja jr: dun 
dA Al. ir f 
= ; : a. 
să A danj i 
ani - + Anj- “az Aniti:: Ann ` 
T 1 


P 21. Dacă A și B nu sint matrice pătrate, este adevărat că AB nu poate fi niciodată 
egal cu BA? Explicaţi. 
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P 22. A este de ordinul n și rangul n — 1. Demonstraţi că adj A este de rang 1. 

P 2). Fie D o matrice diagonală cu elementele diagonalei d;;, ṣi fie A = [a;;] o0 matrice 
pătrală de același ordin. Arătaţi că: 

a) Cind D premultiplică pe A, elementele liniei i a lui A sint multiplicate de d;;. 

b) Cind D postmultiplică pe A, elementele coloanei i a lui A sint multiplicate de di; 

P 24. Demonstraţi că: a) (ABY = B'A’ ṣi b) (A -+ BY = V i B. 

P 24. Fic A ṣi B simetrice și de ordin n. Demonstraţi că a) produsul AB este simetric 
dacă AB = BA şi b) AB = BA dacă produsul AB este simetric. 


P 26. În produsul matriceal A = BC, A și C sint matrice nesingulare pătrate. Demonsiraţi 
că B este nesingular. 


P 27. Folosiţi condensarea pivotală pentru evaluarea determinantului următoarelor 
matrice : 


06 0 1 3 
1 6—2 0 
-14 5 9 2 
0 3 3 2] 
A = și B = 00-3 2 3 
-1 -2 4 5 
21 2-1-1 
343 5 0-3 
33 -1-2 0 


P 28. Pentru un sistem de ecuaţii omogene, soluţia așa cum este dată in (45) va deveni 
2, = — AA. Dacă m = n și matricea A este de rangul r = n— 1, determinaţi o expresie 
pentru fiecare din variabilele x, în funcţie de x, și termenii cofactorilor lui A. 


P 29. Demonstrați că un determinant este zero dacă şi numai dacă liniile şi coloanele 
sînt. liniar dependente. 


P 30. Verificaţi (42) pentru următorul sistem de ecuaţii 
r + 213+ 313= 2 


—3r, — 2r, — r, = —2 


r, +27 = 1 
P 31. Rezolvaţi următoarele sisteme de ecuaţii 
(a) 1, +r -— r =2 (h) 21; +r Hiyo: 
27, r tH a =7 — z + 2r — Ta = 
-.1. 3y tirn tn =7 


x tdr — dr 


(0) ntr =-~ 1. (d) a, + 2r; — 3r; +- 4y = 1 
z +3 =3 tr +a — a =2 
2, — 3r = —9 xi + 3r, — 7r, + 9r = 0. 


P 32. Evaluati det A prin aplicarea definiţici unui determinant cind 


ü a ay 
P33. Arătati că numărul maxim de n-vectori liniar independenți din setul tuturor 
n-vectorilor x care satisfac 0 = A1 este egal cu gradul de degenerare al lui A. 
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P34. Dacă qp, yo și qpo reprezintă gradul de degenerare al matricelor P, Q şi respecliv 
PO, arălati că 


da S Pe S 9p + Io 
P 33. Arătaţi că determinantul unei matrice triunghiulare este egal cu produsul clemen- 


telor diagonalei principale. 
P 36. Fie 
| M Ar | 
A= 
0 Az 
unde A,, ṣi Aja sînt submatrice pătrate. Arătați că 


det A = (det A,,)(det 4,4) 


P 37. Găsiţi valorile proprii şi vectorii proprii ai următoarelor matrice : 


A 1 2 0 2 11 -3 0 n 

a| | wo 3 of colo 3 op l-i 1 3 
-3 1 

3 1 2 3 0 4 2-2 = 


P38. Fiecare din următoarele matrice 4 este similară unei matrice diagonale 


A = SIAS, Găsiţi S în fiecare caz 


1 1—3 -1 2 1 
(a) A= 1 1 3f’ h) A=] 0-3 ùj 
-3 3 3 0 3-2 


1 j2 
(6) A= | | 
-j2 4 


P 39. Evaluaţi normele matricelor Ai, IA ll !Alo cind 


1 4 -1 -1 2 
1 3-2 

(a) A = W)A=(o -3 (A= | 0 —2 o0 
4-2 0 

2 —1 + 0-3 


P 40. O rețea arc perechea excitație și răspuns prezentate in fig. 1. P40. Este arătată 
$i o a doua excitație. Dacă rețeaua este liniară și invariabilă in timp, trasaţi răspunsul pentru 
această cxcitațje. 


nt 7 
| 
| t i 
0 
E m 
5 
4 t 
2 î2 tt 


Fig. 1. P.40. 
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P 41. Presupunem curentul la ieșirea unei rețele liniare, invariabile tn timp și reciproce, 
ca urmare a unei excitaţii la intrare, așa cum este arătat în fig. 1. P.4la. Găsiţi curentul i, 
cînd reţeaua este excitată așa cum este arătat în Fig.t. P.4lb. 


pate-t ipatle-t-ae-2t v= Ite -t 


Fig. 1.P. 41. 


P 42. Arătați că sursa de tensiune comandată arătată în fig. 1. P.42 nu este un clement 
pasiv. Comentaţi sursele dependente și independente in contextul rețelelor pasive şi active. 


Fig. 1. P. 42. 


P 43. Arătaţi că un convertor de negativare nu este pasiv. 
P 44. Stabiliţi ecuaţiile la terminale pentru rețelele arătate în fig. 1.P.44. 


HN LHE 


Fig. 1. P. 44. 


P 43. Reprezentaţi numai cu surse comandate: 

a) un transformator ideal; 

b) un girator; 

c) un convertor de negativare. 

P 46. Găsiţi relaţiile v — i la terminalele de intrare ale unui girator, cind la ieşire se 
conectează o inductanţă L. Ca o aplicație particulară se cere obţinerea unei capacităţi de 


1000 uF. 


2 


Teoria grafurilor 
şi ecuaţiile reţelelor (circuitelor) 


2.1. NOȚIUNI INTRODUCTIVE 


Atunci cind sint interconectate două sau mai multe din componentele 
definite în capitolul precedent se obţine o retea electrică. (O definiție mai 
abstractă se dă în $ 2.3). Astfel de reţele acumulează energie, disipă 
energie și transmit semnale de la un punct la altul. O parte componentă 
a unei reţele care se găsește între două terminale la care se pot face alte 
conexiuni se numește latură. Atunci cînd două sau mai multe laturi 
sint conectate împreună apare un nod sau o joncțiune. O cale simplă 
inchisă într-o rețea se numește buclă. 

În primul paragraf al acestui capitol se vor prezenta pe scurt o serie 
de idei cu care cititorul este desigur familiarizat; într-o măsură mai mare 
sau mai mică. Multe din acestea vor fi amplificate succesiv, dar se va 
face mai întii o introducere simplă care va servi la concentrarea prezentării 
asupra unor concepte inaintea tratării lor într-o formă completă. 


2.1.1. Teoremele lui Kirchhoffi 


La baza teoriei reţelelor stau cele două teoreme ale lui Kirchhoff 
care pot fi formulate după cum urmează. 

Teorema lui Kirchhoff referitoare la curenţi (TKC) stabilește că în 
orice reţea, electrică suma curenților care ies din orice nod este zero în orice 
moment de timp. Cind se aplică această teoremă unui nod al unei rețele 
se obține o ecuaţie referitoare la curenţii laturilor respective. O atenţie 
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specială trebuie acordată desigur sensului curenților. Astfel, în fig.2.1, 
TKC aplicată nodului A conduce la următoarea ecuaţie : 


— i +i — i} +i = 0. (1) 
Dacă sensul curentului î, se alege spre nod, curentul care „iese” din 


nod prin latwa 1 este — i; similar, curentul care iese prin latura 3 
este — ig 


Fig. 2.1. Exemplu pentru TKC și TKT. 


Teorema lui Kirchhoff referitoare la tensiuni (TKT) stabileşte că 
in orice rețea electrică, suma tensiunilor pe toate laturile care formează 
o buclă este zero în orice moment de timp. Aplicarea acestei teoreme 
unei bucle dintr-o rețea electrică conduce la o ecuație referitoare la 
tensiunile de-alungul buclei. În formularea TKC s-au ales în mod arbitrar 
curenții care „ies din nod” pentru a fi însumați. S-ar fi putut alege 
tot așa de bine și curenții care „intră în nod”. Tot așa, aplicind TKT 
se poate alege suma tensiunilor într-unul din cele două sensuri posibile 
de parcurgere a buclei. Astfel, mergînd în sensul acelor de ceasornic 
pe bucla formată din laturile 7, 2, 5 şi 6 din fig. 1 se obține ecuaţia: 


Vi F Va HY; — te = 0. (2) 


Deoarece sensul ales pentru v, este opus sensului de orientare al 
buclei, contribuția acestei tensiuni va fi — te- 

Se observă că TKC şi TKT conduc la ecuații algebrice care repre- 
zintă constrîngeri pentru curenți și tensiuni. Se obțin atitea ecuații din 
TKC cîte noduri sînt în rețea și atîtea ecuații din TKT cite bucle are 
rețeaua. Vom arăta că aceste ecuații nu sînt toate independente; dacă 
numărul nodurilor este n + 1 iar numărul laturilor este ?, atunci vom 
arăta că numărul ecuațiilor independente obținute din TKC este n iar 
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numărul ecuaţiilor independente obținute din TKT este 1 — n. Se obțin 
deci în total n + (l —n) = l ecuaţii independente din TKC şi TKT. 

Dar fiecare latură dintr-o rețea determină o relaţie între curentul 
şi tensiunea corespunzătoare. Aceasta poate fi o relaţie algebrică de tipul 
v = Ri sau o relaţie diferenţială de tipul v = L didt. În orice caz vor fi 
tot atitea relaţii cite laturi sînt, adică ! relaţii. Cu totul vor fil +l = 21 
ecuaţii care leagă l curenți şi 1 tensiuni, adică 21 variabile. (Aşa cum 
se va arăta mai departe, sursele independente nu vor fi considerate drept 
laturi în acest context.) Punind cele trei grupuri de ecuaţii împreună — 


Fig. 2.2. Exemplu pentru ecuaţiile reţelelor. 


şi anume TKC, TKT şi relaţiile v — i — se obţine un sistem de ecuaţii 
care permit determinarea tuturor tensiunilor şi curenților. 

Însă 21 este un număr relativ mare și este prudent să se evite solu- 
ționarea unui sistem cu un număr atit de mare de ecuaţii. Există o 
serie de căi sistematice de a combina cele trei sisteme de ecuaţii de bază, 
care permit formulări diferite ce reclamă soluţionarea unui număr mai 
mic decit 21 ecuaţii simultane. În acest paragraf introductiv vom examina 
pe scurt trei procedee ilustrind pe fiecare în parte. Reţeaua în punte 
din fig. 2.2 va folosi drept exemplu. Sursa de tensiune în serie cu un 
rezistor este considerată ca o singură latură. Orientarea fiecărei laturi 
este indicată prin cîte o săgeată. Momentul de timp din care începem 
să ne preocupăm de comportarea reţelei se consideră t = 0 și se presupun 
cunoscute tensiunea, inițială la bornele condensatorului 2,(0) = V, şi 
curentul iniţial prin bobină î2(0) = Ie. 


2.1.2. Ecuațiile pe bucle 


În această rețea apar şase laturi (L = 6) şi patru noduri (n = 3). 
Se pot scrie deci l — » = 3 ecuații independente pe baza TKT şi n = 3 
ecuații independente pe baza TKC. În fig. 2.2 săgețile circulare arată 
orientarea buclelor în vederea scrierii ecuațiilor TKT. Ele nu influențează 
cu nimic asupra curenților (deocamdată). Dar să ne imaginăm nişte 
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curenţi ciclici fictivi, circulind de-a lungul buclelor în concordanţă cu 
sensul de parcurgere al acestora. Examinînd figura se observă că aceşti 
curenți ciclici sînt identici cu curenţii din laturile ș,, îz și te. 

Dacă se aplică buclelor TKT se obțin următoarele ecuaţii : 


V — V — 93 — v= 
Watts —t=0 (3) 
Va Hts Hu =O. 


Se obține un sistem de trei ecuații cu șase necunoscute, şi se observă 
că aceste ecuații sint independente. Introducind în aceste ecuații relațiile 
dintre tensiuni și curenți pentru fiecare latură rezultă 


icu- hir- >í i, (ajde — F, = 0 
C; 0 


di . ; 
Le + Riz — Rai, = 0 (4) 


R Totis > ; 
Ri + A is(£jdr + Fo + Riis = 0. 
C; 0 


Se obține un sistem de trei ecuații cu șase necunoscute, reprezentate 
de curenţii prin laturi. 

Urmează să se aplice TKC. Aplicind TKC nodurilor 4, C şi D 
se obține 


îs = — i ti 
în = — dat is (5) 
is = — i + ie 


Aeeste ecuații sînt independente. Seriind ecuațiile ce rezultă din 
aplicarea TKC se poate omite pe rînd cîte un nod, obținîndu-se astfel 
de fiecare dată ecuații independente. Se observă că toți curenții prin 
laturi se exprimă în funcţie de curenții č, îi şi ię care sînt tocmai curenții 
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buclelor (ciclici). Cînd se substituie aceste expresii în ecuaţiile (4) se obţine 


, 1, y 1 fi, 
(R + Ri + z ida e, Rata — A te de = V + Yo 
C; 0 C; 0 
; di 5 x 
— Rai + L a + (R; + Baia — Riis = 0 


t, . £ Tie: 
C; [1] Cs 0 


adică un sistem de trei ecuații cu trei necunoscute, curenții buclelor repre- 
zentînd necunoscutele. Atunci cînd sînt scrise în felul acesta se spune 
că ecuațiile au forma standard. Ele se numesc ecuațiile pe bucle. Dacă 
în structura lor apar atit integrale cît și derivate, ele se numesc ecuaţii 
integrodiferenţiale. Odată soluționate ecuaţiile pe bucle, ceilalţi curenţi 
pot fi determinaţi din relaţiile (5). 

Să revenim acum asupra procedeului de scriere a ecuaţiilor pe bucle. 
Primul pas constă în scrierea unui sistem de ecuaţii independente pentru 
tensiunile pe laturi pe baza TKT. Se substituie apoi în aceste ecuaţii 
relaţiile dintre tensiuni şi curenți, obținindu-se un sistem de ecuaţii pentru 
curenţi. Se exprimă apoi curenţii prin laturi în funcție de curenţii buclelor 
obţinîndu-se un sistem de ecuaţii integrodiferenţiale avînd drept necunos- 
cute curenţii buclelor. 


2.1.3. Ecuațiile pe noduri 


Presupunem acum că schimbăm ordinea în care se fac paşii din cazul 
precedent. Presupunem că se scriu mai întîi ecuaţiile pe baza TKC ca 
în (5); apoi se introduc relaţiile dintre tensiuni şi curenţi. Se obţine: 


t 
Gw yap = vdr zi 19 + Goa = 0 
0 


2. 


t 
Ek 


dv 
Gw + O = Gts = 0 


adică un sistem de trei ecuații cu șase necunoscute reprezentind tensiunile 
pe laturi. Cînd s-au scris ecuaţiile pe baza TKC nodul B a fost omis. 
Presupunem că nodul B se alege ca nod de referință în raport cu care 
se măsoară tensiunile tuturor celorlalte noduri. Aceste tensiuni se vor 
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numi tensiunile nodurilor. În fig. 2.2 tensiunile nodurilor sint vig, top 
Şi tpp. Toate tensiunile pe laturi pot fi exprimate prin tensiunile nodurilor 
aplicind TKT. Rezultă. 


Y, = tpr — Vag tt Tı = — tes 
Ca = Var — Ver T5 = Tor (7) 
V3 = — Var Te = teg — Vor. 


Cind aceste expresii se introduc în relațiile (6) se obține 


1 fi 1 (! 
(Gi + Goa + za Vas dE — = | teg d£ — Gita = Gw, — Lo 
L, 0 Le 0 


1 ft Ma ai 
= a Car dz + (Ga + Goes + | tea d£ — Goa = lo (8) 
L Le d 


2 70 


d 
— Guta — Oter + Cs tale + (Gi + Gros = — Gw. 


Aceste ecuaţii se numesc ecuațiile pe noduri. Ca şi ecuaţiile pe bucle, 
ele sînt niște relaţii integrodiferențiale. Odată soluționate aceste ecuaţii 
pentru tensiunile nodurilor v,p, teg Și Ypy toate tensiunile pe laturi sint 
cunoscute fiind calculate din relaţiile (7). 

Recapitulind, primul pas în scrierea ecuaţiilor pe noduri îl reprezintă 
scrierea ecuaţiilor ce rezultă din TKC pentru toate nodurile reţelei mai 
puţin unul. Acest nod particular este ales drept nod de referință şi ten- 
siunile nodurilor sînt definite ca tensiunile acestor noduri în raport cu 
noiul de referință. Relaţiile dintre tensiuni şi curenţi se introduc în ecua- 
tiile scrise pe baza TKC obținîndu-se un sistem de ecuaţii pentru tensiunile 
pe laturi. Tensiunile pe laturi se exprimă apoi în funcție de tensiunile 
nodurilor. Aşa dar, ordinea în care se scriu TKC, TKT şi relaţiile ten- 
siune—curent în cazul ecuațiilor pe noduri este "inversă faţă de cazul 
ecuaţiilor pe bucle. 


2.1.4. Ecuațiile de stare — sistem mixt de ecuaţii 


Prezenţa integralelor unor mărimi necunoscute în ecuaţiile pe bucle 
sau pe noduri conduce la dificultăţi în soluționarea lor. Astfel de integrale 
pot fi desigur eliminate prin derivarea ecuaţiilor respective, dar acest 
procedeu face să crească ordinul ecuaţiilor. De aceea este mai bine să se 
evite prezenţa. integralei. 
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În cazul de față se observă că apare o integrală în ecuațiile pe bucle 
atunci cìnd tensiunea la bornele unui condensator este eliminată din 
ecuația scrisă pe baza TKT prin substituția relației tensiune —curent. 
Aceste integrale nu vor apare dacă se păstrează ca variabile in sistemul 
de ecuații tensiunile pe condensatoare şi curenții prin bobine. 

Avind în vedere acest obiectiv, revenim la ecuațiile (3), eliminind 
tensiunile tuturor laturilor, cu excepția tensiunii pe condensator +;, folosind 
relațiile tensiune — curent. Deoarece relația tensiune—curent pentru con- 
densator n-a fost folosită, ea trebuie adăugată sistemului format din 
celelalte ecuații. Se obține 


Rii, — v, — Rai — t; = 0 
di 
L? + Ris — Ri =0 
2 dt 33 44 


Ria +t; + Ri, =0 (9) 


dv; 


eo i= 
5 at 5 


adică un sistem de patru ecuaţii cu șase necunoscute. Ca și mai înainte 
se pot folosi ecuaţiile obţinute pe baza TKC pentru a elimina unii curenți. 
Prin substituție din (5) în (9) se obţine: 


n% = — (R, + Ri + Ri + Rii 


do 
Cp -hti 
sa 1 6 


0 =v + Rai — (R, + Burt, 
0 = Vs SHA Rii: + (R; + Rois- 


Acesta este un sistem de patru ecuații cu patru necunoscute și poate 
fi soluționat ușor. Dar rămîne senzația că s-a introdus o complicație prin 
mărirea numărului de ecuații ce trebuie soluționate simultan. Totuşi 
se observă că ultimele două ecuații din acest sistem sînt ecuații algebrice ; 
ele nu conțin nici derivate şi nici integrale. Prima dintre ele se poate 
soluţiona în raport cu î,, a doua în raport cu ş, iar expresiile respective 
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se introduc în celelalte două ecuații. Rezultatul acestor operații este: 


di 3 
Ly > — (Et E +- p, t Bi to) 
R, 
+— (Ri 
T +R, 42 T vs) 
tos l (os + Rais +0) ++ 


GO pet ași Ri — 
sa R, + R, R, +R, (Riiz— 0s) 


care se pot serie 
di, ; 
— = ai, + bv; + w 
a a ta 
do _ 
di 


sau, sub formă matriceală 


alll le i 


2 2 
«=z (- R- R 4E KET 


= dig + ev; + fo, 


unde 


L, R, + R; R, + R 
a l(_BEs, ,_ RR 
a a ER, 
=H- R, ) 
R +R, R+R 
23 Ra D 
~ LR, + R) 


-alata =) 
OR +R, B+R 


E 1 1 ) 
e=-> + 
C\Ri+ Ba Rit Re 


f = — -i 
CR, + R) 
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Ecuația matriceală (10) reprezintă două ecuații diferențiale de ordinul 
întîi cu două necunoscute. Ea se numește ecuatie de stare din motive care 
vor fi discutate în alt capitol. Variabilele , și v, se numesc variabile 
de stare. 

Examinind retrospectiv procedeul utilizat pentru a scrie ecuaţiile 
de stare, se observă că la baza lui stau aceleași operaţii ca şi în cazul 
scrierii ecuaţiilor pe bucle sau a ecuaţiilor pe noduri. Sistemul de ecuaţii 
obținut este un sistem care conţine drept variabile atit tensiuni cit și 
curenţi, adică este un sistem mixt. Integralele au fost evitate alegindu-se 
tensiunile la bornele condensatoarelor și curenţii prin bobine drept variabile. 
Punctul de plecare îl constituie scrierea ecuaţiilor pe baza TKT în care 
s-au introdus toate relaţiile tensiune —curent pentru laturi, cu excepția 
laturilor ce conțin condensatoare. Apoi se utilizează TKC pentru a elimina, 
curenţii unor laturi. În ecuaţiile ce rezultă apar de asemenea drept 
variabile şi curenţii prin unele rezistențe. Aceştia pot fi însă elimi- 
nați de oarece un număr suficient de ecuaţii sînt de natură algebrică 
și nu diferențială. 


2.1.5. Soluţiile ecuaţiilor 


În cazul reţelelor liniare, invariante în timp și cu parametri con- 
centraţi, ecuaţiile pe bucle, ecuaţiile pe noduri şi ecuaţiile de stare sint 
de obicei ecuaţii diferenţiale liniare cu coeficienți constanţi. (Pot să 
apară iniţial şi integrale care se elimină prin derivare.) Apare deci pro- 
blema soluționării acestor ecuaţii. Există diverse metode pentru rezol- 
varea acestei probleme. Metoda de soluţionare în domeniul timp a ecua- 
ţiilor de stare este prezentată într-un capitol următor iar metoda trans- 
formatei Laplace în Anexa 3. 

În metoda transformatei Laplace se aplică transformata Laplace 
sistemului de ecuaţii diferenţiale obţinîndu-se un sistem de ecuaţii alge- 
brice în variabila complexă s. Se soluţionează acest sistem de ecuaţii 
algebrice în raport cu imaginile operaţionale ale variabilelor care pot fi: 
curenţii buclelor, tensiunile nodurilor sau variabilele de stare. Apoi 
se aplică transformarea inversă. Se obţin astfel soluţiile ca funcţii de 
timp, începînd de la momentul inițial t = 0. 

În structura soluţiei intervin contribuţiile a două categorii de mărimi : 
sursele de semnale de excitație și condiţiile inițiale. Condiţiile iniţiale 
reprezintă valorile tensiunilor la bornele condensatoarelor şi a eurenților 
prin bobine imediat după t, Principiile continuității sarcinii electrice 
şi a fluxului magnetic impun constringeri pentru variația în timp a 
tensiunilor pe condensatoare și a curenților prin bobine — constrîngeri 
ce servesc la determinarea valorilor acestora imediat ulterioare lui t, 
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din valorile lor imediat anterioare lui ł,?). Reţeaua se numeşte initial 
relaxată dacă tensiunile la bornele condensatoarelor şi curenţii prin bobine 
sint iniţial zero. 

Pentru concretizare se va continua prezentarea cu soluţionarea: 
ecuaţiilor: de stare (10) corespunzătoare reţelei din fig. 2.2 ca exemplu. 
Aplicind transformata Laplace acestor ecuaţii, se obține : 


(s — a)l,(8) — bFs(8) = cV, (8) + Io 
— dla(8) + (8 — Vs) = IV) + Vo (12) 


unde I, şi V, sint valorile inițiale. Aceste ecuații pot fi soluționate in 
raport cu I,(s) sau V;(s). Pentru I,(s) se găsește: 


(s — €)lo + bVo 


13 
i (13) 


file _e(s—e)+bf v, 
A 


(s) +` 


unde A = $? — (a + e)s + ae — bd este determinantul sistemului de 
ecuații. Contribuțiile sursei de semnal şi ale condițiilor inițiale sint puse 
clar în evidență. 

Din nou pentru a concretiza, presupunem că 


v, (t) = sin, t sau F, (s) = aa 
8 
şi 
A = (8 + 2)(s + 3) (14) 


iar condiţiile iniţiale sînt astfel încît 
2 
1.(8) = Eter al e n a e (15) 
(32 +1)s +2s +3) 10\s+2 s+3/ '10le2+1 


Se obţine: 


2 6 7 
ialt) = Z ~[I(8)] = r sin ( s D e724 — T =-%*, (16) 


1) Pentru o analiză detaliată a condițiilor inițiale, se poate consulta lucrarea: S. Seshu 
și N. Balabanian, Linear Network Analysis, John-Wiley & Sons, Inc., New Vork, 1959, 
p. 101—112. 
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Dezvoltarea lui Z¿(s) în elemente simple pune in evidenţă polii. 
Dintre aceşti poli unii — termenul al doilea din (15) — reprezintă con- 
tribuţia (sursei) semnalului de excitație în timp ce ceilalți reprezintă, 
contribuţia rețelei. În transformata inversă găsim termeni ce. seamănă 
cu semnalul aplicat şi alți termeni exponenţiali. Există o abundentă 
terminologie referitoare la acești termeni, acumulată din studiul ecuaţiilor 
diferențiale in matematică, din studiul vibraţiilor în mecanică sau a circui- 
telor de curent alternativ în electrotehnică. 

Denumirile corespunzătoare sint : 

1. Soluţia particulară şi soluția ecuației omogene; 
2. Răspuns forțat şi răspuns liber; 
3. Regim permanent şi regim tranzitoriu. 

Probabil că cititorul este mai familiarizat cu denumirile de „regim 
permanent” și „regim tranzitoriu”. Cind semnalul aplicat este sinusoidal, 
aşa cum este cazul în exemplul considerat, și răspunsul va conţine un 
termen sinusoidal care se menţine permanent. În exemplul nostru ceilalţi 
termeni dispar odată cu timpul; ei reprezintă regimul tranzitoriu. Cu 
timpul termenul sinusoidal va deveni dominant. Acest fapt este legat 
de conceptul de regim permanent. Dacă semnalul aplicat nu este periodic, 
conceptul de regim permanent își pierde semnificaţia. Totuşi, polii trans- 
formatei funcţiei de excitație intervin şi ei în dezvoltarea în elemente 
simple a răspunsului şi astfel răspunsul va conţine termeni ce provin 
din aceşti poli. Aceşti termeni constituie răspunsul forțat. Ca formă ei 
seamănă cu funcţia de excitație. Ceilalţi termeni reprezintă răspunsul 
natural sau liber. Ei sint prezenţi în structura soluției (cu diverși coeficienți) 
indiferent de forma funcţiei de excitație şi chiar dacă nu există funcţia. 
de excitație dar există condiţii inițiale nenule sub forma unor tensiuni 
la bornele condensatoarelor sau a unor curenţi prin bobine. Acest fapt 
explică denumirea de răspuns „natural” sau „„liber”. Exponenţii cores- 
punzători termenilor din răspunsul natural se numesc frecvențe naturale. 
În exemplul anterior exponenţii din răspunsul natural, adică frecvențele 
naturale, sînt numere reale negative. Dacă ei ar fi numere pozitive sau 
numere complexe cu partea reală pozitivă, atunci răspunsul natural 
ar creşte nemărginit. odată cu timpul în loc să tindă la zero. O reţea 
cu o asemenea comportare se numește instabilă. Vom defini o rețea 
stabilă ca o rejea avînd frecvențele naturale în semiplanul închis din stînga 
al planului variabilei compleze s; adică în semiplanul din stînga sau 
pe axa imaginară !). Actualmente se exclud din clasa rețelelor stabile 
reţelele cu frecvențe naturale pe axa imaginară. 

Să definim acum clar diversele clase de răspunsuri. Răspunsul complet 
al reţelei constă din două părți: răspunsul fortat și răspunsul natural 
sau liber. Răspunsul forțat constă din toţi termenii la care contribuie, 


1) Definiţia este aplicabilă sistemelor liniare. staţionare şi cu constante concentrate- 
O definiţie mai generală și mai precisă a stabilităţii va fi dată în capitolele următoare. 
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polii funcţiei de excitație, în timp ce răspinsul liber constă din toţi termenii 
la care contribuie frecvențele naturale (zerourile lui A(8)). Dacă funcția 
de excitație este periodică, răspunsul forţat se mai numeşte și regim 
permanent. Dacă nu există frecvențe naturale pe axa imaginară răspunsul 
liber se mai numeşte şi regim tranzitoriu. 


2.2. GRAFURI LINIARE 


Aşa cum s-a arătat succint în paragraful anterior, la baza teoriei 
rețelelor se află cele două teoreme ale lui Kirchhoff și relaţiile tensiune — 
curent corespunzătoare elementelor din care este formată reţeaua. Cele 
două teoreme ale lui Kirchhoff exprimă constringerile la care sint supuși 
curenţii şi tensiunile corespunzătoare elementelor rețelei prin însăși 
aranjarea lor într-o structură. Topologia rețelei este o denumire generică 
care se referă la toate proprietăţile ce decurg din structura sau geome- 
tria reţelei. 

Proprietăţile topologice ale unei reţele sint independente de tipul 
componentelor ce constituie laturile. De aceea este convenabil să se înlo- 
cuiască fiecare element al reţelei printr-o simplă linie fără să ne referim 
în mod special la un anume element. Structura care rezultă constă din 
noduri interconectate prin segmente de linie. Sintem conduşi astfel la 
o ramură a matematicii, numită teoria grafurilor liniare, care se ocupă 
tocmai cu studiul unor asemenea structuri. | 

Vom începe un detaliat studiu al analizei rețelelor concentrîndu-ne 
atenţia mai întii asupra grafurilor liniare şi a proprietăţilor lor eare pre- 
zintă importanţă pentru acest studiu. Prezentarea grafurilor liniare nu 
va, fi exhaustivă şi va fi necesar să examinăm succint definițiile unor 
termeni fără să motivăm necesitatea introducerii lor. 


Definiţii introductive 


Un graf liniar este definit ca o mulțime de puncte, numite noduri, 
şi de segmente numite laturi, nodurile fiind unite prin laturi. Uneori 
este convenabil să considerăm nodurile de la capetele unei laturi ea fă- 
cînd parte din latura respectivă. Alteori este mai convenabil să consi- 
derăm nodurile de sine stătătoare şi detașate de laturi. 

O corespondenţă între o rețea şi un graf liniar se poate face imediat. 
Astfel graful corespunzător rețelei din fig. 2.3a este dat în fig. 2.3b. Nodu- 
rile şi laturile sint numerotate. În cele ce urmează vom utiliza acest graf 
pentru a face unele observaţii ce se pretează la generalizări. De asemenea, 
proprietăţile ce vor fi definite vor fi ilustrate pe acest graf ca un exemplu. 
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Laturile care intră sau ies dintr-un nod se numesc incidente la nodul 
respectiv. Astfel, laturile 2, 4 și 5 sînt incidente la nodul 2. 

Fiecare latură a grafului dat ca exemplu poartă cite o săgeată care 
indică orientarea laturii respective. Un graf avînd laturile orientate se 
numeşte graf orientat. Elementele reţelei căreia i se asociază graful sînt 
caracterizate prin cite o tensiune și un curent, fiecare din ele cu o anu- 


Fig. 2.3. Reţea electrică (a) și graful corespunzător (b). 


mită orientare. Pentiu a pune în corespondenţă orientarea acestora cu 
orientarea laturilor grafului vom face convenţia ca tensiunea și curentul 
fiecărui element să aibă o orientare standard, „plusul” tensiunii fiind 
plasat la coada săgeţii care indică sensul de referință al curentului. Orien- 
tarea laturii grafului va coincide cu sensul curentului. Desigur, proprie- 
tăţile grafului nu au nimic comun cu convențiile referitoare la rețea. 

Un subgraf este o submulțime de laturi și noduri ale graului. Sub- 
graful se numește propriu (propriu-zis) dacă nu conţine toate laturile 
şi toate nodurile graiului. 

O cale este un subgrai particular care constă dintr-o secvenţă ordo- 
nată de laturi cu următoarele proprietăţi : 

1. Cu excepţia a două, toate celelalte noduri numite noduri interne 
au cite două laturi incidente. 

2. Celelalte două noduri numite noduri terminale au incidentă cite 
o singură latură a suberafului. 

3. Nici un subgraf propriu al acestui subgraf cu aceleași noduri 
terminale nu are proprietăţile 1 şi 2. 

În exemplul dat anterior, laturile 2, 5 şi 6 împreună cu toate nodu- 
rile constituie o cale. Nodurile terminale sînt 1 şi 3 iar nodurile interne 
sint 2 şi 4. Din cele trei laturi incidente la nodul 2 numai două, adică 
2 și 5, fac parte din subgraf. 

Un graf este conex dacă există cel puţin o cale între orice pereche 
de noduri. Graful dat ca exemplu este conex. Graful asociat unei reţele 
ce conţine un transformator poate să nu fie conex. 
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O buclă este un subgraf conex particular al grafului în care la fiecare 
nod sint incidente cîte două laturi ale subgrafului. Astfel, dacă cele două 
noduri terminale ale unei căi sint făcute să coincidă, se obține o buclă 
(care poate fi numită o cale închisă). În graful dat ca exemplu, laturile 
4, 5 şi 6 împreună cu nodurile 2, 3 şi 4 constituie o buelă. Pentru a deter- 
mina o buclă pot fi specificate fie laturile fie nodurile care intervin. Ast- 
fel, în exemplul anterior, pentru a determina bucla respectivă este sufi- 
Con as specifice fie mulțimea laturilor {4, 5, 6}, fie mulțimea nodmilor 
12, 3, 4). 


a 
Fig. 2.4. Doi arbori din structura unui graf. 


Un arbore este un subgraf conex al unui graf conex care conține 
toate nodurile grafului dar nu conține bucle. Pentru a determina un 
arbore este suficient să se specifice laturile sale, În graful dat ca exemplu, 
laturile 2, 4 și 5 formează un arbore. Conceptul de arbore este un con- 
cept cheie al teoriei grafelor. Laturile care intervin în structura unui 
arbore se numesc ramuri; laturile care nu intervin în structura arbo- 
relui se numesc jonctiuni. Acestea din urmă, luate împreună formează 
complementul arborelui sau coarborele. Această partiție a laturilor unui 

raf nu este unică. În fig. 2.4 se dau doi arbori pentru graful din fig. 2.3. 
n primul caz laturile 2, 4 şi 5 sint ramuri iar 1, 3 și 6 joncțiuni. În cel 
de-al doilea latura 2 este tot o ramură iar laturile 3 și 6 care erau mai 
înainte joncţiuni au devenit acum ramuri. Dacă o latură particulară 
a unui graf este ramură sau joncțiune nu se poate preciza în mod unic 
de la bun început; această precizare devine posibilă numai după ce s-a 
specificat un anumit arbore. 

Fiecare arbore din fig. 2.4 are o anumită structură. În arborele din 
fig. 2.4a toate ramurile sint incidente la un nod comun. Un astfel de 
arbore se numeşte arbore în formă de stea sau pe scurt arbore stelat. În 
arborele din fig. 2.4b nodurile pot fi ordonate astfel încît arborele să pre- 
zinte o singură cale începînd de la primul nod şi terminînd cu ultimul. 
Un astfel de arbore se numeşte arbore liniar. Într-un arbore liniar există 
numai două noduri terminale în timp ce într-un arbore stelat, cu excep- 
ţia unui nod, toate celelalte noduri sint noduri terminale. 
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Numărul laturilor dintr-un arbore al unui graf este cu o unitate 
mai mic decît numărul nodurilor din graful respectiv. Acest rezultat 
se poate demonstra prin inducție. Astfel, pentru un graf cu două noduri 
numărul ramurilor este 1. Presupunem că afirmația anterioară este ade- 
vărată pentru un graf cu k noduri; aceasta înseamnă că numărul ramu- 
rilor este k — 1. Considerăm acum un graf conex cu k + 1 noduri şi ne 
fixăm atenția asupra unui arbore al său. Există cel puțin un nod al aces- 
tui arbore la care apare o ramură incidentă (în caz contrar două sau 
mai multe ramuri ar fi incidente la fiecare nod ceea ce este imposibil 
deoarece această situație ar implica prezența unei bucle în structura 
arborelui). Eliminăm nodul cu o singură ramură incidentă și obținem 
un arbore cu k noduri. Prin ipoteză acest arbore are k — 1 ramuri. Intro- 
ducînd nodul eliminat împreună cu ramura corespunzătoare se obține 
rezultatul dorit. Se face convenția ca în cele ce vor urma numărul nodu- 
rilor dintr-un graf să se noteze prin n + 1 şi deci numărul ramurilor 
unui arbore va fi n. 

Dacă graful nu este conex, conceptul corespunzător unui arbore 
pentru un graf conex este numit pădure și se defineşte ca o mulțime de 
arbori, cîte unul pentru fiecare parte separată a grafului. Dacă p + 1 
reprezintă numărul părților separate ale unui graf care nu este conex 
iar n + 1 este numărul nodurilor, atunci pădurea va conține n — p ra- 
muri. Aceasta se poate arăta aşa cum s-a făcut anterior pentru un graf 
conex. Complementul unei păduri este o copădure. 


Matricea de incidență 


Atunci cînd se dă un graf, de exemplu cel din fig. 2.3 se poate spune 
precis care sînt laturile incidente la fiecare nod precum şi care sînt orien- 
tările lor față de noduri. Invers, graful este complet determinat dacă 
se cunosc aceste informații (şi anume ce laturi sînt incidente la fiecare 
din noduri şi cum sînt orientate). Forma cea mai convenabilă de prezen- 
tare a acestor informații este cea matriceală. 

Pentru un graf cu n + 1 noduri şi laturi, matricea completă de inci- 
dență (sau mai complet, matricea completă de incidență noduri-laturi) 
A. = [a] este o matrice dreptunghiulară de dimensiuni (n +1) XI 
avind valorile elementelor : 


a; = 1 dacă latura j este incidentă la nodul ¿ și iese din nod; 

4; = — 1 dacă latura j este incidentă la nodul i şi intră în nod; 
4; = 0 dacă latura j nu este incidentă la nodul i. 

Indicele a la A, se pune pentru a semnifica foate nodurile. 
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De exemplu, pentru graful din fig. 2.3, matricea completă de inci- 
denţă este 


noduri laturi —> 
Y 1 2 3 

1 f—1 1 1 

2 0 —1 0 —1 

3 0 0 — 1 

4 1 0 0 0 —i —l 


(17) 


o o o 
= o o œ 


În acest exemplu se observă că în fiecare coloană apar o singură dată 
atit +1 cît gi —1. Aceasta este o proprietate generală pentru orice graf 
liniar deoarece fiecare latură este incidentă la numai două noduri și orien- 
tată de la unul la altul. Dacă se adună toate celelalte linii la ultima linie 
se obține o linie avînd numai zerouri, ceea ce arată că liniile nu sînt toate 
independente. Cel puţin una din ele poate fi eliminată, ea fiind suma, 
cu semn schimbat a celorlalte. Așa dar rangul matricei A, nu poate fi 
mai mare decit (n +1) — 1 =n. 

Matricea obținută din A, prin eliminarea unei linii se numeşte ma- 
tricea, de incidenţă și se notează prin A. (Pentru accentuare ea se numeşte 
uneori matricea redusă de incidenţă). Ea este de dimensiuni n x l. Vom 
calcula acum rangul matricei A şi vom arăta, cum se obțin submatricele 
sale nesingulare. 

Pentru un graf dat se selectează un arbore. În matricea de incidență 
se aranjează coloanele astfel încît primele n coloane să corespundă ramu- 
rilor arborelui ales iar ultimele l — n coloane să corespundă joncțiunilor. 

Pentru graful dat ca exemplu, fie A matricea obținută din (17) prin 
eliminarea ultimei linii. Se selectează arborele din fig. 2.4a. Atunci ma- 
tricea A devine 


ramuri joncţiuni 
2 45 1 36 
—— e Pe e 
1 00 —1 10 
A=]ļ|—1 — 1 0 0 op (18) 
0 10 0 —1 1 


În general se poate face o partiție a matricei A sub forma, 


A=(A A]. (19) 
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unde A, este o matrice pătrată de ordinul » ale cărei coloane corespund 
ramurilor iar A, este o matrice de dimensiuni n x (l — n) ale cărei co- 
loane corespund joncțiunilor. 

n exemplul dat 


1 0 0 
A =|—-1 —1 1j: 
0 1 0 


Determinantul acestei matrice este egal cu —1, astfel încit matricea 
este nesingulară. Deci, pentru acest exemplu, matricea A este de rang n. 


Vom arăta acum că acest rezultat este valabil în general. Mai exact, 
dacă un graf are n + 1 noduri, rangul matricei de incidență este n. Acest 
rezultat se va stabili arătînd că o submatrice de ordinul n a matricei A 
ale cărei coloane corespund ramurilor unui arbore este nesingulară. 

Demonstraţie. Fie un graf conex şi matricea sa completă de incidenţă 
A,. Prin eliminarea unei linii se obține matricea A, care se scrie sub forma 
(A, A,], unde A, este o matrice pătrată de ordinul n, ale cărei coloane 
corespund ramurilor. Deoarece arborele este conex, există cel puțin o 
ramură incidentă la nodul corespunzător liniei eliminate. Coloana din 
A, corespunzătoare acestei ramuri conține un singur element diferit. 
de zero (egal cu +1). Deci det A, este egal cu plus sau minus cofactorul 
acestui element. Matricea asociată acestui cofactor corespunde unui 
graf conex cu » — 1 laturi; această matrice nu conţine nici una din liniile 
pe care coloana eliminată avea elemente nenule. Deoarece acest subgrat 
este conex, el trebuie să conţină cel puţin o ramură incidentă la unul 
din cele două noduri eliminate. Coloana din matrice corespunzătoare 
acestei ramuri conține numai un element diferit de zero. Deci determi- 
nantul său este egal cu plus sau minus cofactorul corespunzător, avind 
o matrice asociată de ordinul 4 — 2. Se continuă acest raționament 
pînă ce se ajunge la un cofactor de ordinul 1. Acesta corespunde ulti- 
raului nod şi, deoarece graful este conex, cofactorul este nenul. În con- 
cluzie s-a stabilit nu numai că det A, este diferit de zero — deci matricea 
A, este nesingulară — dar s-a găsit şi valoarea sa care este +1. Deoarece 
o submatrice de ordinul n a matricei A, este nesingulară rezultă că A, este 
de rang n. 

Acest rezultat este foarte util. Reciproca este deasemenea adevărată. 
Astfel, dîndu-se o submatrice nesingulară n x n a matricei de incidenţă A, 
coloanele sale corespund ramurilor unui anumit arbore. Demonstrația 
se lasă pe seama cititorului. 

Din cele de mai sus rezultă că determinantul oricărei submatrice 
nesingulare de ordinul n a matricei de incidență este egal cu +1 sau —1. 

Pe baza rezultatelor precedente, se poate găsi acum numărul arbo- 
rilor dintr-un graf. Fiindcă orice submatrice nesingulară de ordinul n 
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a matricei A corespunde unui arbore, tot ce trebuie să facem este să numă- 
răm cite astfel de submatrice nesingulare există. Aceasta implică eva- 
luarea determinanţilor tuturor submatricelor n X 2 ale matricei A, ceea 
ce este foarte obositor. Problema, poate fi simplificată utilizînd teorema 
Binet-Cauchy care a fost prezentată în Cap. 1. În conformitate cu această, 
teoremă 


det (AA4') = $ (produsele corespunzătoare determinanților principali 
din A şi A) (20) 

È (toţi determinanţii principali nenuli din AJ 

= numărul arborilor. 


A doua egalitate rezultă din faptul că o submatrice nesingulară a 
matricei A' are acelaşi determinant ca şi submatricea corespunzătoare 
din A. Deoarece fiecare determinant principal nenul are valoarea +1, 
şi sînt atîția determinanţi principali nenuli cîți arbori sînt, rezultă a treia 
egalitate. 

Astfel, pentru a găsi numărul arborilor unui graf este necesar numai 
să se evalueze det (AA'). Pentru exemplul din fig. 2.3, matricea de inci- 
dență este dată de relaţia (18). Deci numărul arborilor va fi 


0 
0 1 
1 0 0—1 10 
0 0 
det(AA') = det | —1 —1 1 0 0 0 
0 
0 10 0—11 
0 —1 
L 


—1 —1 3 
= Jl 3 ae I-a ‘|= 16. 
—1 3 —1 3 —] —1 
Dindu-se un graf se poate scrie ușor matricea de incidență. Problema 
poate fi formulată adesea și invers: dîndu-se o matrice de incidență 


(sau matricea completă de incidență) să se traseze graful. În sens abstract 
matricea de incidență definește graful. Ea este o reprezentare a grafului, 
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în timp ce desenind liniile ce unesc nodurile se obţine o altă reprezentare. 
Se doreşte să se obțină cea de a doua reprezentare din prima. Procedeul 
este foarte simplu. Dindu-se matricea A, se plasează pe hirtie un număr 
de noduri egal cu numărul de linii din matricea A și un nod suplimentar. 
Se iau apoi coloanele pe rind. În fiecare coloană apar cel mult două ele- 
mente nenule; se trasează o latură între cele două noduri care cores- 
pund elementelor nenule din coloana respectivă. Dacă pe o coloană apare 
un singur element nenul, latura se trasează între nodul corespunzător 


Fig. 2.5. Graturi izomorie. 


liniei respective și nodul suplimentar. Orientările laturilor sint deter- 
minate de semnele elementelor respective. 
Pentru a ilustra cele de mai sus, fie matricea 


1 10 00 00 —i] 
0—11 10 00 0 


0 00 —11 10 0 
0 00 00 —11 1 


Două persoane diferite care şi-ar propune să traseze graful cores- 
punzător ar putea ajunge la grafuri care arată în mod diferit, aşa cum 
se vede în fig. 2.5. 

În aparenţă se pune problema : care este dispunerea iniţială corectă 
a nodurilor? În fond însă, ambele grafuri au ca matrice de incidență ma- 
tricea dată. 

Vom spune că două grafuri sînt izomorfe dacă ele au aceeași matrice 
de incidentă. Aceasta înseamnă că ele au același număr de noduri şi de 
laturi şi că există o corespondenţă biunivocă atit între nodurile cit și 
intre laturile lor. Aceste corespondențe conduc la aceeaşi matrice de 
incidență. 
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Matricea huelelor 


Matricea de incidenţă furnizează informaţii asupra incidenţei latu- 
rilor la noduri dar nu arată cum laturile formează bucle. Această infor- 
maţie se poate da convenabil tot sub formă matriceală. În acest scop 
vom înzestra mai întîi fiecare buclă a grafului cu o orientare care este 
dată prin ordonarea ciclică a nodurilor. Această ordine se indică uşor 
pins săgeată curbată, ca în fig. 2.6 unde se arată ordinea pentru două 
bucle. 


Fig. 2.6. Orientarea buclelor. 


Pentru a evita încărcarea desenului, uneori se dau pur și simplu listele 
ordonate ale nodurilor ce intervin în buclele respective. Pentru cele două 
bucle din fig. 2.6 aceste liste vor fi {1, 3, 2} şi {1, 2, 3, 4). 

Pentru un graf cu n + 1 noduri și laturi, matricea completă a bucle- 
lor (denumită uneori şi matricea completă a ciclurilor) B, = [b,;] este 
o matrice dreptunghiulară cu 1 coloane şi atitea linii cite bucle sint: 
elementele ei au următoarele valori : 

bi; = 1 dacă latura j face parte din bucla ; şi orientările lor coincid ; 

b; = —1 dacă latura j face parte din bucla î şi orientările lor nu 

coincid ; 

b = 0 dacă latura j nu face parte din bucla i. 

Indicele a la B, se pune din nou pentru a semnifica toate buclele. 

Spre deosebire de cazul matricei complete de incidenţă (unde numă- 
vul liniilor era egal cu numărul nodurilor grafului), numărul de linii din 
matricea B, nu se exprimă simplu în funcţie de n şi l. De exemplu, în 
fig. 2.6 apar şapte bucle specificate prin nodurile: 


bucla 1 : (1, 3, 2) bucla 4 : (1, 3, 4 
bucla 2 : (7, 2, 4} bucla 5 : (1, 2, 3, 4) 
bucla 3 : (2, 3, 4) bucla 6 : (1, 2, 4, 3) 


bucla 7 : (3, 2, 4,1) 
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Matricea buclelor va fi deci 


bucle laturi — 
4 1 2 3 4 5 6 
1 F0 —1 1 1 0 0 
2 |1 1 0 0 1 0 
310 0 0—1 —i 1 
B, = 4 |1 0 1 0 0 1 (21) 
5/1 1 0—i 0 1 
6 |0 1—1 0 1 -1 
711 0 1 1 1 0 


Mulțimea tuturor buclelor dintr-un graf este destul de cuprinzătoare, 
aşa cum s-a văzut din acest exemplu. Există o submulțime a mulțimii 
tuturor buclelor care are proprietăți interesante şi care va fi examinată 
în cele ce urmează. 

Dîndu-se un graf se selectează mai întii un arbore şi se elimină toate 
joncțiunile. Se reintroduce apoi pe rînd fiecare joncțiune una cite una. 
Prin reintroducerea, fiecărei joncțiuni se va forma cîte o buclă. (Dacă 
nu ar fi aşa latura respectivă nu ar fi o joncțiune ci o ramură). Această 
buclă se caracterizează prin faptul că toate laturile sale mai puţin una 
sînt ramuri ale arborelui selectat. Buclele formate pe această cale se 
vor numi bucle fundamentale, sau f-bucle pe scurt. Orientarea unei bucle 
fundamentale se alege astfel încît să coincidă cu orientarea joncțiunii 
care o defineşte. Numărul buclelor fundamentale este egal cu numărul 
joncţiunilor ; într-un graf cu l laturi şi n + 1 noduri acest număr este 
l— n. 

De exemplu, fie arborele din fig. 2.45. Buclele fundamentale care 
se obțin prin introducerea joncţiunilor pe rînd una cîte una sînt ilustrate 
în fig. 2.7 (observați orientările). Scriind matricea buclelor pentru buclele 


Fig. 2.7. Bucle fundamentale. 
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fundamentale se vor aranja coloanele în aceeași ordine ca și pentru ma- 
tricea de incidență redusă pentru acelaşi arbore; așa dar se scrin mai 
întii ramurile şi apoi joncţiunile. De asemenea, se dispun buclele în aceeași 
ordine ca și coloanele joncțiunilor respective. 


Matricea buclelor fundamentale va fi 


ramuri joncţiuni 

— ~m pe e 

2 3 6 145 

0 1 1 100 (22) 
B,=| —ı 1 0 010 

i =i =i 0o i 


Indicele f se pune la B, pentru a semnifica buclele fundamentale. 
Matricea pătrată formată de ultimele trei coloane corespunzătoare jonc- 
țiunilor este o matrice unitate ; deci ea este nesingulară și rangul matri- 
cei B, este egal în acest exemplu cu numărul joncțiunilor adică l — n. 

În general, matricea f-buclelor unui graf arbitrar conex poate fi 
scrisă sub forma 


B, = [B, B,] = [B, U). (23) 


Matricea pătrată de dimensiuni (l — n) X (L — n) ale cărei coloane 
corespund joncțiunilor unui arbore particular va fi o matrice unitate 
datorită: modului în care s-a obținut. Aşa dar rangul matricei B, va fi 
l-n. 

Deoarece matricea buclelor fundamentale este o submatrice a ma- 
tricei tuturor buclelor, rangul matricei B, nu poate fi mai mic decît ran- 
gul matricei B, care este 1 — n. Vom arăta în cele ce urmează că rangul 
matricei B, nu este mai mare ca l — n și deci el este tocmai l — n. Pentru 
a face aceasta vom folosi un rezultat care este de o mare importanță 
prin el însuși. 

Fie un graf pentru care coloanele matricelor A, şi B, sint aranjate 
în aceeași ordine. În acest caz au loc relațiile 


A.B, = 0 (24) 
şi 
BA, =0. (25) 


A doua relaţie rezultă din prima deoarece BA, = (4,B,)'. Relaţiile 
(24) și (25) se numesc relaţii de ortogonalitate şi se demonstrează în cele 
ce urmează. 
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Matricele A, și B, sint de forma 


laturi —> bucle —> 


noduri 1 2... l laturi 1 2.. 
| 
Y 
] 
A= 2 B, = 


Hg 


Să ne concentrăm atenția asupra unei coloane oarecare din matricea 
B, şi asupra unei linii oarecare din matricea A, ; adică asupra unei bucle 
şi a unui nod. Un nod oarecare aparţine sau nu buclei. Dacă nodul nu 
aparţine buclei, atunci nici o latură care face parte din buclă nu poate 
fi incidentă la acest nod. Aceasta înseamnă că toate elementele nenule 
din coloana lui B, corespund unor elemente nule în linia respectivă a 
lui A; aşa dar produsul va fi zero. Dacă nodul aparține buclei, atunci 
două laturi care fac parte din buclă vor fi incidente la acest nod. Dacă 
aceste două laturi sint orientate la fel în raport cu nodul (ambele intră 
în nod sau ambele ies din nod) ele vor avea orientări opuse în raport; 
cu bucla și invers. În termeni matriceali, dacă elementele din linia lui 
A, corespunzătoare celor două laturi sint ambele +1 sau ambele —1, 
cele două elemente din coloana corespunzătoare a lui B, vor fi de semne 
opuse şi invers.Cind se calculează produsul, rezultatul este zero. Teorema 
este deci demonstrată. 

Cu ajutorul rezultatului precedent se poate acum determina rangul 
matricei B, folosind teorema de anulare a lui Sylvester care a fost exa- 
minată în capitolul 1. În conformitate cu această teoremă, dacă pro- 
dusul a două matrice este nul, suma rangurilor celor două matrice nu 
depășește numărul coloanelor din prima matrice a produsului. În cazul 
de faţă, numărul coloanelor este egal cu numărul ! al laturilor din graf. 
Deoarece rangul unei matrice este egal cu rangul matricei transpuse, 


(rang 4.) + (rang B,) < l (26) 
Rangul matricei A, s-a găsit anterior şi este n. 


Y m < 


Deci 
(rang B,) < (l — n). (27) 


„Dar s-a stabilit anterior că rangul lui B, nu este mai mic decit l — n 
jar acum s-a stabilit că nu este mai mare decit 1 — n, deci rangul matricei 
B, este tocmai l — n. 
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Observăm că eliminarea unui număr de linii din A, sau a unui număr 
de coloane din B, nu face inaplicabile relaţiile (26) şi (27). Fie B o sub- 
matrice oarecare din B, avind l — n linii și rangul l — ». (O astfel de 
matrice este matricea buclelor fundamentale B,). În acest caz relaţiile 
de ortogonalitate se pot scrie 


AB'=0, BA'=0. (28) 


2.2.4. Relaţii între submatricele din A şi B 


Presupunem că se aranjează coloanele matricei B aşa cum s-au aran- 
jat anterior și coloanele matricei A, adică începind cu ramurile unui 
arbore şi terminînd cu joncţiunile. Se poate face atunci o partiție a ma- 
tricei B sub forma 


B=(B,B.] (29) 
unde B, este o matrice pătrată de ordinul |! — n. (Dacă B este matricea 
buclelor fundamentale atunci B, este o matrice unitate, ca în (23)). Vom 
arăta acum că procedind la partiția matricei B aşa cum s-a arătat, sub- 
matricea B, ale cărei coloane reprezintă joncţiunile unui arbore, va fi 
nesingulară. 

Pentru demonstraţie se face o partiție a matricei A ca în (19) și se 
foloseşte relația (28) care se scrie 


AB' = [A, Aj pi] = AB + AB = 0. (30) 
i 


Deoarece A, este nesingulară, 
B; = — A} AB; sau B, = — B(A! AV. (31) 

În final, matricea B devine 
B = [-B, (A1 A)’ B,] = B,[ — (A+ A’ U]. (32) 


Acum se va aplica acelaşi procedeu plecind de la relația (30) dar 
de această dată pentru matricea B, a buclelor fundamentale pentru un 
arbore dat, cu o partiție a matricei B, de forma 


B, = [B, U), (33) 
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unde s-a introdus indicele f la B, pentru a evita confuzii. Lăsînd detaliile 
de calcul pe seama cititorului, se obține 


B, = [— (A*A) U] (34) 
Prin comparația acestei relații cu relația (32) rezultă 


Deoarece atit B cit și B, sînt de rang l — n, matricea B, trebuie 
să fie nesingulară. Aceasta rezultă din relația (52) din capitolul 1. Afir- 
mația este astfel demonstrată. 

Reciproca este de asemenea adevărată; adică, dacă se face o par- 
tiție a matricei buclelor B în două submatrice ca în (29), dintre care una 
pătrată şi nesingulară de ordin 1 — n, coloanele acestei matrice vor cores- 
punde joncţiunilor unui arbore. Demonstrația se lasă pe seama citito- 
rului. (v. Problema 6). 

Deoarece matricea B, din (35) este nesingulară, matricele B şi B, sînt 
matrice echivalente. (Pentru prezentarea matricelor echivalente v. Cap. 7) 
Deci, liniile din B sint combinaţii liniare ale liniilor din B, și invers. 

O serie de rezultate se mai obțin rezolvînd ecuaţia (30) în raport 
cu A, Deoarece B, este o matrice nesingulară, se obține 


A = — A,B; (Bi) = — A, B; (BI) = — A, (B7' By. (36) 


Ultima egalitate rezultă din faptul că transpusa unui produs este 
produsul transpuselor în ordine inversă. Egalitatea precedentă rezultă 
din faptul că operațiile de transpunere și de inversare sint comutative 
in cazul unei matrice nesingulare. 

Ținind seama de rezultatul precedent, se poate face partiția ma- 
tricei A sub forma 


A = A, [U — (B; B}']. (37) 


Comparind cu relaţia (32) se vede că apare o formă similară cu ma- 
tricea, buclelor. 


2.2.5. Mulțimea seeţiunilor și matricea secţiunilor 


În exemplul din fig. 2.3 presupunem că, laturile 1 și au fost eli- 
minate, Graful rezultat este prezentat în fig. 2.8a. (Prin „eliminarea” 
unei laturi înțelegem întreruperea ei, adică „deschiderea circuitului” 
lăsînd intacte nodurile la care ea este incidentă). Graful a rămas încă 
un graf conex. Dacă se elimină acum și laturile 3 şi 4, graful rezultat 
este reprezentat în fig. 2.8b. Graful nu mai este acum convex : el a fost 
„secţionat” în două părţi. Aceasta conduce la noţiunea de mulţime a 
secțiunilor, care se defineşte după cum urmează: O mulțime de secţiuni 
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este o mulțime de laturi ale unui graf conex a căror eliminare conduce la 
separarea grafului în două subgrafuri conexe, cu precizarea că eliminarea 
oricărei submultimi. de laturi din multimea sectiunilor lasă graful coner. 

În graful dat ca exemplu, mulțimea secțiunilor este {1, 3, 4, 5}. 
Mulțimea {1, 2, 3} reprezintă de asemenea o mulțime de secțiuni. (Un 
nod izolat, care apare în acest caz, este considerat ca „o parte” din graf), 
În schimb mulțimea (1, 2, 3, 6} nu reprezintă o mulţime de secțiuni. 


3 “= Sectiunea b 


Sectiunea a A 
0—>—02 3 fd 3 
” 
6 6 
= A Secţiunea c 


i c 


Fig. 2.8. Eliminarea unor laturi dintr-un graf. 


deşi graful este separat în două părți, deoarece eliminarea laturilor din 
submulțimea {1, 2, 3} nu conduce la un graf conex. 

Mulțimea secțiunilor face o partiție a nodurilor în două grupe, cores- 
punzătoare celor două părți ale grafului. Fiecare latură din mulțimea 
secțiunilor este incidentă la un nod dintr-un grup și la un nod din celă- 
lalt grup. Orientarea mulțimii secțiunilor se face alegind sensul de la 
o parte a grafului spre alta. Orientarea se poate indica pe graf ca în 
fig. 2.8c. Orientarea laturilor din mulțimea secțiunilor poate să fie aceeași 
sau opusă în raport cu orientarea mulțimii secțiunilor. 

Aşa cum matricea de incidență caracterizează incidența şi orien- 
tarea laturilor în raport cu nodurile, matricea secțiunilor se poate defini 
pentru a descrie prezenţa laturilor într-o mulţime a secțiunilor precum 
şi orientarea lor în raport cu mulțimea secțiunilor. Vom defini matricea 
secțiunilor Q, = [q;;] ale cărei linii corespund secțiunilor și ale cărei 
coloane corespund laturilor grafului. Elementele sale au următoarele 
valori : 

q; = 1 dacă latura j face parte din mulțimea secțiunilor î şi orien- 

tările coincid ; 

qy = — 1 dacă latura j face parte din mulțimea secţiunilor i şi 

orientările nu coincid ; 

q; = 0 dacă latura j nu face parte din mulțimea secțiunilor i. 

Indicele a la Q, se pune pentru a semnifica toate secţiunile. 

Deoarece secţionind toate laturile incidente la un nod se separă 
acest nod de restul grafului, această mulțime de laturi reprezintă o mul- 
time de secţiuni, cu condiția ca vestul grafului să nu fie separat el însuși 
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în mai multe părți. În graful din fig. 2.9, secţionind laturile incidente 
la nodul 1 se va separa graful în trei părţi, dintre care una este repre- 
zentată de nodul 1. Așa dar această mulțime de laturi nu reprezintă 
o mulțime de secţiuni. 

Graful din fig. 2.9 este însă un graf deosebit, iar nodul 7 este un 
nod. de tip special. Definim un graf cu punct de articulație ca un graf în 
care există cel puţin un subgraf care are numai un singur nod comun cu 


3 4 5 


Fig. 2.9. Graf cu punct de articulație 


subgraful complementar lui din graf. Un nod care are această proprietate 
se numeşte punct de articulație sau pivot. Într-un graf cu punct de arti- 
culație nodurile pot fi grupate în două mulțimi astfel încît orice cale 
de la un nod dintr-o mulțime la un nod din cealaltă mulțime trebuie 
să treacă prin nodul pivot. În fig. 2.9, nodurile 2, 3 şi 4 formează o mul- 
time iar nodurile 5 și 6 alta. Dacă se secţionează laturile incidente la 
nodul pivot, nu există nici o cale de la un nod dintr-o mulțime la un nod 
din cealaltă mulțime. Deci, graful obţinut, fără a ţine seama şi de nodul 
pivot, nu va fi conex; așa dar mulțimea laturilor incidente la un nod 
pivot nu formează o mulțime de secţiuni. Pentru toate celelalte noduri, 
mulțimile de laturi incidente vor constitui mulțimi de secţiuni. 

Pentru grafurile fără puncte de articulaţie, orientarea mulţimii sec- 
țiunilor obţinută prin secţionarea laturilor incidente la un nod se alege 
de la nod spre exterior. Aşa dar, pentru grafurile fără puncte de articulaţie, 
matricea secțiunilor va include matricea de incidenţă. 

Pentru exemplul din fig. 2.3, în afară de mulțimile secţiunilor for- 
mate din laturile incidente la fiecare nod, mai sînt încă trei mulțimi de 
secţiuni : (1, 3, 4, 5), (2, 3, 5, 6) și (1,2, 4,6). Matricea secţiunilor este: 


secțiuni laturi — 


i! 1 2 3 45 6 
ifp- 1 1 0 0 0 
2 0—1 0—1 1 0 
3 0 0—1 1 0 1 
Q, = 4 1.0 0 0—L—1 |: 
5 1 0—1 1—1 0 
6 0 1 1 0—1-— 
îl L 0 1 0 1 
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unde primele patru linii sînt identice cu matricea A, iar ultimele trei 
linii corespund mulțimilor de secțiuni (1, 3, 4, 5), (2, 3, 5, 6) şi (1, 2,4, 6) 
respectiv. 

După cum s-a văzut matricea secțiunilor unui graf Q, are mai zile 
linii decît matricea de incidenţă respectivă. Apare deci problema rangului 
matricei secţiunilor. Pentru a răspunde la această problemă considerăm 
o mulțime specială de secţiuni formată după cum urmează. Dîndu-se 


2 3 4 
pf Rer 


~ Fig. 2.10. Exemplu de secțiuni fundamentale, 


un graf conex se selectează un arbore și se alege o latură b, a arborelui. 
Eliminînd această ramură, arborele se împarte în două. Toate joncțiu- 
nile care unesc aceste două părți ale arborelui împreună cu b, vor consti- 
tui mulțimi de secțiuni. Vom numi o astfel de mulțime multime funda- 
mentală de sectiuni sau f-mulțime de secțiuni pe scurt. Pentru orice ra- 
mură există o mulțime fundamentală de secțiuni, deci pentru un graf 
cu n + 1 noduri (deci cu n ramuri) vor fi n mulțimi fundamentale de 
secțiuni. Orientarea unei mulțimi fundamentale de secțiuni se alege astfel 
încît să coincidă cu ramura care o definește. 

Drept exemplu se consideră graful din fig. 2.10. Arborele este repre- 
zentat prin linii îngroșate. Fiecare mulțime fundamentală de secțiuni 
este unic determinată. Să scriem matricea secțiunilor pentru mulțimea 
fundamentală de secțiuni, aranjind coloanele astfel încît primele n coloane 
să corespundă ramurilor în aceeași ordine ca şi mulțimile de secțiuni 
asociate lor 


ramuri joncțiuni 
Dai — 
1234 567 
"1000 —100 
p=|oLo0 101 


0010 011 
0001 010 


Indicele f la Q, se pune pentru a semnifica secţiunile fundamentale. 
Submatricea pătrată formată cu primele patru coloane este o matrice 
unitate; ea este deci nesingulară şi rangul acestei matrice a secţiunilor 
este egal cu numărul liniilor sale sau cu numărul ramurilor dintr-un 
arbore. 
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„Acest exemplu ilustrează trăsăturile specifice ale cazului general. 
În general, se aranjează coloanele matricei secţiunilor fundamentale 
pentru un arbore dat, astfel încît să apară mai întîi ramurile şi apoi jonc- 
ţiunile, ramurile fiind în aceeași ordine ca şi mulțimile de secţiuni pe 
cure le definesc. Se poate face atunci o partiție a matricei de forma 


5 Q, =1[Q; Q] =[U Q] (38) 


`` Prin însăşi modul în care s-a constituit, submatricea Q, de dimen- 
siuhi n X n, ale cărei coloane corespund ramurilor, va fi o matrice uni- 
tate. Deci rangul matricei Q, va fi n. Aceasta nu ne spune încă nimic 


Fig. 2.11. O mulțime de secțiuni 
avind un număr par de laturi co- 
mune cu o buclă. 


despre rangul matricei Q,. Dar deoarece matricea secțiunilor fundamen- 
tale Q, este o submatrice a matricei secțiunilor Q,, rangul matricei Q, nu 
poate fi inferior rangului matricei Q,, adică rang Q, > n. 


Cînd s-a căutat rangul matricei B, a fost necesar să se utilizeze rela- 
ţia de ortogonalitate A,B, = 0. Dar Q, este o matrice care conține ma- 
tricea A, ca o submatrice şi este de presupus că o relație similară are 
loc și pentru Q, în locul lui 4,”. Acest lucru este adevărat și se poate 
demonstra pe aceeași cale ca şi mai înainte. Este numai necesar să se 
stabilească faptul că, dacă o mulțime de secțiuni are o latură comună 
cu o buclă, ea trebuie să aibă şi alte laturi în comun astfel încît numă- 
rul lor să fie par. Acest fapt este ușor de constatat examinind fig. 2.11, 
in care s-a pus în evidență o mulțime de secțiuni care separă graful în 
două părți. Presupunem că latura 1 a mulţimii secțiunilor face parte 
dintr-o buclă. Dacă plecăm din extremitatea ei situată în P, și parcurgem 
această latură pînă ajungem în P, va fi necesar să revenim în P, pe altă 
latură din mulțimea, secțiunilor pentru a forma o cale închisă. Pentru 
a obţine o cale închisă pot fi necesare mai multe treceri succesive între 
P, şi P}, dar fiecare trecere implică parcurgerea a două lături din mul- 
țimea, secţiunilor. Dacă aceste laturi au aceeași orientare în raport cu 
mulţimea secțiunilor, ele vor avea orientări opuse în raport cu bucla 


at. 
„i. D Această afirmaţie este valabilă numai în cazul unui graf fără puncte de articulaţie. 
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şi reciproc. Aşa dar, prin același raţionament ca și cel utilizat pentru 
a obţine relaţia (24), rezultă că: 


Q.B’ = 0 și BQ,=0. (39) 


Acum poate fi determinat rangul matricei Q,. Utilizind teorema de anu- 
lare a lui Sylvester și cunoscînd rangul matricei B, rezultă că rangul 
matricei Q, nu depăşeşte valoarea ». (Lăsind la o parte detaliile) şi deoa- 
rece matricea Q, este o submatrice a matricei Q, care are rangul n, rangul 
matricei Q, nu poate fi mai mic decît n. (O asemenea posibilitate o că 
zintă matricea secţiunilor fundamentale, Q,). Atunci 


QB' =0 și BQ’ =0. (40) 


În particular, fie această matrice Q chiar matricea Q, care poate 
fi serisă ca în relaţia (38). Atunci 


[U olg ă = Bal QB; = 0 
B; 


nau 
, Q, = — B;(B,)! = — (Br° B) (41) 
şi, în final, l 
= [U _— (B7 B}']. (42) 


Din această expresie rezultă un fapt foarte interesant. Comparind-o 
cu relația (37) se obține 


A =A, Q sau Q= Ar A =[U AFA]. (43) 


Deoarece matricea A, este o matrice nesingulară, matricea de inci- 
dență a unui graf este echivalentă cu matricea secțiunilor fundamentale 
pentru un anumit arbore. Astfel, liniile matricei A reprezintă combinații 
liniare ale liniilor matricei Q, şi reciproc. 


Grafuri planare 


Toate proprietățile grafurilor pe care le-am examinat pînă acum 
nu depind de caracteristici specifice de ordin geometric sau topologie 
ale grafului ci numai de caracteristicile sale abstracte. Vom examina 
acum o serie de proprietăţi care depind de structura topologică a grafului. 
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Topologie, grafurile pot fi desenate sau reprezentate pe un plan. 
Uneori ele se pot desena astfel încît laturile să nu se intersecteze. Alteori 
acest lucru nu este posibil. Vom defini un graf planar ca fiind un graf 
ce poate fi dispus pe un plan astfel încît nici o pereche de laturi să nu se 
intersecteze (adică să nu se întilnească în alte puncte decit nodurile). 
În fig. 2.12 se dau două grafuri cu acelaşi număr de laturi şi noduri; 
primul este planar ; al doilea, neplanar. 


Fig. 2.12. Graf planar (a) și graf neplanar (b). 


Laturile unui graf planar separă planul în mici regiuni ; fiecare din 
ele se numeşte un ochi. Mai precis, un ochi este o secvenţă de laturi ale 
unui graf planar care nu includ vre-o altă latură a grafului în interiorul 
regiunii mărginite de aceste laturi. În fig. 2.12a laturile (1, 2, 3) formează 
un ochi în timp ce laturile (1, 2, 4, 5) nu formează un ochi. laturile exte- 
rioare ale grafului separă planul în două regiuni : regiunea. finită în care 
se află celelalte laturi ale grafului şi o regiune infinită. Regiunea infinită 
poate îi privită ca „interiorul” acestei mulțimi de laturi. Ea este com- 
plementara regiunii finite. Așadar această mulţime de laturi poate fi 
considerată toi ca un ochi și se numește ochiul exterior. În fig. 2.12a 
ochiul exterior este format din secvenţa de laturi (1, 2, 6, 7, 8, 5). Totuşi, 
atunci cînd se enumeră ochiurile unui graf, ochiul exterior nu este luat 
in consideraţie. 

Mulțimea ochiurilor unui giaf planar constituie o mulțime specială 
de bucle. Se pune pioblema dacă ochiurile pot reprezenta buclele funda- 
mentale pentru un anumit arbore, sau, într-o formulare diferită, dacă 
se poate găsi un arbore pentru care buclele fundamentale să fie ochiuri? 
Pentru a răspunde la această problemă se observă că fiecare buclă fun- 
damentală conține o latură (ramură) care nu face pate din altă buclă 
fundamentală. Așadar, orice latură care face parte simultan din două 
ochiuri nu poate fi o joncțiune ci trebuie să fie o 1amură. Se poate găsi 
cu siguranţă un arbore pentru care ochiurile să reprezinte bucle funda- 
mentale dacă laturile comune ochiurilor nu formează o cale deschisă. 
Pentru unele grafuri planare, acest luciu este posibil, pentru altele nu. 
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Pentru a ilustra aceasta, în fig. 2.13 se dau două grafuri foarte asemănă- 
toare, avind acelaşi număr de noduri, de laturi şi de ochiuri. Laturile 
comune între ochiuri sînt figurate cu linii îngroșate. Acestea trebuie să 
fie ramurile unui arbore dacă ochiurile formează bucle fundamentale. 
În primul graf aceste laturi formează o buclă şi deci rezultatul dorit nu 
este cu putință în timp ce el este posibil pentru al doilea graf. 

Aceste considerente completează prezentarea grafurilor liniare dată 
anterior. 


d b 


Fig. 2.13. Ochiurile pot fi sau nu bucle fundamentale 
pentru un arbore dat. 


2.3. TEOREMELE DE BAZĂ ALE REȚELELOR 
(CIRCUITELOR) ELECTRICE 


În linii mari, o reţea electrică este formată prin interconectarea 
a două sau mai multor elemente sau laturi. Aceste laturi sînt formate 
din elemente de tipul celor descrise în capitolul 1 sau alte componente 
(neliniare, cu parametri variabili etc). Fiecare latură are o variabilă 
reprezentînd tensiunea și o variabilă reprezentind curentul iar aceste 
variabile sînt legate de alte variabile similare prin relaţii specifice. 

Pentru a introduce grafurile liniare în analiza reţelelor electrice, 
vom da următoarea definiţie : 

O retea electrică este un graf liniar orientat în care fiecărei laturi 
i se asociază două funcţii de timp : curentul î(7) şi tensiunea v(t). Aceste 
funcţii trebuie să satisfacă teoremele lui Kirchhoff. 


Teorema lui Kirchhoff pentru curent 


Teorema lui Kirchhoff pentru curen! (prescurtat TKC) stabileşte că 
în orice retea electrică suma tuturor curenților ce pleacă dintr-un nod este 
zero în fiecare moment de timp și pentru fiecare nad al retelei. Pentru o 
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reţea conexă (praf) cu n + 1 noduri şi l laturi ecuaţiile ce rezultă din 
TKC se pot scrie sub forma 


i 
E air (t) = 0, j =1,2,..., (n +1), (44) 
k=l 


unde a; au aceeaşi definiție ca și elementele matricei de incidență. Aşa- 
dar, sub formă matriceală TKC devine 


Ai(t) = 0 sau Al(s) = 0, (45) 
unde A este matricea de incidență, i(t) este o matrice coloană ce repre- 


zintă curenții laturilor jar I(s) este matricea coloană a transformatelor 
Laplace ale curenților laturilor 


a) h(s) 
i = [P] si mo =]: (46) 
i(t) I(8) 


(Desigur are loc și relația A,i(t) = 0 dacă se includ toate nodurile). Deoa- 
rece rangul matricei A este n, toate ecuațiile din acest sistem sînt liniar 
independente. 

Fie o partiție a matricei de incidență de forma A = [A, A, cores- 
punzătoare unui anumit arbore şi o partiție similară pentru matricea i 


În aceste condiții TKC devine 


[a Aa] = Ai taio (47) 
l 


Sau 
it) = — ATA i(t) (48) 


deoarece A, este o matrice nesingulară. 

Relaţia (48) arată că pentru un arbore dat, curenții ramurilor sint 
determinaţi de curenţii joncţiunilor prin relaţii liniare. Aceasta înseamnă 
că, dacă se pot determina curenţii joncţiunilor prin alte mijloace, atunci 
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curenţii ramurilor sînt cunoscuți fiind daţi de relaţia (48). Dintre toţi 
curenţii laturilor în număr de l, numai 1 — n curenți trebuie determinaţi 
independent. 

Utilizind relaţia (48), matricea curenților se poate scrie 


pe a 


Comparind matricea din dreapta semnului egal cu matricea din 
relaţia (34) şi ţinînd seama de relaţia (35), rezultă 


i = B; i, sau I(s) = B;I,(s) (50a) 
i=B'(B)i. (50b) 


Fiecare dintre aceste ecuaţii exprimă curenţii laturilor unei reţele în 
funcție de curenţii joncţiunilor corespunzătoare unui arbore, prin inter- 
mediul unei transformări care se numeşte transformarea pe bucle. Curenţii 
joncţiunilor unui arbore joacă rolul bazei pentru toţi curenţii. Vom căuta 
acum şi alţi curenţi decît curenții joncţiunilor unui arbore care să repre- 
zinte o bază. 

Se poate obține un alt sistem de ecuaţii echivalent cu TKC din (45). 
(Amintim că două sisteme de ecuaţii sînt echivalente dacă ele au aceeaşi 
soluție). Fie o mulțime particulară de secţiuni ale reţelei. Ea va separa 
reţeaua în două părţi, P, şi P}. Scriem ecuaţiile ce rezultă din TKC pentru 
toate nodurile din P, și examinăm coloanele. Dacă ambele capete ale 
unei laturi sînt incidente la noduri din P,, coloana corespunzătoare va 
conţine două elemente nenule, unul +1 și altul —1. Dacă un capăt al 
unei laturi este incident la un nod din P, iar alt capăt la un nod din P, 
(dacă latura face parte din mulțimea secțiunilor) coloana respectivă 
va avea un singur element nenul. Presupunem că se adună aceste ecuaţii ; 
numai curenţii mulțimii secțiunilor vor avea coeficienţi nenuli în sumă. 
Rezultatul se va numi ecuația secțiunii. Ecuația secțiunii este deci o 
combinație liniară a ecuaţiilor ce rezultă din TKC. Sistemul de ecuaţii 
pentru toate secțiunile va fi Q,i(t) = 0, unde Q, este matricea secțiunilor 
definită anterior pentru toate secţiunile. Dar rangul matricei Q, este n, 
care este mai mic decît numărul ecuaţiilor. Deci aceste ecuaţii nu sînt 
independente. Fie Q matricea secțiunilor pentru n mulţimi de secţiuni 
şi de rang w. (O posibilitate o reprezintă matricea. secţiunilor fundamen- 
tale, adică Q,). Atunci relaţiile 


Qi(4) =0 sau QI(2)=0 (51) 


sînt echivalente cu ecuațiile scrise pe baza TKC. 
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În particular, dacă se face o partiție a matricei secţiunilor funda- 
mentale de forma Q, = [U Q], atunci 


Qi = [U ofi = tai = 
l 
sau 
i = — Qi, (52) 


adică se obţine tocmai relaţia (48) dacă se ţine seama de relaţia (43). 
Această expresie poate fi introdusă în matricea curenților din relaţia, 
(48) şi se obţine 


i) = | i ]-] = | it = B i(t) sau Ke) = Bis). (53) 


I 


(Pentru calculele intermediare v. Problema 17). Aceasta este din nou 
o transformare pe bucle identică cu (50a). Se observă că matricea trans- 
formării este transpusă matricei buclelor fundamentale. 


După cum s-a văzut, curenții joncțiunilor corespunzătoare unui 
arbore reprezintă curenții de bază în funcție de care se pot exprima toți 
curenții rețelei. O altă mulțime de curenți de bază o reprezintă curenții 
buclelor, care sînt nişte curenți fictivi ce circulă pe contururile formate 
de buclele închise. Acest fapt se poate ilustra mai bine prin intermediul 
unui exemplu. În fig. 2.14 s-a redesenat graful din fig. 2.13a, cu nodurile 
şi laturile numerotate convenabil. Acest graf este planar, dar nu se poate 
găsi un arbore căruia să-i corespundă ochiuri care să formeze bucle fun- 
damentale, așa cum s-a arătat anterior. Fie matricea buclelor scrisă 
pentru buclele specificate în figură. (Această mulțime de bucle nu repre- 
zintă nici bucle fundamentale şi nici ochiuri). Orientarea buclelor este 
dată prin ordonarea nodurilor ; ea este indicată de asemenea și prin să- 
gețile din figură. Matricea B va fi 


bucle laturi —> 


} 1234 56 78 
1| 1000 1 0—1 0 
p„2|o0 1112-1000] 
3| 0 011 0—1 0 0 
4|—1 -100 0 0 01 
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iar transpusa ei 


1.0 0-— 
O 1 0-1 
o 1 1 0 
0 1 1 0 
B=| ia o o (53) 
0 0-1 0 
— 0o 0 0 
00 o 1 


(Această matrice este de rang 4 deoarece submatricea formată de ulti- 
mele patru coloane este nesingulară). Presupunem acum că definim o 
serie de curenți în, img etc., care parcurg buclele din matricea B cu 
sensuri corespunzătoare orientărilor acestor bucle. Prin examinarea 
grafului se pot exprima curenţii laturilor în funcţie de aceşti curenţi 
ciclici după cum urmează : 


i, 1.0 0—1 

i, 0 1 0-1 

i; O 1 1 Offis 

iJ | 0 1 1 offis], 6 
i; 1—1 0 0 ||ins 

is o o1 ollin 

i, — 0 0 0 

is o 0 0 1 


Comparind matricea acestei transformări cu transpusa matricei. B 
din (54) se constată că ele sînt identice. 


Buclele (specificate prin 
enumerarea nodurilor) 


1 — {1, 2, õ} 
2 — (2,3, 4,5) 
3 — {3,4,5} 
4 — {1,3,2} 


Fig. 2. 14. Exemplu ilustrativ. 
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Acest, rezultat este valabil în general. Într-adevăr se observă că 
fiecare linie a matricei B se referă la incidența, laturilor la bucle iar fie- 
care coloană corespunde unei laturi. Elementele unei coloane arată din 
ce bucle face parte și ce orientare are latura respectivă. Dacă se definesc 
curenţii ciclici pe bucle, avînd orientările corespunzătoare acestora, fie- 
care coloană din matricea B va reprezenta curentul laturii respective 
în funcţie de curenţii buclelor. 

Într-un graf cu l laturi şi n + 1 noduri, se notează prin i, vectorul 
curenților buclelor definiți pentru cele 1 — n bucle pentru care matricea 
B este de rang l — n. Matricea curenților laturilor i se poate exprima 
în funcţie de matricea i, prin relaţia 


i = B'in. (56) 


Pentru o rețea planară, curenții ochiurilor formează o bază adecvată 
(demonstrația se lasă pe seama cititorului). În acest caz transformarea 
dată prin relația (56) se numeşte transformarea pe ochiuri. 


Teorema lui Kirchhoff pentu tensiune 


A doua teoremă a lui Kirchhoff este teorema lui Kirchhoff pentru 
tensiune (prescurtat TKT) și stabileşte că în orice rejea electrică suma 
tensiunilor tuturor laturilor dintr-o buclă, cu semne corespunzătoare orien- 
tării buclei, este zero la fiecare moment de timp şi pentru orice buclă a retelei. 
Pentru o rețea conexă cu Z laturi, ecuațiile ce rezultă din TKT se pot 
scrie sub forma 


Li 
Ş bavlt) = 0, j = 1,2, ..., (toate buclele), (57) 
k=l 
unde b,, au aceeaşi definiție ca și elementele matricei buclelor. Așadar, 
sub formă matriceală TKT devine 
Bv(t) = 0 sau BV(s) = 0, (58) 


unde B este matricea buclelor, v(t) este o matrice coloană ce reprezintă 
tensiunile laturilor iar V(e) este matricea coloană a transformatelor 
Laplace ale tensiunilor laturilor 


v(t) V,(8) 
v(t) Va(8) 
Ki > A S |» (59) 


v(t) Yu(s) 
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Dacă se includ toate buclele reţelei, matricea coeficienţilor va îi B,. Deoa- 
rece rangul matricei B, este 1 — n, ecuaţiile din acest sistem nu sint inde- 
pendente. 

Fie matricea B cu l — n linii şi de rang l — n. (O posibilitate o re- 
prezintă matricea buclelor fundamentale). Se poate face o partiție a 
acestei matrice de forma B = [B, B,] corespunzătoare unui anumit; 
arbore și fie o partiție similară pentru matricea v 


si 
Vi 
În aceste condiții TKT devine 


[B, Ba] = Bv, + Bv, =0 
[i 


din care rezultă 
v= — BpiIBa, sau v, = — Ba v, (60) 


deoarece B, este o matrice nesingulară. 

Relația (60) arată că, pentru un arbore dat, tensiunile joncțiunilor 
sint determinate de tensiunile ramurilor prin relații liniare. Dacă ten- 
siunile ramurilor se pot determina prin alte mijloace, atunci tensiunile 
joncțiunilor sint cunoscute fiind date de relația (60). Dintre toate ten- 
siunile laturilor în număr de 1 numai + tensiuni, reprezentînd tensiunile 
ramurilor, trebuie determinate independent. 

Utilizînd relaţia: (60), matricea tensiunilor se poate serie 

V U 5 TR - Lă A 
vo [Y] =| _ pap HO = eo man vo = on. o 


—Bi"'B, 


V: 


Ultima egalitate rezultă din relația (42). 
O altă expiesie pentru v se obține pe baza relației (43) şi anume 


v = AAY v. (62) 
Dacă A, este o matrice unitară, atunci 
v(t) = A'vd(t). (63) 


Astfel, matricea tensiunilor laturilor se exprimă prin matricea ten- 
siunilor ramurilor unui arbore prin intermediul unei transformări. Matri- 
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cea transformării poate fi transpusa matricei secţiunilor fundamentale 
Q, sau transpusa matricei A cînd A, este o matrice unitate. (v. Problema 5, 
referitoare la condiţia ca A, să fie o matrice unitate). Tensiunile ramu- 
rilor unui arbore reprezintă o bază pentru exprimarea tuturor tensiu- 
nilor. Deoarece tensiunea unei ramuri este diferența de potenţial între 
o pereche de noduri, tensiunile ramurilor sînt tensiuni între perechi de 
noduri. Nu toate tensiunile perechilor de noduri reprezintă însă tensiu- 
nile ramurilor. Se pune problema găsirii unei mulțimi de tensiuni între 
perechi de noduri care, fără să reprezinte neapărat tensiunile ramurilor 
unui arbore să constituie totuși o bază pentru exprimarea. tuturor ten- 
siunilor. Să examinăm această problemă mai departe. 

Dacă se consideră un nod comun pentru fiecare pereche de noduri, 
atunci toate tensiunile între perechi de noduri vor reprezenta tensiunile 
nodurilor în raport cu nodul comun sau de referință. Aceste tensiuni 
se numesc tensiunile nodurilor. Deoarece fiecare latură a unui graf este 
incidentă la două noduri, tensiunea ei va fi diferenţa tensiunilor celor 
două noduri (măsurate în raport cu nodul de referinţă al cărui potenţial 
se consideră nul). Astfel, toate tensiunile unui graf se pot exprima în 
funcţie numai de tensiunile nodurilor, care sînt în număr de n. 

Cînd se scrie matricea A a unui graf, se omite unul din noduri. Dacă 
acest nod este ales ca:nod de referință pentru tensiuni, atunci matricea 
tensiunilor laturilor se poate exprima în funcţie de matricea tensiunilor 
nodurilor 


v(t) = A'v,(t) sau V(s) = A'V,(8). (64) 


Aceasta rezultă din faptul că fiecare coloană a matricei A se referă la 
o anumită latură. Elementele nenule dintr-o coloană specifică nodurile 
la care această latură este incidentă, semnul indicînd orientarea. Deci 
fiecare coloană a matricei A va reprezenta tensiunea laturii respective 
în funcţie de tensiunile nodurilor. 

Exemplul următor va ilustra acest rezultat. În fig. 2.15 se dă graful 
din fig. 2.14 cu o numerotare diferită a laturilor. Matricea A, omiţind 
nodul 5, este 


1 234 5 6 7 8 
1000 1 0 0 1 
PER | dlui. 1 0 0 
0010 0—i 1-—1 
0001 0 0-—1 0 
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şi 


1 
0 
0 
0 


> o o 


(65) 


Fig. 2.15. Tensiunile laturilor in func- 
ţie de tensiunile nodurilor. 


Fie nodul 5 nodul de referință gi fie Va Vnos Vna ȘI Vag tensiunile celor- 
lalte noduri în raport cu acest nod. Din examinarea grafului, se pot ex- 
prima tensiunile laturilor în funcție de tensiunile nodurilor astfel 


v 1 
Va 0 
Va 0 
| _ 0 
Vs i 1 
% 0 
v, 0 
Vs 1 


0 0 
1.0 
0 1 
0 0 
—1 0 
j= 
o 1 
0 —1 


0 


© — e.e >o oo 


(06) 


Matricea acestei transformări este transpusa matricei A. 
Se observă că primele 4 coloane ale matricei A formează o matrice 
unitate. Acest fapt este în concordanţă cu Problema, 5, deoarece arborele 
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format din laturile 7, 2,:3 şi 4 este un arbore stelat. De aceea tensiunile 
între perechile de noduri definite pentru arborele considerat în acest caz 
sînt aceleaşi cu tensiunile nodurilor (în raport cu nodul 5 ca nod de refe- 
rință). Pentru a înţelege şi mai clar situaţia vom alege acum nodul 4 
drept nod de referință. În acest caz nu mai există un arbore stelat cu 
nodul 4 ca nod comun. Matricea A va fi aceeaşi ca şi în relaţia (65) dar 
cu ultima linie înlocuită prin [—1 —1 —1 —1 0 0 0 0]. Pentru orice 
arbore s-ar alege, matricea A, nu va fi o matrice unitate şi relaţia (63) 
nu este aplicabilă. Totuși relaţia (64), în raport cu noile tensiuni ale nodu- 
rilor este în continuare valabilă. Propunem cititorului să verifice aceasta. 


` Relaţiile pe laturi 


„Cele două teoreme ale lui Kirchhoff reprezintă relaţii între curenţii 
şi tensiunile laturilor unei rețele, independente de natura specifică acestor 
laturi, indiferent dacă ele sînt formate din condensatoare, rezistenţe, 
surse, etc. Ele se aplică tot atit de bine pentru elementele liniare cît şi 
pentru elemente neliniare, pentru elemente cu parametrii variabili în 
timp sau pentru elemente cu parametrii constanți. Aceste relaţii repre- 
zintă constrîngeri dictate de structura topologică a reţelei. 


Totuşi, modul în care tensiunea unei laturi particulare este legată 
de curentul corespunzător depinde de elementele care formează latura 
respectivă. Există o mare varietate de posibilităţi în alegerea elementelor 
care formează o latură a reţelei. O posibilitate este să se considere fiecare 
element (rezistenţă, condensator, etc.) drept o latură. În acest caz trebuie 
să .se considere drept noduri toate punctele de legătură dintre elementele 
conectate în serie. Uneori este convenabil să se considere elementele 
conectate în serie sau elementele conectate în paralel drept o singură 
latură. În reţeaua din fig. 2.16, elementele R, și L, conectate în serie 
pot. îi considerate ca o singură latură sau ca două laturi distincte. 


Fig. 2.16. Deplasarea surselor de tensiune şi a surselor de curent. 
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O varietate similară apare și în tratarea surselor. O sursă de tensiune 
se numeşte însoțită dacă are un element pasiv conectat în serie. Similar, 
o sursă de curent se numeşte însoțită dacă are un element pasiv conectat 
în paralel. În fig. 2.16a, nici o sursă nu este însoţită. Pentru o latură 
pasivă atit curentul cit și tensiunea reprezintă mărimi necunoscute âle 
căror variaţii în timp urmează a fi determinate. În cazul unor surse, 
tensiunea, sau respectiv curentul sînt cunoscute. Din această cauză nu 
se pot face afirmaţii general valabile despre numărul de necunoscute 
în funcţie de numărul de laturi ale reţelei, dacă sursele neînsoţite sînt 
considerate drept laturi. În acest scop este recomandabil să se folosească, 
anumite echivalenţe care vor fi prezentate în cele ce urmează şi care 
permit eliminarea surselor neînsoţite. 

Fie reţeaua din fig. 2.16b. Sursa v, a fost deplasată printr-unul din 
terminalele sale în fiecare latură incidentă la acest terminal, menţinindu-se 
polaritatea şi scurt-cireuitînd poziția ei inițială. Prin aplicarea TKT 
pentru orice buclă se vede că aceste ecuaţii nu se schimbă. Dar în această 
situaţie fiecare sursă este însoțită; ea este în serie cu o latură pasivă. 
În cazul unei surge de curent, aceasta a fost deplasată astfel încît să apară 
conectată în paralel cu fiecare latură din bucla ce conţine sursa originală, 
menţținîndu-se polaritatea şi lăsînd poziţia ei inițială în gol. Prin apli- 
carea TKC pentru toate nodurile se vede că aceste ecuaţii rămin neschim- 
bate. Soluţiile pentru variabilele asociate celorlalte laturi vor fi aceleași 
în cazul noii reţele, ca şi pentru rețeaua iniţială. Ne vom referi la aceste 
două echivalențe numindu-le deplasarea tensiunilor (sau deplasarea v) şi 
respectiv, deplasarea curenților (sau deplasarea i). În urma acestor ope- 
raţii se pot obţine întotdeauna surse însoţite. Uneori este convenabil să 
se trateze toate sursele independente ca surse însoțite, alteori nu. Pentru 
scrierea ecuaţiilor pe bucle şi pe noduri este convenabil să se considere 
toate sursele însoţite; aşa se va face în acest capitol. Mai tîrziu se va 
renunţa la această presupunere atunci cînd va fi convenabil acest lucru. 

Vom începe prin a examina relaţiile tensiune-curent pentru laturi, 
separat pentru surse independente, în cazul reţelelor pasive, şi reciproce. 


Fig. 2.17. Latură care conţine o sursă de 
tensiune și o sursă de curent. 


După ce se vor stabili procedeele de bază se va trece la examinarea com- 
ponentelor active şi nereciproce. 

Structura generală a unei laturi este reprezentată în fig. 2.17 gi 
conţine atît o sursă de tensiune în serie cu un element pasiv cit şi o sursă 
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de curent în paralel cu acest ansamblu. (În fig. 2.160, de exemplu, sursa 
de curent din partea stîngă poate fi considerată în paralel cu elementele 
v, Ra Şi L, care sînt conectate în serie). Curentul corespunzător acestei 
laturi, care intervine în TKC va fi i, — i, De asemenea, tensiunea care 
apare în TKT va fi v, — v. Aşadar relaţiile (45) şi (58) se vor înlocui 
prin 


Ai(t) = Ai, (t), A(s) = AL (s) (67) 
Bv(i) = Bv,(t), BV(s) = BV (8) (68) 
Qi(t) = Qi, (t), QI(s) = QI, (s) (69) 


unde i, şi v, sint matricele coloană corespunzătoare surselor de curent 
şi de tensiune. 

Similar, transformările de la, variabilele laturilor la curenţii buclelor 
sau tensiunile nodurilor trebuie înlocuite prin următoarele 


i) —î (0 = Bi, Ke) — (0) = B'I;(8) (70) 
v(t) — vlt) = Qvid, Ves) — VA) = OV) (71)? 
v(t) — v(t) = Am(0, Vs) — V8) = A'V (8). (72) 


Deoarece sursele pot fi manipulate pe această cale independent 
de părțile pasive ale laturilor, de acum încolo ne vom concentra atenţia 
asupra componentelor pasive. Pentru aceasta vom face sursele să dis- 
pară, ceea ce se poate realiza înlocuind sursele de tensiune prin scurt- 
circuite şi sursele de curent prin circuite deschise. 

Acum putem trece la examinarea relaţiilor dintre tensiunile şi curenţii 
laturilor unui graf. La început nu vom face convenţii speciale referitoare 
la modul în care sînt numerotate laturile. Vom opera cu transformatele 
Laplace ale variabilelor şi vom introduce surse echivalente pentru a 
reprezenta condiţiile iniţiale. Impedanţa şi admitanţa laturii k se vor 
nota prin 2, respectiv y, iar matricele corespunzătoare prin Z şi Y. 


1) În această relaţie V, este tensiunea fotală de ramură a unei laturi, incluzind orice sursă 
de tensiune prezentă. Această abatere de la consistenţa strictă a notaţiilor permite scrierea mai 
compactă a ecuaţiilor de perechi de noduri care se va face ulterior — relația (96). 

O observaţie similară se va face dacă se utilizează transformarea I — I, = B/, pentru 
curenţii joncţiunilor în locul relaţiei (70) cînd se scriu ecuaţiile pe bucle. În acest caz I; se va 
considera curentul total al joncţiunii (v. și Problema P.27). 


8 — c. 854 
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“Relaţiile între mărimile aferente laturilor se vor scrie după cum 
urmează : 


Latura k Reţea 
V,(8) = zI, (8) V(s) = Z(s)I(s) i-a 
1,(8) = 9, (8) IG) = Y(8)V(8). ci 


- Natura acestor matrice poate fi ilustrată prin exemplul din fig. 2.18. 


Fig. 2.18. Exemplu ilustrativ. 


Cele două laturi inductive 1 și 2 sint cuplate magnetic. Relaţia (73) cu 
matricea impedanţă a laturilor Z scrisă detaliat poate fi scrisă după cum 
urmează : 


oo o: 0 
SDa SLr : 
RO 
V(s) = 0o R | 0 Ks) 
-O k: l 
Tarian k RR EE 
0 0 ls apa O 
„O 1/8Cg 
IL, O 
vs) =| ™ 1 |). (74) 
>D, l 


Se observă că datorită modului în care au fost numerotate laturile — 
considerînd fiecare element drept o latură separată şi luînd mai întii 
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bobinele, apoi rezistenţele şi la sfirșit condensatoarele — se poate face 
o partiție a matricei, aga cum s-a arătat, în submatrice ale căror semni- 
ficaţii sînt evidente. Matricea rezistențelor şi matricea inverselor capa- 
cităţilor sînt matrice diagonale deoarece aceste elemente nu sînt cuplate 
între ele de la o latură la alta. Nu tot aşa se petrec lucrurile cu ma- 
tricea L, datorită prezenţei cuplajelor inductive. 

Este evident că aceste proprietăţi ale submatricelor matricei impedanţă 
sint valabile în general dacă se folosește procedeul de numerotaţie descris 
mai sus. Deoarece acest sistem de numerotare este util, el va fi adoptat 
deoarece este convenabil în stabilirea proprietăților matricelor cores- 
punzătoare. Se vor ivi totuşi situaţii în care vom urmări o flexibilitate 
mai mare și vom numerota laturile într-un nod diferit. 

În cazul general, dacă fiecare element este considerat; drept o latură 
separată iar laturile inductive sînt numerotate mai întîi, apoi laturile 
rezistive şi la sfîrşit laturile capacitive, matricea impedanță şi matricea 
admitanţă a laturilor pot fi scrise după cum urmează: 


sL ia] 
O AN 
Z= p 1 şi Y = z (75) 
O 7 D, G, 
s OQO s€, 


unde R,, G,, C, şi D, sînt matrice diagonale cu G, = R;', D, = Ci iar 
T, = Lg!. (Indicele p în aceste submatrice se pune pentru a semnifica 
„parţial”). Ele se numesc matricele parțiale ale parametrilor laturilor. 
În cazul în care rețeaua conţine transformatoare perfecte, matricea L, va 
fi o matrice singulară iar I, nu există. 

Uneori este convenabil ca referindu-ne la matricele parţiale ale para- 
metrilor laturilor să le extindem pină la dimensiunile matricei Z ; astie 
vom scrie am: i 


00 0 
iai n Ba (76) 


pentru matricea rezistenţelor laturilor şi la fel pentru celelalte. Cu aceasta 
matricele impedanţă şi admitanţă a laturilor se pot scrie simplu în modul 
următor : 


Z=s+R+1D (772) 
$ 


Y= 64 ÉT. (11b) 
$ 


116 2, TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR 


Se observă că ordinul fiecărei matrice a parametrilor laturilor este 
egal cu numărul laturilor grafului. În relaţia (77) am mărit în mod con- 
venţional dimensiunile acestor matrice. Din punctul de vedere al cal: 
culului, mărirea dimensiunilor unei matrice reprezintă un dezavantaj. 
În acest caz este preferabilă utilizarea matricelor parțiale. 

Cu toate că s-a folosit un procedeu special de numerotare a laturilor 
pentru a ajunge la matricele parametrilor laturilor ca aceea din relaţia 
(76) și celelalte similare ei, aceste matrice se pot defini fără a face apel 
la, acest procedeu de numerotare. Singura diferență este aceea că ele- 
mentele nenule nu vor fi concentrate într-o singură submatrice ca în (76). 
Într-un capitol următor vom examina proprietăţile acestor matrice a 
parametrilor și vom discuta condiţiile de realizabilitate. 
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Relaţiile de bază prezentate în ultimul paragraf sint: teorema lui 
Kirchhoff pentru curenţi (TKC), teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni 
(TKT) şi relaţiile tensiune-curent pentru laturi. Pentru o reţea cu laturi 
și n + 1 noduri se pot scrie n ecuaţii independente pe baza TKC şi l—n 
ecuaţii independente pe baza TKT, deci în total 1 ecuaţii. Deoarece se 
mai pot scrie încă 1 relaţii tensiune-curent dispunem în total de 21 ecuaţii 
independente pentru cele 2} necunoscute care sînt ! curenți şi ] tensiuni. 
Totuși, soluționarea a 27 ecuaţii simultane constituie o problemă relativ 
dificilă și orice procedeu care aduce o simplificare este binevenit. 

În ultimul paragraf s-a observat că toţi curenţii laturilor pot fi de- 
terminaţi în funcţie de o submulțime de curenți mai puţin numeroasă — 
de exemplu curenţii joncţiunilor pentru un arbore sau curenţii buclelor. 
Similar, toate tensiunile laturilor pot fi determinate în funcție de o sub- 
mulţime de tensiuni mai puţin numeroasă. Vom examina acum o serie 
de procedee în care se folosesc aceste constatări pentru a soluţiona pro- 
bleme de analiză a reţelelor. Rezultatul depinde de ordinea în care sînt 
utilizate cele trei categorii de relaţii fundamentale. 


Ecuatiile pe bucle 


Dindu-se o reţea, vom aplica mai întîi TKT ajungind la relaţia (68) 
care se repetă aici (în transformate Laplace) 


BV(s) = BV,(s). (78) 


Matricea B este de dimensiuni (l — n) X l şi de rang l — n. Introducind 
în această relaţie matricea V(s) dată de relaţia (73) se obţine 


BZ(s)i(s) = BV (8). (79) 


În sfirşit, exprimăm curenţii laturilor în funcţie de alți 1 — n curenţi 
care pot fi curenţii buclelor sau curenții joncţiunilor unui arbore — dacă 
B este matricea buclelor fundamentale pentru arborele respectiv. Pre- 
supunem că folosim curenţii buclelor, adică utilizăm expresiile curenților 
1(s) daţi de transformarea pe bucle din relația (10). Se obţine 


(BZ(6)B)I(5) = BA, — Ziji) (80a) 
sau 
Zal )in (8) F: E(s) (80b) 


unde s-au folosit notațiile 


E = B (V, — ZI,) 


Z„(s) = BZ(8s)B'. (81) 


Ecuația matriceală (80) reprezintă un sistem de [ — n ecuaţii, numite 
ecuațiile pe bucle, cu | — n necunoscute reprezentind curenţii buclelor. 
Matricea. coeficienţilor Z„(s) se numește matricea impedanţă a buclelor, 
şi nu trebuie confundată cu matricea impedanță a ramurilor Z. Pentru 
o reţea pasivă și reciprocă, matricea, Z este simetrică. În acest caz (v. Pro- 
blema 1.15) matricea Z, este și ea simetrică. 

Matricea impedanţă a buclelor poate fi scrisă explicit în funcţie 
de matricele parametrilor ramurilor introducînd relaţia: (77) în relaţia (81). 
Astfel 


Z, = BZB' = sL„ +R, + £ D, (82) 
unde 
L, = BLB’ (83a) 
R, = BRB’ (83b) 
D, = BDB' (83c) 


sint matricele parametrilor buclelor. 
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Spre a ilustra relaţia (80) considerăm reţeaua din fig. 2.18 pentru 
care matricea impedanței ramurilor a fost dată în relația (74). Graful 
său este redesenat în fig. 2.19 spre a pune în evidenţă alegerea buclelor. 
Acesta este un graf planar și probabil cel mai simplu ar fi fost să se 


Fig. 2.19. Exemplu de rețea pentru scrierea 
ecuaţiilor pe bucle. i 


aleagă drept bucle chiar ochiurile. Totuși, în scop ilustrativ s-a ales 
alt sistem de bucle. În acest caz matricea B este : 


1 2 3 45 6 7 8 


1| 000 11 1 0 0 
> | 11100 0 0 -— 
mi 1 11-10 0 0 0 
+ | —100 00 —1 —1 0 


Atunci matricea, impedanță a buclelor devine 


Sa si 01 11 
Ln la 0110 
R, 011.0 
rm O a oa o 
000 11 100 4 
> 11100 0 0-1 Rs kA 0 
w>] 11210000 O A 1 o 021 
sc; 

—1 0 0 00—1-—1 0 A 
ve 0 0 0—1 

sC, 

1 
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"T R, +R;X — 1) 
'6 
0 T Să „Ma AARE A Pe ANR RL 
Ze = sls 
— R, s (Lu F Lr + La + La) + Ra 
1 
=— —s (Lu + L 
sc, (În 12) 
1 
—R S 
i SCs 
s(Lu + Liz + La + La) + Ra — S(La + La) 
s(Lu + Dia + La + Lo) + Ra + Ri = E + = 
E Abu + La) SLy + A + u 


Corelind această matrice cu graful observăm că elementele matricei 
impedanță a buclelor pot fi interpretate în următoarea manieră directă. 
Fiecare element de pe diagonala principală este suma impedanțelor ramu- 
rilor pe bucla corespunzătoare, ținînd cont şi de impedanțele de cuplaj 
mutual cu alte bucle. 

Fiecare element care nu aparține diagonalei principale este plus 
sau minus impedanța ramurilor comune între două bucle; semnul este 
pozitiv dacă curenții buclelor au acelaşi sens în ramura comună și negativ 
dacă au sensuri opuse. Se poate verifica matricea impedanță a buclelor 
din exemplu, utilizînd această interpretare. 

O interpretare similară se aplică pentru matricele parametrilor 
buclelor L,, R,, și Dn. Astfel din matricea Z, putem scrie matricea rezis- 
tenţelor buelelor astfel 


R+R 0 -R 0 

0 R R 0 

| | -R R, R+R 0 
i 0 o o o 


„ii 
Din:reţea observăm că elementele eee a principale în această matrice 
sint rezistenţele totale pe conturul buclelor corespunzătoare ; elementele 
care nu aparțin diagonalei principale sînt rezistenţele comune buclelor 


m 
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respective, cu plus sau minus ; plus dacă orientarea buclelor este aceeași 
prin rezistenţa comună, minus dacă buclele sînt orientate în sens opus. 
Matricele surselor vor fi 


0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
V, = V, şi i, = 0 
0 0 
0 19 
0 0 


Astfel ZI, are un element nenul numai în linia a şaptea și valoarea acestuia 
este — I,/ec,. În acest caz partea dreaptă a relaţiei (80) devine 


0 
0 
000 11 1 0 
, 111 00 0 șI 0 
E = B(V, — ZĘ) = , 
111—10 0 0 0 Vo 
—1 00 00—1—1 0 0 
— 19/8043 
0 


v, 

0 

f o 
IolsC; 


Cantitatea I,/sC, este tensiunea Thévenin echivalentă corespunzătoare 
sursei de curent în paralel cu C,. Astfel matricea E reprezintă vectorul 
surselor echivalente de tensiuni pe bucle, ale cărui elemente sint sumele 
algebrice ale surselor de tensiune (inclusiv tensiunile Thévenin echivalente 
corespunzătoare surselor de curent) pe conturul fiecărei bucle, sensul 
tensiunilor fiind astfel ales încît să fie opus sensului buclei. 
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Obţinind ecuaţiile pe bucle în forma 
Zain =E (84) 
se determină soluția 
In = ZE (83) 


ceea ce este de fapt o soluţie simbolică, în formă matriceală. Calculul 
elementelor matricei I„ cere un volum considerabil de muncă. Amînăm 
pentru capitolul următor tratarea acestei probleme. 

În legătură cu discuţia precedentă asupra ecuaţiilor pe bucle trebuie 
să notăm că, în ultimul dintre exemplele considerate putem scrie uşor 
forma finală a ecuaţiilor pe bucle, dacă folosim o simplă tratare scalară. 
Astfel, putem scrie matricea impedanță a buclelor Z,, şi matricea surselor 
echivalente E printr-o examinare directă a reţelei, odată ce s-au ales 
buclele. Introducerea tratării matriceale pare mai complicată decit e 
necesar. În acest sens se pot face trei observaţii. În primul rînd, tratarea, 
despre care am vorbit mai sus n-ar fi utilă în determinarea ecua- 
ţiilor pe bucle pentru reţele cu o matrice B de rang mic. Procedeul general 
începe să fie preferabil în cazul reţelelor caracterizate prin matrice B 
de dimensiuni mari — de ordinul a zeci de linii. În al doilea rind, tratarea 
folosind considerente topologice se pretează la programarea pe calculator, 
ceea ce o face și mai valoroasă. În sfirșit, forma finală constituie o 
„teoremă de existență” ; ea este o verificare că pentru orice reţea se pot 
scrie ecuaţiile pe bucle. 


2.4.2. Ecuatiile pe noduri 


Scriind ecuaţiile pe bucle, relaţiile tensiune-curent ale laturilor s-au 
introdus în ecuaţiile obținute pe baza TKT, după care s-a utilizat trans- 
formarea pe bucle pentru a se trece la variabile reprezentind curenţii 
buelelor. Acum, dîndu-se o reţea se vor scrie mai întîi ecuaţiile ce rezultă 
din TCK, ajungindu-se la relaţia (67) care se repetă aici 


AI(s) = AL/(s). (86) 
În această expresie se substituie relaţiile (73) şi se obţine 
AY(s) V(s) = AI (8). (87) 


În sfirşit se exprimă tensiunile laturilor în funcţie de tensiunile nodu- 
rilor prin transformarea pe noduri dată de relația (72). Rezultatul este 


AY (s) A'V,(8) = A{l,(s) — YV,(8)} (88a) 
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sau 
YV„(s) = d(s) (88 b) 


unde s-a notat prin J matricea A(I, — YV,) şi unde 
Y„(5) = As) A’. (89) 


Relaţia (88b) este o ecuaţie matriceală care reprezintă un sistem de + 
ecuaţii, nuinite ecuațiile pe noduri cu n necunoscute reprezentind tensi- 
unile nodurilor . Matricea coeficienţilor Y,(8) se numește matricea admitanţă 
a nodurilor, 

De această dată matricea J este matricea echivalentă a surselor de 
curent aplicate pe noduri, avind drept elemente sumele algebrice ale 
curenților (incluzînd curenţii Norton echivalenți surselor de tensiune) 
incidenţi în nodurile respective cu sensul pozitiv astfel ales încât să 
intre în nod. 

Matricea admitanţă a nodurilor poate fi scrisă explicit în funcţie 
de matricele parametrilor laturilor, introducînd relaţia (77) în relația tal) 
Rezultatul va fi 


Ys) = AY(S)A = sC, + G, + k P, (90) 
unde 
C = ACA' (91a) 
G, = AGA’ (91b) 
T, = ATA’ (91c) 


sînt matricele parametrilor nodurilor. 
Pentru sistemul de ecuaţii pe noduri scris sub forma 


Y„(3) V„(s) = Its) (92) 
se poate obţine cu uşurinţă soluţia: 
Vas) = Yz? (5). (93) 


Aceasta este din nou o soluție scrisă sub formă simbolică. În capitolul 
următor vom examina detaliile referitoare la această soluție. 
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Să ilustrăm utilizarea ecuaţiilor pe noduri pe exemplul reţelei din 
fig. 2.18 care s-a redesenat în fig. 2.20. Se alege nodul 5 ca nod de 
referință astfel încît el se omite atunci cînd se scrie matricea A. 


Fig. 2.20. Exemplu de rețea pentru scrierea 
ecuaţiilor pe noduri. 


0 000 —1 1-10 
A 1 001 0—li 0 1 
loa 100 00 10 
0—1 1 0 0 0 00 
iar matricea admitanță a laturilor va fi 
In _ In 
sA sA 
Dan Ln 
så så O 
is Ga 
G, 
G; 
O sls 
sC; 


SCs 
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unde A = Ly Las — Ly Da. Atunci 


Y, ,=AYA' = 
G; +8s(Ce +03) — 8C —s$0, 0 
L (La + Dio) L 
—sC —210,+3(06+0, — A = 
6 sA 4 ( 6 8) sA sA 
Cso, atin) IytIntĀIntDe o, ala) |, 
så så sA 
0 Ža _ (ut La) Img 
sA så så ’ 
Matricele surselor V, și I, sint aceleaşi ca și mai înainte. Obţinem deci 
G; Vo — Io 
I = A, — YV) = 
0 
0 


Mărimea G,V, reprezintă curentul Norton echivalent al sursei de 
tensiune în serie cu G,. Aşadar J este matricea echivalentă a surselor 
de curent avind drept elemente sumele algebrice ale surselor de curent 
(incluzînd curenții Norton echivalenți ai surselor însoțite) incidente în 
nodul respectiv cu sensul pozitiv intrîind în nod. 

Ca şi în cazul ecuațiilor pe bucle, ecuațiile pe noduri pot fi scrise 
direct prin examinarea rețelei, pentru rețelele fără cuplaje mutuale. 
Elementele matricei admitanță a nodurilor se pot obține după cum urmează. 
Fiecare element de pe diagonala principală este suma admitanțelor latu- 
rilor incidente în nodul respectiv. Fiecare element care nu aparține diago- 
nalei principale este admitanța cu semn schimbat dintre cele două noduri. 
În acest caz toate elementele care nu aparțin diagonalei principale sînt 
negative, spre deosebire de cazul impedanței buclelor, deoarece tensiunea 
unei laturi este întotdeauna diferenţa tensiunilor celor două noduri, 
iar tensiunile nodurilor sînt considerate pozitive în raport cu nodul de 
referință. 

O interpretare similară se aplică matricelor parametrilor nodurilor 
Ca G, și [,. Să scriem, de exemplu, matricea capacităţilor nodurilor. 
Din figură se observă că apar două capacităţi C, şi C, incidente la nodul 1, 
C, fiind conectată între nodurile 7 și 2, iar C, fiind conectată între 
nodurile 7 și 3. Rezultă că termenul de pe diagonala principală de pe 
prima linie a matricei C, va fi Ce + 0,, iar ceilalţi trei termeni vor fi 
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respectiv — Ce, — C; şi 0. Continuind pe aceeaşi cale se găseşte C,, 
care este 


+O -Q -0 0 
-|70 rd 0 o 
— 6, 0 0, 0 

0 0 0 0 


Acest rezultat este in concordanţă cu expresia obţinută anterior pentru 
matricea Y, . 


Ecuațiile pe perechi de noduri 


Variabilele în raport; cu care se scriu ecuaţiile pe noduri reprezintă 
tensiunile nodurilor în raport cu un nod de referință. Aceste variabile 
formează o bază pentru variabilele laturilor. S-a arătat anterior că ten- 
siunile ramurilor pentru un arbore constituie o altă bază pentru tensiunile 
pe laturi. De aceea ne putem aștepta la existenţa unui alt sistem de ecuaţii, 
similar ecuaţiilor pe noduri, dar cu tensiunile ramurilor unui arbore drept 
variabile; această posibilitate este ilustrată in cele ce urmează. 

Dindu-se o reţea, se selectează mai întii un arbore și aplicind TKC 
pentru mulțimea secţiunilor fundamentale ajungen: la relația (69), care 
este repetată aici 


QI(s) = Q1,(s). (94) 


Matricea Q este de dimensiuni n X şi de rang n (Indicele f este omis 
pentru simplificare). În această expresie vom introduce apoi relaţiile 
pe ramuri date în expresia (73) obţinind 


QY(s) Vis) = QL (s) . (95) 


În sfirşit, exprimăm tensiunile pe laturi în funcție de tensiunile pe ramuri 
prin transformarea corespunzătoare dată de relaţia (71). Rezultă, 


QY(5)0V,(5) = Q {1I, —Y(s)t,) (96a) 


sau 
Ys) Vs) = de (96b) 


unde J, este exprimarea prescurtată pentru Q[I, — Y(s)V,] şi 


Yi(s) = QY (s) Q’. (97) 
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Reţinem că această expresie este cu totul similară ecuaţiilor pe 
noduri date în relaţia (88); diferenţa constă în înlocuirea matricei de inci- 
dență A prin matricea secțiunilor fundamentale Q, iar variabilele de aici 
nu sînt tensiunile nodurilor ci tensiunile între perechi de noduri. Vom 
denumi aceste ecuaţii ecuațiile pe perechi de noduri. 

Matricea, coeficienţilor din ecuațiile pe perechi de noduri Y,(s) se 
numește matricea admitanță pe perechi de noduri; ea se poate explicita 
în funcţie de parametrii laturilor substituindu-se relaţia (77). Rezultatul 
va fi 


Ys) = 0Y(5) V = sC, + G, + L T, (98) 
unde 
(, = QcQ' (99a) 
G, = 06C (99b) 
T, = QrQ (99e) 


sînt matricele parametrilor între perechi de noduri. 

Pentru a ilustra scrierea ecuațiilor pe perechi de noduri se va utiliza 
acelaşi exemplu ca și pentru ecuațiile pe bucle şi ecuațiile pe noduri 
(fig. 2.18), cu excepția faptului că aici nu mąi apar cuplaje mutuale 
între laturile 1 şi 2. Reţeaua şi graful corespunzător sint date în fig. 2.21. 


~ 


S-a ales arborele format din laturile 3, 4 și 7 care este figurat cu linii 


Pa 
Secliunea 1 


Fig. 2.21. Exemplu de reţea pentru scrierea ecuațiilor pe perechi 
de noduri. 
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îngroșate. Laturile din fiecare mulțime de secţiuni precum și matricea 
secţiunilor fundamentale sînt următoarele : 


mulţimea 


1: {3,2 3 [0-1100 000] 
apepiunilot -a e i 68) +a oozo-ova, 

3: {5,1,269 5 | 1—100 1—-100 

4: {7,1,2} 7|- 1000 010 


Ordinea coloanelor este aceeaşi ca şi a numerotării inițiale a laturilor 
şi nu ordinea pentru care se poate face o partiție a matricei Q de forma 
[U Q,]. S-a procedat astfel deoarece matricea admitanţă a laturilor 
a fost scrisă în această ordine cind s-au scris ecuaţiile pe noduri. În 
legătură cu matricea admitanţei laturilor se remarcă că termenul L,,/A 
s-a înlocuit prin 1/L, iar D/A prin 1/L,; de asemenea elementele care 
nu sînt pe diagonala principală sînt nule deoarece aici nu există cuplaje 
mutuale. În aceste condiţii ecuaţiile pe perechi de noduri sint : 


1 1 1 E 
dp o 2a es i o 
itip Ly Le i 
1 A 1 1 
v A pda a0, +C) Date A Y, o 
QYov= i ! = 
E ac, 6, +- pac -5+5 n| l-er 
Is ©: L ' TLs Ly ° Me Lp a ai 
1 1 1 1 
si eN -[{44 4) g+ ri ui, I 
Le La m ema» j 


Observăm din nou că se poate da o interpretare simplă pentru matricea 
admitanță a mulțimii secțiunilor. Examinînd rețeaua din fig. 2.21, obser- 
văm, de exemplu, că sC, + 1/L,s + 1/L,$, care reprezintă elementul 
de pe linia a 4-a și coloana a 4-a din Y, este suma admitanțelor latu- 
rilor în mulțimea secțiunilor 4. Interpretări similare se pot da şi celorlalte 
elemente de pe diagonala principală. Observăm de asemenea că unii 
termeni, care nu sînt plasați de diagonala principală apar cu semne plus, 
iar alții cu semne minus; de exemplu, elementul din linia 1 și coloana 
a 3-a din matricea Y, este 1/L,s. Acesta este admitanţa laturii comune 
mulţimii secţiunilor 7 și 3. Orientarea acestei laturi comune este aceeaşi 
în raport cu ambele mulţimi de secţiuni de aceea termenul fen pentir. este 
pozitiv. 
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Ca o regulă generală, elementele matricei admitanţă a secţiunilor 
au următoarele interpretări. Fiecare element de pe diagonala principală este 
suma admitanţelor laturilor care fac parte din mulțimea respectivă de 
secţiuni. Fiecare element care nu este pe diagonala principală reprezintă 
admitanţa laturii comune la două mulţimi de secțiuni, semnul său fiind 
plus dacă orientarea laturii este aceeași în raport cu cele două mulțimi 
de secţiuni şi minus dacă nu este aceeași. Se propune cititorului să verifice 
această regulă pentru matricea Y, dată în exemplul anterior. 

În ceea ce priveşte sursele, matricea Q(1, — YV,) reprezintă matricea 
surselor de curent a mulțimii sectiunilor, ale cărei elemente sînt sumele 
algebrice ale surselor de curent (incluzind curentul Norton echivalent 
al surselor de tensiune) care intervin în mulțimea respectivă de secţiuni. 


2.5. DUALITATEA 


Există un paralelism strîns între sistemele de ecuaţii pe bucle şi 
sistemele de ecuaţii pe noduri. Această observaţie ridică următoarea 
problemă interesantă: se pot găsi două rețele astfel încît, cu excepţia 
simbolurilor, ecuaţiile pe bucle pentru o reţea să fie aceleaşi cu ecuaţiile 
pe noduri pentru cealaltă? Cu alte cuvinte, ecuaţiile pe bucle pentru o 
rețea pot să devină ecuaţiile pe noduri pentru alta, dacă schimbăm între 
ele simbolurile v şi î? Pentru a răspunde la această problemă se observă 
că ecuaţiile pe bucle se obţin atunci cînd relaţiile tensiune-curent pe 
laturi se introduc în TKT și se folosesc TKC (sub forma transformării 
pe bucle). Pe de altă parte, se obțin ecuaţiile pe noduri atunci cînd se 
inversează ordinea acestor operaţii; adică, relaţiile tensiune-curent se 
introduc în TKC şi apoi se aplică TKT (sub forma transformării pe 
noduri). Pe această bază observăm că se poate da un răspuns afirmativ 
la problema ridicată anterior, dacă există două reţele N, și N, care să 
satisfacă următoarele condiţii : 

1. ecuaţiile obţinute din TKC pentru N, să reprezinte ecuaţiile cores- 
punzătoare TKT pentru N, înlocuind ¿; prin v; pentru orice ş. 

2. expresia, tensiunii unei laturi v; pentru N,, în funcţie de curentul 
laturii å să devină expresia curentului laturii ¿, pentru N,, în funcţie de 
tensiunea laturii v;, prin permutarea lui ¿; și v,. Dacă aceste condiţii 
sint satisfăcute se spune că N, este duală lui N,. De fapt este ușor 
de observat că dacă N, şi N, se permută, condiţiile de mai sus vor fi 
satisfăcute (dacă ele erau satisfăcute iniţial). De aceea N, este de asemenea 
duală lui N,. Dualitatea este o proprietate mutuală; N, și N, sînt 
retele duale. 
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În formă matriceală condiția 1 poate fi stabilită după cum urmează. 
Fie 1, = [a;;] matricea de incidență a lui N,. Atunci 


A =B, (100) 


unde B, este matricea buclelor pentru N,. Evident, numărul de laturi 
ul celor două rețele trebuie să fie același şi atunci rangul matricei A, 
trebuie să fie egal cu rangul matricei B}. Astfel 


m = la — ha (101b) 


unde l, şi l, se referă la numărul de laturi: n, + 1 şi n + 1 se referă 
la numărul de noduri al celor două reţele, respectiv. 

Aceste relaţii constituie condiţii de structură ale celor două reţele. 
Mai intii, trebuie să existe o corespondenţă între laturile celor două 
rețele, definită prin ordonarea coloanelor matricelor A, și B, astfel încît 
să fie satisfăcută relaţia (100). În al doilea rînd trebuie să existe o cores- 
pondenţă între nodurile lui N, (liniile matricei A,) și buclele lui A, 
(liniile matricei B,). 

Două structuri care satisfac relaţia (100) sint numite grafuri duale. 
Nu vom dezvolta uici proprietăţile abstracte ale grafurilor duale; vom 
stabili citeva consecinţe ale acestor proprietăţi 1). 

Consecința de bază este că o reţea va admite o structură geometrică 
duală dacă și numai dacă va fi planară. Dacă două reţele planare pot fi 
suprapuse astfel că fiecare nod al reţelei N,, în afară de unul să fie situat în 
interiorul unui ochi al rețelei M, şi sensurile laturilor aflate în corespondență 
sint orientate convenabil, atunci o linie a matricei A, şi linia corespun- 
zătoare ei in matricea B, vor fi identice. O asemenea buclă și nod sint 
redate în fig. 2.22. Laturile și buclele lui N, sint notate cu „prim”. 


1 r 
Bucio 1' e 57 


3 9 


Fig, 2.22. O buclă și nodul dual. 


1) Pentru o prezentare mai detaliată se pot consulla: H. Whitney. „„Nonseparable and 
Pianar Graphs”, Trans. Amer. Malh. Soc.. vol. 34, No. 2, pp. 339—362, 1932, și ©. Kura- 
towski, „Sur le problème des courbes gauches en topologie”, Fundamenta Mathematicae, vol. 
15. p. 271—283, 1930. 
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Nodul 7 în N, corespunde buclei /' în N,. Cititorul poate verifica că 
ecuaţiile TKC pentru nodul 7 au aceeaşi coeficienţi ca şi ecuaţiile TKT 
pentru bucla 7’. Coeficientul curentului î, în ecuaţiile TKC pentru nodul 2 
este +1. 

Pentru ca în ecuaţia TKT pe bucla 2' coeficientul tensiunii v, 
să fie acelaşi și anume + 1, bucla 2' trebuie să fie orientată așa cum 
se arată în fig. 2.22. Urmărind întregul graf, se poate arăta în același 
mod că buclele trebuie să fie orientate în același sens (toate în sensul 


—0— —0— 


vglt) = vatt) iglt) = iglt) 
+n 3 
vít) = Rilt) i(t) = G v(t) 
ENNA + 
vít) = L hjdt ilt) = C dvjdt 


é + ot 
t t 
ve) = $f ilda + vro) iti | vide + il+) 
¿fi tf 


Fig. 2.23. Laturi duale. 


acelor de ceasornic, dacă laturile sînt orientate ca în figură, sau toate 
în sens invers acelor de ceasornic, dacă laturile sînt orientate invers). 

Dacă se aleg ochiurile unui graf planar pentru a scrie ecuațiile pe 
baza TKT şi toate buclele sînt orientate în același sens, atunci termenii 
care nu sint plasați pe diagonala principală în ecuațiile pe bucle vor fi 
cu toții precedați de semnul minus, aşa cum trebuie să fie în ecuațiile 
pe noduri. 

A doua condiție de dualitate se referă la relația dintre laturi. În 
fig. 2.23 sînt reprezentate perechi de laturi duale, din punctul de vedere 
al relațiilor tensiune-curent. Pentru inductanțele mutuale nu există 
relații de dualitate. Prin definiție, numai rețele planare fără inductanțe 
mutuale admit rețele duale. 

Dindu-se o rețea, fie acesta N,, construirea rețelei duale se face după 
cum urmează, În interiorul fiecărui ochi al lui N, se plasează cite un 
nod al rețelei duale N,. Un nod adițional, care va reprezenta nodul de 
referință se plasează în exteriorul lui N,. Se unesc nodurile rețelei duale 
prin laturi care traversează fiecare latură a lui M, comună ochiurilor 
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lui N, în care se găsesc cele două noduri ale lui N, !). În sfirșit, orientarea 
laturilor lui N, se alege astfel încît matricea ecuațiilor obținute pe baza 
TKT pentru N, (cu toate buclele orientate la fel) să fie aceeași cu 
matricea ecuațiilor obținute pe baza TKC pentru N,. Deoarece cele două 
rețele sînt reciproc duale, matricea admitanță a nodurilor pentru o rețea 
este egală cu matricea impedanță a buclelor pentru cealaltă și reciproc; 
astfel 


Ya = Zaz (102a) 


(102b) 


Ca Cy 
tg R; (3 l3 (J 
d 


Graf, Gela 


Fig. 2.241. Construirea unei reţele duale. 


Deoarece aceste matrice sînt egale, determinanții și cofactorii lor sint 
de asemenea egali. 

Se consideră ca exemplu rețeaua din fig. 2.24. 

Se plasează cîte un nod în interiorul fiecărui ochi şi un nod supli- 
mentar în exterior, așa cum se arată în fig. 2.24, a. În fig. 2.24 b s-au 
reprezentat prin linii întrerupte laturile reţelei duale, care intersectează 
fiecare latură a lui N,. În sfirşit, reţeaua duală este dată în fig. 2.24 e. 
Se propune cititorului să verifice relaţiile (100) şi (102) pentru aceste 
exemple. 


1) În acest proces este convenabil să se considere sursele drept laturi separate, in scopul 
construirii reţelei duale. 
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2.6. REȚELELE (CIRCUITELE) NERECIPROCE ȘI ACTIVE 


Matricele coeficienţilor ecuaţiilor pe bucle și ecuaţiilor pe noduri 
sint, respectiv, BZB’ și AYA’. Posibilitatea analizei reţelei pe baza ecuaţiilor 
pe ochiuri sau a ecuaţiilor pe noduri, în această formă generală depinde 
deci de existenţa matricei impedanţă a laturilor Z sau matricei admitanţă 
a nodurilor Y. Pentru reţelele pasive şi reciproce cu care am avut de-a face 
pînă acum, aceste matrice există. (Această afirmaţie trebuie corectată 
în cazul transformatoarelor perfecte, pentru care matricea Y nu există.) 

Acum vom considera reţele care conţin dispozitive active și/sau nere- 
ciproce, împreună cu elemente pasive avind mai mult de două borne 
terminale. În tabelul 2.1 se arată aceste componente împreună cu repre- 
zentările lor simbolice. 


Sînt două aspecte care trebuie considerate, în legătură cu aceste două ti- 
puri de componente. Primul aspect se referă la modul în care aceste compo- 
nente trebuie să fie reprezentate prin grafuri. Acesta va influenţa numărul 
ecuaţiilor ce rezultă din TKC și TKT și deci matricele A şi B. Al doilea 
aspect se referă la modul în care trebuie reprezentate laturile pentru 
a se putea face analiza pe bucle sau pe noduri. Vom examina mai întii 
primul aspect, adică grafurile acestor componente. 

Fiecare din componentele ilustrate în tabelul 2.1 are patru borne 
terminale. Totuşi, terminalele se consideră totdeauna în perechi, astfel 
încît e mai potrivit să se considere că ele au două perechi de terminale. 
Se poate, desigur, să se conecteze împreună cîte un terminal din fiecare 
pereche, fără a modifica astfel relaţiile tensiune-curent ale componentelor. 
În felul acesta fiecare dispozitiv poate fi considerat ca avind trei terminale. 
Comportarea fiecărui dispozitiv din tabel este caracterizată prin două 
relaţii între două perechi de variabile — doi curenţi și două tensiuni. 
Acesta reprezintă un caz particular al unei situaţii generale şi anume, 
comportarea unui dispozitiv cu » terminale poate fi complet caracterizată 
prin n — 1 relaţii dintre n — 1 perechi de variabile, reprezentind tensiuni 
sau curenţi. (Această condiţie este de fapt un postulat şi nu se demon- 
strează). 

Pentru un dispozitiv cu o singură pereche de terminale caracterizat 
printr-o tensiune şi un curent, graful corespunzător este format dintr-o 
singură latură. Dispozitivele din tabelul 2.1 au cite două perechi de termi- 
nale şi cîte două tensiuni și doi curenţi, grafurile lor se vor reprezenta 
prin cite două laturi între perechile de terminale, așa cum se arată în 
fig. 2.25. Dacă se leagă împreună cite un terminal din fiecare pereche, 
laturile din graful respectiv vor avea un nod comun. 


Cele de mai sus sînt valabile pentru dispozitive cu trei și respectiv 
patru terminale. Dar unele dintre dispozitivele din tabelul 2.1 prezintă 
anumite degenerescenţe, ceea ce rezultă din numărul de zerouri care 
apar în ecuaţiile respective. Pentru sursele controlate, perechea de termi- 
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Tabelul 2.1], 


Dispozitivul ‘£ simbol o: Jicuaţiile , Tipul Ares Grata 


Sursă de curent i -: | ` Admitanțe 
controlată prin |! F7 $ J|- | M $ | 
tensiune © w Ia" 90 ! 112 

` k 

Sursă de tensiune ; + n . Impedanțe ! 
controlată prin v | J- AN ji: i Ț7 F 
curent : it = 3 Fa 0 


| 
i 
l 
1 
le ea i i | An 
Sursă de tensiune Dogo => | ; Parametri ' 
controlată prin! w n | B „hibrizi g | [7 f2 
tensiune azi i Pam i | 

| o] fo ogri i 

i a 3 i Parametri | 1 

| 2 
| i an0 JLo hibrizi h 


1 
S ` y= a 
Sursă de curent ! 
controlată prin ìi esi 
curent | 


l 
Girator Í 0 Fr 
! : Impedanţe 
i d i 
i at = i 1 j2 
Im bă sau i sau 
| = = | i 0 +g][u, i 
i = 1 Admilanţe 
| Lil po ol! | 
| i l 
| j n l 2 : Parametri | 
EI : i „hibrizi h «+ 
Convertor de a e d v. +1 Ojo. 
imitanţă | = _ ; $ i ; p | 1 
acuativă Ea i sau sau i 
| +1 , Parametri | 
aik ojla] i Priza! 
| J | 
i l i ; Parametri | 
liem ea i! E l hibrizi h | 
Transformator i 3 Te | | 
ideal r n | : 1) 
= 1 


, i data ul, ' Parametri | 
: lin „hibrizi g | 
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nale de intrare se găseşte în gol sau în scurtcircuit. Ele vor accepta 
tensiuni arbitrare și curent zero, sau curenţi arbitrari şi tensiune zero. 
Aceasta, corespunde la o linie de zerouri în relaţiile tensiune-curent, ceea ce 
înseamnă că nu există decît cîte o singură reprezentare pentru fiecare 
tip de dispozitiv. Pentru a scrie ecuaţiile pe bucle (noduri) este necesară 
totuși reprezentarea prin impedanţe (admitanţe). Dacă trebuie scrise 
ecuaţiile pe bucle (noduri) pentru reţele care conţin astfel de dispozitive 
se vor face anumite transformări prealabile. 


bd 


Fig. 2.25. Diporți şi grafele corespunzătoare. 


Cele arătate mai sus sînt ilustrate în exemplul care urmează. Sub- 
rețeaua din fig. 2.26 conține o sursă controlată. Graful conține două 
laturi (figurate cu linii îngroșate) corespunzătoare sursei controlate. 
Latura 3 a grafului nu are un corespondent fizic în rețea; ea corespunde 
unui circuit deschis. Totuși, tensiunea acestei laturi, +, este diferită de 
zero; și, deoarece ea apare explicit în ecuaţiile pe laturi, nu poate fi 
neglijată. Dar se observă că tensiunea v, poate fi exprimată în funcție 
de alte tensiuni ; în acest exemplu v, = tı — va. Deci, dacă această relaţie 
e substituită lui v, în relaţiile pe laturi nici v, şi nici 5, nu vor mai apare. 
În consecință, latura 3 poate fi eliminată din graf. Aşadar, sursa contro- 
lată e reprezentată acum printr-o singură latură (latura 4 din graf) 
şi ecuaţia corespunzătoare ei devine 


în = 9m Va = Im Vi — Ym V2- (103) 


E 


Acest exemplu se referă numai la unul dintre dispozitivele ce figurează 
în tabelul 2.1. Deoarece fiecare dintre ele are o reprezentare diferită 
vor apare diferențe specifice în tratarea lor. Din acest metiv în cele ce 
urmează se vor examina sistematic reprezentările prin impedanțe şi/sau 
admitanțe pentru fiecare dintre ele. 

Se consideră mai întîi un girator, care poate fi reprezentat fie prin 
impedanţe, fie prin admitanţe. Așadar, nu sînt necesare măsuri speciale 


sau 
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pentru a face analiza pe bucle sau pe noduri. Cu titlu de exemplu se 
consideră reţeaua din fig. 2.27 care conţine un girator. Graful corespun- 
zător giratorului va avea două laturi reprezentate prin linii îngroșate. 


Fig. 2.26. Subreţea cu o sursă de curent controlată prin tensiune. 


R t p 2 fa 1 
— . 


Fig. 2.27. Reţea cu girator (a) şi graful respectiv (b). 


Matricea impedanță a laturilor pentru întreaga rețea inclusiv giratorul 
se scrie cu uşurinţă. 

Pentru numerotarea laturilor și buclelor dată pe figură, matricea 
impedanţă a laturilor este 


0 —r0 000 0 
r o 0000 0 
o 0 R000 0 
Z=ļl0 0 0R 0 0 0 
o0 0 0RO 0 
00 000R 0 
0 0 0 0 0 0 1/80 
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iar matricea buclelor 
1 0 —1 0 0 0 1 
B=| 0 —l 0 1 1 0 0j. 
0 0 0 0 —i 1 —l 


Rezultă că matricea impedanță a buclelor este 


R, + 1/80; —r — 1/80, 
Z„ = BZB' = —r R, + R; — R; N 
— 1/sC; —R OR R +10 


(Se propune cititorului să verifice aceste relaţii). Se observă că prezența 
giratorului face ca matricele Z şi Z, să devină nesimetrice. 

Întrucît giratorul admite şi o reprezentare prin admitanţe se pot 
scrie cu uşurinţă și ecuaţiile pe noduri. Alegind nodul 5 ca nod de referinţă 
se obţine matricea, de incidență 


1 0 1 0 0 


© 

j 

> 

m 

- © 
© = O Cc 
=. © © o 


—1 —1i 0 0 —l 
şi matricea admitanță a laturilor 
0 yg 


G; O 
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Rezultă că matricea admitanţă a nodurilor este 


G; g 0 =I 
— G -G 
E E | SP re f 3 
g =I — 6; G; + sc, 


(Se propune cititorului să verifice aceste relaţii.) Se observă că prezența 
givatorului face ca, matricele Y și Y, să devină nesimetrice. 

Prezența giratorului nu implică deci nici un fel de precauţii în scrierea 
ecuaţiilor pe bucle sau pe noduri. 

Vom examina acum o sursă de curent controlată prin tensiune. 
O astfel de sursă apare în fig. 2.26. S-a arătat că latura din graf cores- 
punzătoare intrării acestui dispozitiv poate fi eliminată atunci cind 
tensiunea de comandă se exprimă în funcţie de tensiunile celorlalte laturi. 
Dispozitivul este atunci reprezentat printr-o singură latură şi matricea 
admitanță a laturilor se serie uşor, permiţind analiza reţelei pe noduri. 

Dacă se cere însă o analiză pe bucle apare o problemă. Ecuațiile 
pe bucle implică reprezentări prin impedanţe ale componentelor. Pentru 
reţeaua din fig. 2.26 trebuie găsită o expresie a tensiunii v, în funcţie 
de curenţi. Dar v, nu apare explicit în relația (103), care este relaţia, 
corespunzătoare pe laturi, ceea ce conduce la un impas. Totuşi se poate 
găsi un remediu, dacă latura 4' din fig. 2.26, împreună cu latura 4 se 
leagă in paralel într-o singură latură. Dacă i, este curentul laturii care 
rezultă, atunci ecuaţia (103) se înlocuieşte prin 


În = In V — In Va T Gay (104) 


Acum se poate explicita v,, după ce fiecare din tensiunile pe laturi a fost 
eliminată, utilizînd relațiile tensiune-curent 


4 = — Im Ri Rii + Ja RRi + Reis. (105) 


Matricea impedanță a laturilor se poate serie acum cu ușurință. 

Ce se întîmplă în graf operîndu-se cele de mai sus? O latură repre- 
zentind sursa controlată a fost eliminată prin combinarea ei cu o altă 
latură legată în paralel. Evident, acesta cere ca sursele controlate să fie ` 
însoţite, ceea ce se poate obține întotdeauna procedind la deplasarea 
surselor de curent. Sursele de tensiune controlate prin curent pot fi tratate 
pe o cale duală. Aici, latura de intrare din graful dispozitivului poate fi 
eliminată, atunci cînd curentul de comandă se exprimă în funcție de 
curenții celorlalte laturi. Se poate scrie deci matricea impedanță a latu- 
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rilor şi analiza pe bucle se poate face fără dificultăţi. Totuși, dacă se cere 
analiza pe noduri va fi necesar să se combine într-o singură latură sursa 
controlată și o latură care o însoţeşte. Aceasta se poate obține prin depla- 
sarea surselor de tensiune. După această etapă se inversează relaţiile 
scrise pe laturi și se obține reprezentarea prin admitanțe. Detaliile acestor 
dezvoltări se lasă pe seama cititorului. 

În tabelul 2.1 apar patru dispozitive care au numai o reprezentare 
hibridă. Înainte de a găsi o reprezentare prin impedanţe sau admitanţe, 
laturile acestor elemente trebuie combinate cu laturile care le însoțesc 
şi tensiunile sau curenţii de comandă trebuie exprimaţi în funcţie de 
curenţii celorlalte laturi. 


2 2 s43 
| i 
| 
ni] 
0 


Transformator 14 2 2 5 4 3 
ideal 


Fig.. 2.28. Reţea cu transformator ideal (a), schema echivalentă (6) și graful 
corespunzător (c). 


Vom ilustra cele de mai sus considerînd drept exemplu rețeaua din 
fig. 2.28 a, care conține un transformator ideal. Transformatorul ideal 
poate fi înlocuit printr-o combinație echivalentă de două surse controlate 
aşa cum se arată în fig. 2.28 b. Această etapă nu este esențială; toate 
celelalte etape se pot parcurge referindu-ne la graf, fără a face apel la 
această rețea echivalentă. În graful rețelei din fig. 2.28 c laturile cores- 
punzăteare transformatorului sînt reprezentate prin linii îngroșate. Se 
observă că fiecare sursă controlată este însoțită. Tensiunea corespunză- 
toare laturii din stînga, V,, este aceeaşi cu tensiunea corespunzătoare 
laturii care o însoţeşte, V}. Tot aṣa, curentul prin latura din dreapta, Z,, 
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este acelaşi cu curentul prin latura care o însoţeşte, I,. Ecuațiile trans- 
formatorului sînt 


E şi 1, = a (106) 


V, = 


Vom scrie acum relaţiile pe laturi pentru transformator, combinindu-le 
de această dată cu laturile care îl însoțesc. Fie Z, suma curentului I, şi 
a curentului prin latura 3, iar V, suma tensiunii V, şi a tensiunii pe 
latura 4. Atunci 


n 
1 I 1 I 
l, =— Vas V,- ~ 107b 
3 sL; > a sL, > p ( ) 


Aceste ecuații pot fi transcrise pentru a permite reprezentarea prin impe- 
danțe sau prin admitanțe. Se obțin relațiile 


Reprezentarea prin impedanțe Reprezentarea prin admitanje 
sI 1 1 V, 
Ve = all, + I = (a vn- 
è na Pi 3 sL, n%l, nsL, 
n= tor ut 
n n? nsh, sL 


Ca urmare a acestor etape, laturile a şi b din graf se unifică cu laturile 
care le însoțesc și dispar. (Nodul ő dispare de asemenea.) Matricea 
impedanţă a laturilor va fi 


R, 
sL, O 
sL, sL; 
Z= n : (108) 
G e(p+-l) 
n? 
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Se propune cititorului să completeze problema determinind matricea 
impedanță a buclelor Zp. 

Din cele de mai sus rezultă clar că prezenţa unor dispozitive cu patru 
terminale ridică anumite probleme în scrierea ecuaţiilor pe bucle sau pe 
noduri, dar aceste probleme nu sînt de nerezolvat. Dacă încercăm să 
scriem aceste ecuaţii sînt necesare citeva transformări prealabile. Aceste 
transformări implică unificarea anumitor laturi şi efectele corespunzătoare 
în graf. Cu toate că graful acestor dispozitive este reprezentat in general 
prin două laturi, am eliminat uneori cîte o latură, unificind-o cu alte 


p Fig. 2.29. Matrice impedanţă, poten- 
2 ţial singulară 


laturi din graf. Laturile de control a surselor comandate au fost eliminate 
(după ce tensiunile sau curenţii de comandă au fost eliminaţi, fiind expri- 
maţi în funcţie de alte mărimi). Laturile controlate au fost de asemenea 
eliminate din graf, ori de cîte ori s-a dorit o analiză care nu corespundea 
reprezentării naturale a dispozitivului. Mai tirziu vom găsi alte căi de 
tratare a laturilor grafurilor pentru aceste dispozitive. 

'Trebuie să observăm că în cazul rețelelor mici o tratare sistematică 
implică eforturi mai mari decît acelea de a scrie direct ecuaţiile pe bucle 
sau pe noduri. În plus, efortul este amplificat de necesitatea reprezentării 
dispozitivelor într-un mod care nu este cel natural. În paragraful 
următor vom considera altă tratare, care utilizează o reprezentare 
hibridă directă. 

În fine: prezenţa dispozitivelor nereciproce şi/sau active într-o 
reţea, semnifică imposibilitatea. de a găsi o soluție unică, pentru diverse 
valori ale parametrilor rețelei. Această idee este ilustrată de rețeaua 
din fig. 2.29, care conţine o sursă de tensiune controlată în tensiune. 
Pentru această rețea, matricea admitanță a nodurilor va fi singulară 
dacă G, = (k — 1)Q,. Deci în acest caz nu există soluţie. Propunem citi- 
torului să verifice această afirmație, i 
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Am observat în ultimul paragraf că intenţia de a scrie ecuaţiile pe 
bucle sau pe noduri, în cazul reţelelor cu elemente cu mai multe borne 
terminale ridică probleme, pentru anumite tipuri de elemente. Reușita 
în scrierea ecuaţiilor pe bucle sau pe noduri depinde de existenţa unei 
reprezentări prin impedanţe sau admitanţe a relaţiilor pe laturi. Dacă 
un dispozitiv cu mai multe borne terminale nu are o asemenea repre- 
zentare sînt necesare anumite transformări și combinaţii prealabile ale 
laturilor, pentru a fi posibilă scrierea ecuaţiilor dorite. 


Vom prezenta acum o schemă care evită aceste transformări prealabile 
şi permite utilizarea relaţiilor pe laturi în forma lor naturală. 

Dintre toate elementele de care dispunem, cîteva (incluzind R, L, 
C şi piratoarele) au ambele reprezentări — prin impedanță și prin admi- 
tanţă ; una (sursa de curent controlată prin tensiune) are numai reprezen- 
tare prin admitanţă, alta (sursa de tensiune controlată prin eurent) are 
numai o reprezentare prin impedanţă ; şi unele (transformatorul, NIC, 
sursa de tensiune controlată prin tensiune şi sursa de curent controlată 
prin curent) au numai o reprezentare mixtă sau hibridă. Orice schemă 
trebuie să se încadreze într-una din aceste categorii. Trebuie să ne amintim 
că tensiunile ramurilor formează o bază, în funcţie de care pot fi expri- 
mate toate tensiunile laturilor. În mod similar, curenţii joncţiunilor 
formează o bază în funcţie de care pot fi exprimaţi toţi curenţii laturilor. 

'Ținind seamă de acestea, dindu-se o rețea se alege mai întii un arbore. 
În loc să se exprime relaţiile pe laturi sub forma V = ZLI sau I = YV, 
se scriu niște relaţii mixte de forma 


z n E i 
l—n r] pe ge 
= $ 109 
ai H, Y, v] (10%) 
sau 
AY = Z, I + H, Vi (110a) 
I, = H, I, + Y, V,. (110b) 


(Dimensiunile submatricelor sînt cele indicate în relaţia (109).) Notaţiile 
pentru matricele coeficienţilor s-au ales pentru a facilita memorarea. 
Pentru uniformitate ar fi trebuit ca prima submatrice din prima linie 
să se noteze prin H,,, iar ultima submatrice din linia a doua prin H,,. 
Dar, deoarece ele sînt de natura unor impedanțe și respectiv admitanţe, 
s-a ales o notație mai simplă și mai sugestivă. 
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În aceste ecuaţii am exprimat curenţii ramurilor şi tensiunile joncţi- 
unilor în funcţie de un grup de variabile mixte formate din tensiunile 
ramurilor și curenţii joncţiunilor. Aici se observă posibilitatea de a utiliza 
o reprezentare hibridă a laturilor dacă laturile cu astfel de reprezentări 
se aleg drept joncţiuni sau ramuri în mod convenabil. Acest punct de 
vedere va fi accentuat pe scurt în cele ce urmează. 

Urmează să se aplice TKT și TKC. Presupunem că se aplică TKT 
pentru buclele fundamentate corespunzător unui arbore dat, iar TKC 
se aplică mulţimii secţiunilor fundamentale. Utilizînd relaţiile (68) şi (69) 
pentu TKT și TKC; făcînd o partiție a matricelor B şi Q de formă 
uzuală, cu B = [B, U] şi Q = [U Q,]; şi amintindu-ne că B, = — Q; din 
relația (41) se obține : 


[B, vfi |- -Q V, +V, = BV, (Lila) 
Li 
şi 
I, 
[U Q] l =L +01 = Q. (111b) 
1 


(Indicele f care înseamnă fundamental” a fost omis pentru simplitate). 
Prima din aceste relaţii poate fi soluționată în raport cu V, a doua 
poate fi soluționată în raport cu I, iar rezultatul se poate introduce 
în relația (110). După rearanjarea termenilor se obține : 


fă Q) E = IN a Ri 


Acesta este un un sistem de ecuaţii în raport cu variabile mixte repre- 
zentind tensiuni şi curenți; și anume, tensiunile ramurilor și curenții 
joncţiunilor. Apar aici tot atitea variabile cîte laturi sînt în graf, ceea ce 
reprezintă preţul pe care trebuie să-l plătim. În partea din dreapta semnu- 
lui egal, se poate face de asemenea o partiție a matricei Q iar B, se poate 
înlocui prin — Q,. Astfel, pentru o reţea dată, este suficient să se găsească 
matricea Q şi să se scrie relaţiile tensiune-curent date de relația (109). 
Pentru aceste relaţii se cunosc matricea Q, și submatricele parametrilor 
laturilor H, aşadar se pot scrie relaţiile (112). 

Se observă că atunci cînd nu apar dispozitive cu mai multe terminale 
în reţea, H,, = H, = 0. În acest caz, după ce se separă ecuaţia matri- 
ceală (112) în două ecuaţii, dacă se substituie a doua ecuaţie în prima 
se ajunge la ecuaţiile pe perechi de noduri; dacă se substituie prima 
ecuație în a doua se ajunge la ecuaţiile pe bucle. Se propune cititorului 
să demonstreze adevărul acestor afirmaţii. 


(112) 
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Forma ecuațiilor din relația (110) depinde de arborele ales. Orice 
latură R, L sau C admite atit o reprezentare prin impedanță cît şi 
una prin admitanță şi poate fi aleasă atit ca ramură cît şi ca joncțiune 
(vezi tabelul 1). Giratorul are de asemenea ambele reprezentări, astfel 
cele două laturi ale sale pot; fi atît ramuri cît și joncţiuni. Cu toate acestea, 
cînd tensiunea unei laturi se exprimă în funcţie de curentul alteia, ambele 
laturi trebuie să fie sau ramuri sau joncţiuni. 


Tabelul 2.2. 


Ramură sau joncțiune 


Dispozitivul Tipul reprezentării Latură de | Latură 
comandă | comandată 
i 
Girator Admitanţe Ramură Ramură 
sau sau sau 
impedanţe joncțiune | joncțiune 
ui aie aa 
Sursă de 
curent controlată In tensiune | Admitanţe Ramură Ramură 
Sursă de tensiune 
controlată în curent Impedanţe Joncțiune Joncțiune 
Transformator Parametri Ramură Joncțiune 
ideal sau NIC hibrizi sau sau 
h sau g joncțiune ramură 
Sursă de tensiune Parametri 
controlată în tensiune hibrizi g Ramură Joncţiune 
Sursă de curent Parametri 
controlată în curent hibrizi h Joncțiune | Ramură 


Deoarece sursa de tensiune controlată în curent are numai repre- 
zentare prin impedanţă, ambele sale laturi trebuie să fie joncțiuni. Invers 
pentru sursa de curent controlată în tensiune : există numai o reprezentare 
prin admitanţă, deci ambele sale laturi trebuie să fie ramuri. În cazul 
transformatorului ideal şi al convertorului în imitanță negativă (NIC) 
există numai reprezentări hibride, dar sînt două posibilități : parametrii 
hibrizi kh sau parametrii hibrizi g; astfel, tensiunea de intrare şi curentul 
de ieșire se pot exprima în funcție de tensiunea de ieşire și curentul de 


intrare sau invers. Deci una dintre cele două laturi trebuie să fie o 
ramură, cealaltă o joncțiune şi nu are importanţă care este aceea. În fine, 
sursa de tensiune controlată în tensiune și sursa de curent controlată, 
in curent au ambele numai reprezentări prin parametrii hibrizi. Pentru 
prima dintre acestea, curentul pe latura de comandă este bine determinat 
(fiind zero), așadar latura trebuie să fie o ramură ; tensiunea pe latura 
comandată este determinată, aşadar aceasta trebuie să fie o joncțiune. 
Situaţia este inversă pentru sursa de curent controlată în curent. Aceste 
rezultate sint prezentate sintetic în tabelul 2.2. 

Deoarece există limitări în ceea ce priveşte posibilitățile de alegere 
(ramură sau joncțiune) a laturilor unor reţele ce conţin componente 
cu mai multe terminale, poate fi imposibil să se găsească un arbore care 
să permită, fiecărei laturi să fie ceea ce indică tabelul 2.2. În acest caz, 
tratarea prezentată va fi abandonată. 

Se observă că nu există un motiv pentru a scrie relaţiile pe laturi 
in forma din (109). Ele pot fi scrise în formă inversă, după cum urmează : 


hi aia T (113) 
V, Ga Ga I, 
În acest caz denumirile de ramură și joncțiune care apar in ultimele două 
coloane ale tabelului 2.2 vor trebui să fie inversate. Aceasta face ca 
ecuațiile corespunzătoare relației (112) utilizînd matricea G să fie mai 
complicate. Detaliile obținerii acestor ecuații nu vor fi abordate. În orice 
caz, dacă una dintre aceste reprezentări hibride eşuează, cealaltă va reuși 1) 
Pentru a ilustra scrierea ecuaţiilor cu variabile mixte, se consideră, 
din nou rețeaua din fig. 2.28, care este redesenată aici în fig. 2.30. Un 
arbore posibil este arătat în graf prin linii îngroșate. În scopul comparaţiei 
este făcută aceeași numerotare a laturilor ca și înainte, dar nu este cea 
naturală pentru arborele selectat ; în scrierea ecuațiilor trebuie acordată 
atenţie ordinei laturilor. Matricea mulţimii secţiunilor fundamentale luate 
în ordinea 1, a, 4, 5 este 


la4ă b 23 
1[1000: 0 10 0 10 
pg-a|0100: 011], (_| 0-a]. 
410010: —1 00 :1—1 00 
3Lo 001: 1 00 1 00 


1) Problema poate fi rezolvată, chiar dacă ambele eșuează, printr-o transformare carc 
folosește doi arbori. E clar, totuși, că eșecul ambelor reprezentări se poate produce numai 
pentru rețelele care au mai multe surse controlate intr-o conexiune particulară. Deci necesi- 
tatea unei asemenea transformări este atit de rară încit nu sintem indreptăţiţi să continuăm 
discuţia. 
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Pentru a serie relaţiile tensiune-curent in forma corespunzătoare relaţiei 
(109), variabilele ramurilor și joneţiunilor sint dispuse în matrice coloană 
în aceeași ordine ca și în matricea, Q. Astfel 


F, I, 
F, Z H, Ie 
Va I 
AR V, 
L Va 
IL H, 1 t V, 
I; V; 
a:t + 


Fig. 2.30, Exemp!u pentru ecuaţii cu variabile mixte. 


Acum se cunoaște matricea H. Singurele laturi care vor da termen; 
nesituați pe diagonală sint acelea ale transformatorului. Ecuațiile cores- 


punzătoare lor sint V, = V,/n şi I, = — I,/n. Rezultă 
T, o 0o 0 : oim 0 0}f3 
v, o3 0: 00 00|] 
V; o 0 4: 00 00|], 
L| | oo oio cool, 
L —1ln 0 0 00 00 ||”, 
L 0 0 o0 0 01/8740 ||V, 
I; 00 0 00 0 &ILV; 


Din această expresie sint ușor de identificat submatricele H. 
În ceea ce priveşte sursele se presupune că nu există curenți iniţial; 
prin bobine; astfel I, = 0, şi V, este diferit de zero numai în primul 
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element, care este o ramură. Deci BV, se reduce la B, Vp, = — Q, V 
unde, înlocuindu-se expresia obținută anterior pentru Q, se obține 


0 01-—1 pi, 0 
BY, =- Q; V =|—1 10 0 al fază Fa 
0 


0 —10 0 


gb 


Acum toate submatricele care intervin în relaţia. (112) sint determinate. 
Înlocuind în relaţie obţinem 


0 0 0: 0 1 ojn 0 

0 0 0 0 :—1n ~ai ijir 0 
0 0 134 0 :¿—1 o 0||Y, 0 
0 0 0 Q&Q: 1 o oj|v;|_| o 
0 lim 1 —1: 0 o oji5 0 
—1 10 0: 0 sl. O| E V, 
0 —1 0 0: 0 0 still Is 0 


(Propunem cititorului să verifice acest rezultat). Aceasta este o ecuaţie 
matriceală de ordinul 7. Totuşi, ea nu este atit de complicată pe cit se 
pare, deoarece în matricea coeficienţilor mulți termeni sînt zero. 


Fig. 2.31. Exemplu de circuit cu tranzistoare 
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Să considerăm încă un exemplu. În reţeaua din fig. 2.31, tranzistorul 
este un model simplu de sursă de curent controlată în curent, aşa cum 
se arată în fig. 2.31 b. Liniile groase în graf reprezintă ca de obicei arborele. 
Latura 7 este latura de comandă a sursei. Conform tabelului 2.2, această 
latură trebuie să fie o joncțiune şi latura controlată în curent (latura 5) 
trebuie să fie o ramură. Pentiu transformatorul ideal o latură trebuie 
să fie o ramură și cealaltă o joncțiune. Odată ce laturilor componentelor 
cu mai multe terminale li se atribuie caracterul necesar (conform tabe- 
lului 2.2), celalalte laturi ale arborelui sînt bine determinate. Acum pot îi 
scrise relaţiile pe laturi şi matricea Q 


Ve ls 0 00:000 o olfr 
V, 0 0 00:000 0 ofj, 
V |! 0 0 00:001 0 ojj 
V, 0 0 0R:000 00|], 
L o 0 00:400 0o|l7, 
I, o0 00:0640 00||Y, 
1, o 0—n0:000 00||V, 
I, 0 0 00:000 sc, o0||V, 
I; op 00:000 00] LY; 
10000 0 100 0 100 
0 1000 1—11 0 1 —11 0 
0=|00 10 0—1 00 1|:Q,=|-—1 001|: 
00010 0—10 0 0 —10 0 
00001 1 010 1 010 


În ceea ce priveşte sursele, atribuim capacităţilor tensiunile inițiale 
Tso Și so respectiv. Acestea pot fi reprezentate ca surse de tensiune v,/s 
ŞI C6o/s. Matricele surselor sînt 


I, 0 
0 0 
0 0 
0 9408 
PRI RU 2 Va 0 
I, = =|.’ V, = =|... 
ly 0 Va Vao ls 
0 0 
0 0 
0 0 
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Deci QI, devine I, = [1,0000] și BV, devine — Q; Voe + Va = 
= [VeoS Vs/s 0 0]. 


După introducerea acestora în relația (112) se obțin ecuațiile finale 
G 0 0 0 0 0 1 0 0 I I, 
0 60 0 0 1 —l 1 0 Va 0 
0 0 0 0 0 —1 0 —n 1 Fz 0 
0 0 0 ss, 0 0 —1 0 0 V; 0 
0 0 0 0 0 1 B 1 0 v; 0 
0—1 1 0 —1 1/3% 0 0 0 Is Tools 
—1 1 Q 1 0 0 0 0 0 I; Tio!S 
0—1 n 0 —i 0 0 0 0 L 0 
0 0—i 0 0 0 0 0 RUIS 0 


Dimensiunile matricei pot apărea impresionante, dar trebuie să observăm 
că termenii nenului sint destul de puţini. 

Pentru a rezuma caracteristicile ecuaţiilor cu variabile mixte, după 
selecția unui arbore relaţiile tensiune-curent pe laturi se scriu sub forma 
unei singure ecuaţii matriceale în care curenţii ramurilor și tensiunilor 
joncțiunilor sînt exprimaţi funcţie de tensiunile ramurilor și curenții 
joncţiunilor. Apoi se aplică TKC mulţimii secţiunilor fundamentale 
corespunzătoare arborelui ales şi TKT buclelor fundamentale pentru a 
elimina curenţii ramurilor și tensiunile joncţiunilor. Relaţiile rezultate 
se aranjează pentru a obţine un sistem de ecuaţii în raport cu tensiunile 
ramurilor şi curenţii joncțiunilor. Numărul de ecuaţii este egal cu numărul 
laturilor, şi este acelaşi cu suma dintre numărul ecuaţiilor pe bucle şi 
numărul ecuaţiilor pe noduri. Acesta este dezavantajul principal al proce- 
deului. Avantajul constă în aceea că dispozitivele cu mai multe terminale 
sînt încadrate prin reprezentarea lor naturală. 

Se poate face încă o observaţie. În alegerea arborelui nu apar restricții 
decît în cazul dispozitivelor cu mai multe terminale. Dispozitivele cu 
două terminale pot să apară fie în arbore fie în coarbore întrucît ecuațiile 
respective nu fac distincţie între condensatoare, bobine și rezistențe. 
Aşa cum vom arăta într-un capitol următor, situaţia se schimbă atunci 
cînd se scriu ecuaţiile de stare, întrucit acolo există motive ca bobinele 
şi condensatoarele să fie atribuite într-un mod bine precizat fie arborelui, 
fie cearborelui. 


PROBLEME 


P1. Cind s-au scris ecuaţiile de stare pentru reţeaua în punte din fig. 2.2. s-au introdus 
relaţiile pe laturi în TKT pentru a elimina toate tensiunile pe laturi. cu excepţia tensiunii 
pe condensator. Apoi s-au folosit TKC pentru a elimina curenţii unor lauri. Acum, plecind 


PROBLEME 149 


de la TKC şi utilizînd relațiile pe laturi se cere să se elimine curenţii adecvaţi. Apoi se 
va folosi TKT pentru a elimina tensiunile unor laturi. Rezultatul final trebuie să coincidă 
cu cel din relaţia (10) 


P2. Fie A, o submatrice nesingulară de ordinul n a matricei de incidenţă pentru un 
graf liniar cu n +- 1 noduri. Să se arate că coloanele matricei A; corespund cu ramurile 
unui arbore. (Aceasta este reciproca teoremei de la pag. 87). 


P 3. Fie un graf liniar în care citeva laturi formează o buclă. Să sc arate că coloanele 
corespunzătoare laturilor respective din matricea A sint liniar dependente. 


P 4. Să se arate că orice mulţime compusă din n laturi ale unui graf conex care nu 
conţine nici o buclă formează un arbore. 


P 5. Se poate face o partiție a matricei de incidenţă a unui graf de forma A = [A A] 
unde coloanele din A, corespund ramurilor iar coloanele din A; corespund joncţiunilor unui 
arbore. Submatricea A, este nesingulară; în anumite cazuri ea poate fi o matrice unitate. 
Care trebuie să fie structura arborelui pentru ca A, = U? Să se demonstreze și să se ilustreze 
cu un exemplu, 

P 6. Fie B; o submatrice nesingulară de ordinul | — n a matricei buclelor B care are 
dimensiunile (l — n) x l. Să se demonstreze că coloanele din B; corespund joncţiunilor pentru 
un coarbore al grafului care este presupus conex. 


P 7. Un graf liniar are cinci noduri și șapte laturi. Matricea de incidenţă redusă pentru 
acest graf este 


1 1 O 0 0 0 1 
—1 —1 1 (D 0 0 0 
0 0-1 1 o 0 0 
0 0 0 —i —i —i 0 


(a) Se afirmă că laturile (7, 3, 4, 5) constituie un arbore. Fără să se deseneze graful să se 
verifice adevărul acestei afirmaţii. 


(b) Pentru acest arbore să se scrie matricea buclelor fundamentale B, (din nou fără a desena 
graful). 


(e) Pentru un arbore oarecare să se determine matricea secțiunilor fundamentale Q; (fără 
a desena graful). 

(d) Să se determine numărul arborilor din graf. 

(e) Să se deseneze graiul și să se verifice rezultatele precedente. 


P 8. Să se repete problema 7 pentru următoarele matrice de incidenţă şi pentru laturile 
menţionate : 


0 0 1 1 1 0-1 
(a) A = 0 1 0 0-1 1 1 laturi: 42, 2. 4} 
—1 0—1 0 0-1 0 


0 0-1 1 10 0-1 
0 1000 1 0 
(b) A = laturi: {1, 3, 5,6) 
e-i o o o ea o UER (ea ati 
-1 0 0-1 001 0 


P 9. Să se demonstreze următoarea afirmație : într-un graf liniar orice mulțime de secțiuni 
are un număr par de laturi comune cu orice buclă. 
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P 10. Pentru A = [A, Aj] şi By = [B, U] se știe că B; = — (ALA). Astfel pentru 
a obţine B, trebuie să dispunem de A7*, Care din matricele de mai jos sînt recomandabile a fi 
utilizate drept A71? 


0-1 0 1 0 1 

(a) A=|1 10|, w% a=] oaia |» 
o 0 1 1—1 0 
1-1 0 

(e) Ai=|o 1-a |: 
001 


P11. Fie A = [A,A,), unde A, este o matrice nesingulară. Să se demonstreze că ele- 
mentele nenule din fiecare linie a matricei A; * trebuie să fie toate de același semn. 


P 32. Se definește matricea căilor unui arbore P = [p,;] după cum urmează: 

Pij = + 1 (sau — 1) dacă latura j face parte din calea directă (unică) din arbore între nodul i 
și nodul de referinţă iar orientarea sa coincide (sau este opusă) cu orientarea căii, şi p;; = 0 
dacă latura j nu face parte din calea respectivă. Matricea căilor este o matrice pătrată ale 
cărei linii corespund căilor dintre nodurile respective și nodul de referinţă iar coloanele cores- 
pund ramurilor ; de exemplu, elementele nenule care apar să zicem, în coloana a treia, preci- 
zează căile din care face parte ramura 3; iar elementele nenule care apar, să zicem, în linia 
a patra, precizează ramurile care intervin în calea de la nodul 4 la nodul de referinţă. Să 
se scrie matricele căilor pentru fiecare din arborii: (2, 5, 6, 8, 9), (1, 3, 9, 10, 12} ṣi {1, 6,7, 
8, 11) care apar în graful din fig. 2. P.12. 


Nod de 
refârintă 


Fig. 2.P.12. 


P 13. Cind se calculează matricele B, sau Q, plecind de la matricea de incidență este 
necesar să se calculeze A Este deci necesară o metodă simplă de calcul. Să se arate că 
A 1 — P’, unde P este matricea căilor pentru arborele ale cărui ramuri corespund coloanelor 
din matricea A,. 

P 14. Utilizind rezultatele din Problema 13 să se determine Ap ” pentru arborii din Pro- 
blema 12. Să se verifice rezultatul prin calculul produsului A;P’. În fiecare caz să se verifice 
rezultatul din Problema 11. 

P 15. (a) Două laturi apar în paralel într-un graf. Să se găsească relaţiile între coloanele 
corespunzătoare acestor laturi din matricea Qy. 

(b) Aceeași problemă pentru două laturi în serie. 

P 16. Fie 0, = [U Qı]. Presupunem că în matricea Q;, pe coloana j apare un singur 
element nenul pe linia k. Ce se poate spune despre structura graiului în ceea ce privește 
laturile j și k? 
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P 17. Fie Q, = [U Q;] ṣì B; = (B.U]. Se presupune că se dă matricea Q, pentru un graf. 

(a) Să se determine matricea B; pentru graful respectiv; 

(b) Să se discute posibilitatea de a determina matricea A pentru graful respectiv şi 
unicitatea acestui graf atunci cind se dă matricea Q; sau B}. 


P 18. Să se determine numărul de arbori pentru grafurile din fig. 2.P.18. 


0 
Fig. 2.P.18. 


P 19. Să se arate că un graf conţine cel puţin o buclă dacă două sau mai multe laturi 
sint incidente la fiecare nod. 


b 


P 20. Să se arate că matricea ochiurilor pentru un graf conex cu l laturi ṣi n + 1 noduri 


ste de rang l — n. Aceasta arată că o bază potrivită pentru a reprezenta curenţii tuturor 
eaturilor o formează curenţii ochiurilor. 


P21. Utilizind conceptul de dualitate să se arate că ecuaţiile scrise pe baza TKT 
pentru ochiurile unui graf planar sint liniar independente. 


P 22. Într-un graf latura t reprezintă o ramură a unui arbore. Mulțimea secţiunilor funda- 
mentale determinată de £ conţine e mulțime de joncţiuni î,, l2,... corespunzătoare acestui 
arbore. Fiecare din aceste joncţiuni definesc o buclă fundamentală. Să se arate că fiecare 
din buclele fundamentale formate cu joncţiunile 1,, l... conţine ramura £. 


P 23. Fie B matricea buclelor formate din ochiurile grafului din fig. 2. P.23. 


Fig. 2.P.23. 


(a) Să se calculeze B'(B!) şi să se verifice că curenţii laturilor sint corect exprimaţi 
în funcţie de curenţii joncţiunilor pentru arborele arătat în figură. 

(b) Pentru același arbore să se determine direct B, și să se verifice că Bj = B'(B7)), 

(e) Să se verifice transformarea pe ochiuri. 


P 24. În graful din fig. 2. P.18 b, laturile (2, 3, 7, 6) formează o buclă. Si se verifice 
rezultatul problemei 3 pentru această mulţime de laturi. 


P 25. În graful din fig. 2. P.18 b laturile (2, 4, 5, 6) formează un arbore. Se cere partiţia 
matricei A de forma [A, A,] utilizind acest arbore. Apoi, pentru B; = [B, U] și ð = [U Q.] 
să se determine B; și Q; și să se verifice relaţia B; = — Qy. 
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P 26. E posibil ca două bucle fundamentale dintr-un graf, pentru un arbore dat să aibă 
ramuri și noduri comune. Să se arate că e posibil ca două bucle fundamentale să aibă două 
noduri comune, numai dacă calea dintre cele două noduri în arbore este comună celor două bucle. 


P 27. În fig. 2 P.27 apar următoarele bucle : 


bucla 7:4a, e, g, b 
bucla 2: d, c, 9, f 
bucla 3:a, d, f, j, h, b 
bucla 4:e, c, h, j 


Fig. 2.P.27. 


(a) Ecuațiile scrise pe baza TKT pentru aceste bucle sint independente? 

(b) Se cere (1) să se găsească o mulțime de joncțiuni care formează bucle fundamentale 
ve constituie ochiuri ale grafului sau (2) să se arate că nu există o astfel de mulțime. 

P 28. Într-o reţea liniară se definește puterea din latura j prin p;(t) = v;(0i;(t) unde 
notaţiile sint cele uzuale. 

(a) Pentru o reţea dată, unde TKC și TKT sint satisfăcute, să se arate că £ (0 = 
= v (I(l) = 0, unde suma se face pentru toate laturile rețelei. Relaţia v'i = 0 se „umește 
teorema lui Tellegen. 

(b) Se presupune că teorema lui Tellegen și TKT sint satisfăcute Să se arate că TKC 
rezultă ca o consecință. 

(e) Se presupune că teorema lui Tellegen și TKC sint satisfăcute. Să se arate că TKT 
rezultă ca o consecinţă. Această problemă demonstrează că din cele trei teoreme TISC, TKT 
şi teorema lui Tellegen oricare două pot fi considerate drept fundamentale ; a treia poate fi dedusă 
ca o consecinţă. 

P 29. Să se construiască reţelele duale pentru reţelele din fig. 2.P.29. Numerele care apar 
in figură reprezintă valorile elementelor R, L, C. 


Fig. 2.P.29. 
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P 30. (a) Dacă într-un graf două laturi apar în paralel sau în seric cum sint laturile 
corespunzătoare din graful dual? 


Să se verifice pentru fig. 2.P.29. 


(b) În fig. 2.P.30 se reprezintă reţeaua din fig. 2. P.29 b . În interiorul chenarului se află 
reţeaua în T podit. 


Cum arată subreţeaua corespunzătoare din reţeaua duală? 
(e) Care este structura reţelei duale pentru reţeaua în punte din fig. 2. P.29c? 


Fig. 2.P.30. 


P31. Pentru reţelele din fig. 2.P.29 så se scrie ecuaţiile pe bucle utilizind ochiurile 
drept bucle şi curenții ochiurilor drept bază pentru mulțimea curenților, Pentru care din aceste 
rețele ochiurile reprezintă bucle fundamentale pentru un arbore dat? Alegind alt arbore decit 
cel de la punctul precedent să se scrie ecuaţiile pe bucle, pentru buclele fundamentale. 


P 32. Pentru reţelele din fig. 2.P.29 se alege nodul inferior drept nod de referință. 
Să se scrie ecuaţiile pe noduri. 


P 33. Pentru rețelele din fig. 2.P.29 să se aleagă un arbore și să scrie ecuaţiile pe 
perechi de noduri cu tensiunile ramurilor acestui arbore drept variabile de bază. 

P 34. Se dă reţeaua din fig. 2.P.31. 

(u) Să se scrie ecuaţiile pe perechi de noduri pentru arborele din figură. 

(b) Să se serie ecuaţiile pe noduri alegind un nod de referinţă convenabil. 


Fig. 2.P.34. 


P 33. Pentru reţeaua din fig. 2.P.24 să se scrie ecuaţiile pe noduri și să sc verifice că 
matricea admitantă a nodurilor devine singulară cind G, = (k — 1)G,. 
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P 36. În fig. 2. P.36 este reprezentată o reţea pentru care matricea admitanţă a nodurilor 
sau matricea impedanţă a buclelor pot fi singulare. Să se determine relaţiile dintre para- 
metrii, care determină aceste singularităţi. 


P.37. Pentru rețeaua din fig. 2.P.37 să se scrie sub formă matriceală: 
(a) ecuaţiile pe noduri; 

(b) ecuaţiile în variabile mixte; 

(e) să se arate care sint toţi arborii din graful respectiv. 


Fig. 2.P.37. 


P 38. Pentru reţeaua din fig. 2.P.38 să se scrie (a) ecuaţiile pe bucle, (b) ecuaziile 
în variabile mixte (utilizind circuitul echivalent liniar pentru diodă la semnale mici) și (c) 
să se arate care sint toţi arborii posibili. 


Fig: 2.P.38. 


P 99. Să se găsească toţi arborii posibili pentru care se pot scrie ecuaţiile in variabile 
mixte în cazul reţelei din fig. 2.31. 


P 40. Să se arate că matricea impedanţă a buclelor Za = B,ZB! poate fi scrisă sub 
forma Z; + O, ZiQı, unde s-a făcut o partiție convenabilă pentru matricele Q; = [U Qi] şi Z. 
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P 41. Să se arate că pentru reţelele R, L, C ecuaţiile in variabile mixte din relația (112) 
pot fi transformate în ecuaţiile pe bucle sau în ecuaţiile pe perechi de noduri. 


În următoarele 6 probleme se cere pregătirea unui program de calculator care să ser- 
vească la obţinerea soluţiilor unor anumite probleme. În fiecare caz se va elabora programul 
sub formă de organigramă, precum și lista de instrucțiuni corespunzătoare într-un limbaj 
uzual, cum este FORTRAN 4, pentru un calculator numeric care să execute lucrarea speci- 
ficată în problemă. Se vor include și indicaţiile de utilizare a programului. 


*P 42. Să se pregătească un program pentru a identifica un arbore dintr-un graf conex 
cind fiecare latură și orientarea ei în graf sint specificate prin trei numere: primul număr 
identifică latura, al doilea identifică nodul din care pleacă iar al treilea identifică nodul in 
care sosește. Programul trebuie să renumeroteze de asemenea laturile astfel incit ramurile să fie 
numerotate dela 1 la n, iar joncţiunile dela n +1 la l. Un exemplu tipic de asemenea date 
ne oferă fig. 2.P.42. 


nod de 
plecare 

nod de 
sosire 


V N aAa N” 


W- Nm A 


s 


Fig. 2.P.42. 


*P 43. Să se pregătească un program pentru a determina matricea redusă de incidență 
pentru o rețea conexă avind drept date inițiale datele din Problema 42. 


*P 44. Să se pregătească un program pentru a determina: 
(a) matricea buclelor fundamentale din relaţia (34); 

(b) matricea secţiunilor fundamentale din relaţia (43) ; 
Datele pentru această problemă sint cele din Problema 43. 


*p 45, Să se pregătească un program pentru a determina numărul de arbori dintr-o reţea 
pe baza relaţiei (20). Se va specifica formatul datelor iniţiale. 


*P 46. Să se pregătească un program pentru a determina pentru o reţea R, L, C: 

(a) matricea admitanţă a nodurilor; 

(b) matricea impedanţă a buclelor; 

(e) matricea admitanţă între perechi de noduri, 
utilizind : (1) matricele parametrilor între perechi de noduri din relaţia (91), (2) matricele 
parametrilor buclelor din relaţia (83) și (3) matricele parametrilor între perechi de noduri 
din relaţia (99) respectiv. Se presupune că datele de intrare sint preze ntate printr-o secvenţă 
de cinci numere : primul identifică latura, al doilea identifică nodul de plecare, al treilea iden- 
tifică nodul de sosire, al patrulea identifică tipul laturii (7 pentru C2, pentru R şi 3 pentru L) 
al cincilea este valoarea parametrului laturii. Se presupune că (1) matricea redusă de incidenţă, 
(2) matricea buclelor fundamentale și (3) matricea secţiunilor fundamentale au fost evaluate 
prin programele din Problemele 43 și 44. 


*P 47. Să se combine programele din Problemele 43, 44 și 46 într-un singur program, 
care să permită determinarea matricei admitanţă a nodurilor, matricei impedanţă a buclelor 
şi/sau matricei admitanţă între perechi de noduri pentru o reţea R, L. C corespunzător 
opțiunii beneficiarului. 


3 


Funcţii de circuit (rejea) 


În ultimul capitol s-au descris un număr de metode sistematice, 
aplicindu-se legile fundamentale din teoria circuitelor, pentru obţinerea 
unor seturi de ecuaţii ca ecuaţiile pe contur, la noduri, la perechi de 
noduri sau ecuaţii cu variabile mixte. Desigur, aceste metode nu sînt, 
în mod necesar, simple de utilizat în toate problemele. În multe probleme 
referitoare la circuite de complexitate structurală moderată, simpla, 
aplicare a unor proprietăţi sau teoreme (Norton, Thévenin etc.), poate 
conduce, fără îndoială, la rezolvarea problemei, mult mai ușor decit 
scrierea, și rezolvarea de exemplu a setului de ecuaţii pe contur. 

Ecuațiile la care conduc metodele sistematice descrise sînt diferențiale 
sau integrodiferențiale. Se pot folosi metodele clasice de rezolvare a lor, 
dar în continuare se presupune că soluțiile vor fi obținute cu ajutorul 
transformatei Laplace. 

Presupunind că un circuit şi transformatele Laplace ale ecuațiilor 
ce descriu comportarea sa sint accesibile, să ne întoarcem la soluția 
acestor ecuații şi la funcțiile de circuit care descriu comportarea 
circuitului. 


3.1. FUNCŢII DE INTRARE ȘI DE TRANSFER 


Fiind dat un circuit liniar, invariabil în timp, excitat de un număr 
de surse independente de curent și tensiune, cu valori inițiale arbitrare 
pentru tensiunile pe capacităţi şi curenţii prin bobine (care pot îi de 
asemenea reprezentate ca surse independente), se poate scrie un set de 
ecuații pe contur, la noduri sau la perechi de noduri. Circuitul poate fi 
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nereciproc sau poate să nu fie pasiv. În formă matriceală aceste ecuaţii 
vor fi toate similare. Astfel: 


Zau(5)l„(s) = E(s) (contur) (1a) 
Y(s)V„(5) = J(8) (nod) (1b) 
Ys) Vs) = ds) (perechi de noduri) (1c) 


Membrul drept al acestor ecuații conține contribuțiile surselor, inclusiv 
ale surselor echivalente condițiilor inițiale nenule ; de exemplu, J = [J;], 
unde J; este suma surselor de curent, inclusiv echivalențele Norton 
a surselor de tensiune. 

Soluţia. simbolică a acestor ecuații se obține simplu prin multiplicarea 
fiecărei ecuații cu inversa matricei corespunzătoare a coeficienţilor. Astfel : 


I„(5) = Za’ E(s), (2a) 
Vals) = Ya? J(8), (2b) 
Vs) = Y7? J(s). (2e) 


Fiecare din aceste ecuaţii are aceeaşi formă. Pentru ilustrare, se dă forma 
dezvoltată a ecuaţiei (2b). Astfel: 


vi Au An GA An Ji 
AA A 
Ya (N Aro Ae BS Am J; 


Dom mm 
Sem m] g, 


7 
y m 


unde A este determinantul matricei admitanțelor, iar A, sint cofactorii 
acesteia. 
Deci, pentru nodul +, expresia tensiunii V, va fi: 
A Amk 


: Asi 
V,(s) = a 1 E ese e A (1) 
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Din relaţia (4) rezultă că tensiunea unui nod este o combinaţie liniară 
de surse echivalente. Sursele J : (Ji, J2, ..:, Jm) nu sint surse actuale; 
de exemplu, pentru circuitul din fig. 3.1, presupunind condiţii iniţiale 
nule, matricea J va fi: 


Jı Ie + Yi Va 
d = Je = — Ie JE 13 
J3 


—YVa 


In 


Fig. 3.1. Reprezentarea surselor echivalente. 


Dacă se substituie pentru J expresiile corespunzătoare în funcţie 
de sursele actuale, rezultă clar că relaţia (4) poate fi aranjată astfel încît 
V, să fie o combinaţie liniară a surselor actuale. Astfel, pentru fig. 3.1, 
expresia lui V, va fi: 


v,(8) = (me Tte ĉu- 5 ==) Va + du sar + (32) Ia. (5) 


Ca regulă generală se poate spune că transformata Laplace a oricărui 
răspuns poate fi scrisă ca o combinaţie liniară a transformatelor Laplace 
a excitaţiilor. Coeficienţii acestor combinaţii liniare sînt ei înșiși combinaţii 
a unor funcţii de variabila complexă s. Aceste funcţii sînt rapoarte a doi 
determinanţi, numitorul fiind determinantul lui Z,, Y, sau Y,, iar numă- 
rătorul fiind un cofactor al acestor matrice. De exemplu, în relația (5) 
determinantul de la numitor este det Y,, iar coeficientul lui 7, este o 
diferență între două astfel de rapoarte de determinanţi. 


Odată cunoscute funcţiile care leagă orice transformată (Laplace) 
a răspunsului unui circuit de orice transformată a excitaţiei (V sau ZI), 
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poate fi determinat răspunsul la orice excitație dată. Astfel, în relaţia (5), 
cunoașterea, expresiilor din paranteze este suficientă pentru a se determina 
răspunsul V,(s) pentru orice valori date lui Va, Ip și Is: 

Vom defini în general ca funcție de circuit raportul dintre transformata 
Laplace a răspunsului şi transformata Laplace a excitației unui circuit. 
Atit răspunsul cît şi excitația pot fi curenţi sau tensiuni. Dacă răspunsul 
și excitaţia se referă la aceleaşi terminale (în care caz unul trebuie să fie 
o tensiune, iar celălalt un curent), atunci funcţia se numește o funcție de 
intrare fie de impedanţă, fie de admitanţă. 

Dacă excitaţia şi răspunsul se referă la terminale diferite, atunci 
funcția este o functie de transfer. 


Funcţii de intrare 


Pentru precizarea noțiunii să considerăm fig. 3.2, a în care este pusă 
în evidență numai o pereche de terminale la care pot îi făcute conexiuni 
externe. Vom presupune că: 

1) circuitul nu conţine surse independente; 

2) este iniţial relaxat — (valorile iniţiale ale tensiunilor pe conden- 
satoare şi ale curenților prin bobine sînt nule). 

Prin „impedanţă de intrare” şi „admilanlă de intrare” la o pereche 
de terminale a unui circuit înţelegem : 


aţa): al 


V, (8) ; 
Za) = HEL Y(s) = = i 
ui A Vi(s)  Z(s) 


L (8)? 


(6) 


unde V, și Z, sînt transformatele Laplace ale tensiunii şi curentului 
la terminale, cu sensurile de referință ca în fig. 3.2. În această definiție 
nu s-a făcut nici o precizare privind modul de excitare sau conectare la 
perechea de terminale a circuitului. Condițiile ca circuitul să nu conțină 
surse independente, iar inițial să fie un circuit relaxat, sînt esențiale pentru 


Îi 
+ j 
d b c 


Fig. 3.2. Funcţii de intrare. 
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definiţia impedanţei sau admitanţei de intrare. Este clar că, dacă circuitul 
conţine surse independente sau condiții inițiale nenule (inițial, „nerelaxat”), 
atunci Z sau Y pot avea diferite valori în funcţie de ce este conectat 
la perechea de terminale şi deci impedanţa sau admitanța de intrare, 
nu va mai fi o caracteristică invariantă proprie circuitului. O altă 
observaţie este că nu s-a făcut nici o precizare asupra naturii funcţiilor 
de timp v(t) şi i(t); definiția lui Z sau Y cuprinde raportul transfor- 
matelor lor Laplace. Să ne întoarcem la calculul lui Z și Y pentru un 
circuit presupus iniţial că nu conţine „dispozitive” mepasire sau mereci- 
proce. Să scriem ecuaţiile la noduri pentru un circuit excitat de o sursă 
de curent ca în fig. 3.2,b. În aceste condiţii, soluţia pentru V, poate 
fi obţinută din (4) în care J, este nenul şi are valoarea Z,. Astfel, pentru 
impedanță vom găsi: 


(5) _ Aud)! 5 
Z Sal = TAL 7.) 
Cp A ( 


unde Z este impedanța de intrare la terminalele circuitului. În relaţia (7) 
notația !, este folosită pentru a indica că este determinantul ecuaţiilor 
la noduri. 

O formulă duală pentru admitanța de intrare Y poate fi obținută 
imediat considerînd că circuitul este excitat de o sursă de tensiune ca 
în fig. 3.2, c; se scriu, deci, un set de ecuaţii pe contur. 

Soluţia setului de ecuaţii pe contur va avea aceeași formă ca (3), 
cu deosebirea că sursele vor fi surse de tensiune echivalente E, (a căro: 
valori vor fi inițial toate nule în afara unei singure surse ce va fi V,), 
iar variabilele vor fi curenţii pe contur. 

Rezolvînd sistemul în raport cu I, rezultă: 


3 7. (5) A,(5) i 
Y a SPUS y ae ENS ` 
ES AS Z 


unde Y este admitanta de intrare iar notația , evidențiază că A este detei- 
minantul matricei impedanțelor de contur. 

Relaţiile (7) şi (8) sînt utile pentru calculul lui Z si Y dar trebuie 
reamintit că ele se aplică în cazul cînd nu există surse controlate sau 
alte astfel de dispozitive. Ele pot fi de asemenea aplicate in unele 
cazuri cînd sursele controlate sînt prezente, dar nu intotdeauna. 

Ca o ilustrare a unui caz simplu, în care (7) și (3) nu se aplică cind 
este prezentă o sursă controlată, să considerăm etajul de amplificare 
cu grila la masă reprezentat în fig. 3.3, a. Modelul liniar este arătat in 
fig. 3.3, b, în care apare sursa de tensiune controlată, 
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Deoarece aceusta nu are o reprezentare sub forma fie a unei impedanțe 
fie a unei admitanţe, să exprimăm sursa de tensiune controlată V in 
funcţie de un curent printr-o latură ; din fig. 3.3, b expresia corespunză- 
toare este V = RI; — V,. Cu această expresie înlocuim sursa de tensiune 
controlată, latura care controlează chiar nefiind arătată în graful din 
fig. 3.3,c. Relaţia V — I în latura controlată (latura 2 în graful din 
fig. 3.3, c) este V, = uV = uR, I; —uV,. Această relaţie dă laturii o 
reprezentare sub forma unei impedanţe. Arborele reprezentat cu linii 
groase în fig. 3.3, c a fost ales astfel ca sursa de excitare să apară într-un 


Fig. 3.3. Amplificator cu grila la masă. 


singur contur (ochi). Matricea de contur B, matricea impedanţelor latu- 
rilor Z, matricea surselor de tensiune V,, pot fi scrise astfel: 


eV 
dia în o o 0 
H sC ea papati ao 
0 0 800| * sii [e 1 1001 
000 RO 
000 0R 


11—c. 554 
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Ecuațiile de contur (BZB'I, = BV,) devin în acest caz: 


i 1 TR R, A Ie kV, 
8C sC 


Admitanța de intrare este 1,/V,. Aceasta poate fi găsită rezolvînd 
ecuațiile pe contur pentru I;. Rezultă : 


I; == An + LA ri 
A A 


Y = 


Astfel, cu toată precauţia de a alege numai un singur contur care 
să conţină sursa de excitație, sursa de tensiune V, apare în ambele ecuaţii 
pe contur, şi ca urmare rezultatul final diferă de (8). Se poate trage 
concluzia că nu întotdeauna formule speciale ca (7) şi (8) conduc la 
rezultatul corect și că în general trebuie apelat la definiţia din relaţia,(6). 


Functii de transfer 


Prin definiție, o funcție de circuit este o functie de transfer cind 
excitația și răspunsul corespund la terminale diferite. Să considerăm 
răspunsul ca fiind tensiunea sau curentul unei anume laturi. Putem evi- 
denția această latură reprezentind-o separat de restul circuitului ca în 
fig. 3.4. 

Pentru ca noțiunea de funcție de transfer să fie uşor de înțeles, 
vom presupune în continuare că circuitul nu conține surse interne inde- 
pendente şi este inițial relaxat. Corespunzător figurii 3.4, a pot fi definite 


Fig. 3.4. Funcții de transfer. 
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patru funcţii de transfer diferite fie cu V,(s) sau 7.(8) ca răspuns şi 
fie cu V,(s) sau I,(s) ca excitație. Din nou remarcăm că în aceste definiţii 
nu se face nici o precizare asupra modului în care este excitat circuitul. 
Deoarece aceasta nu aduce nici o diferenţă, să considerăm aplicată o sursă 
de curent ca în fig. 3.4, b și să folosim ecuaţiile la noduri. Singurul lucru 
ce rămîne de discutat sînt sursele. Chiar dacă există numai o singură sursă, 
aceasta poate apare în mai mult decit o ecuaţie la nod dacă circuitul 
conţine surse controlate. Prin urmare, să presupunem pentru început 
că circuitul considerat nu conţine surse controlate. Atunci toţi J în (4) 
sînt zero, în afara lui J,, care este egal cu I,. Rezultatul analizei pe 
noduri va fi: 


A: 
F(s) = =: I (s 
1(8) a i hit?) 


= | 
e A Suh n) 
Y 


Din aceste relații, ținînd seama de faptul că I; = Y, V,, poate fi obținută 
fiecare funcție de transfer V,/V,, Vz/Iu 1./V, sau I/I. În mod similar, 
presupunînd circuitul excitat cu o sursă de tensiune, ca în fig. 3.4, c, 
se pot scrie ecuațiile pe contur. Expresiile care rezultă din ecuațiile la 
noduri și pe contur vor fi: 

Impedanta de transfer : 


Vals) _ Ae — ôn | _ z âr], 
= = Za 
Iu(8) A ly An 


(9a) 


Admitanţa de transfer : 


Ils) Ly An — ôn Azi, (9b) 


V,(s) j Au Aa 


Cîştigul (amplificarea) de tensiune sau raportul de transfer al tensiunilor : 


Vas) _ A Au ag, Ata, (9c) 
Y,(s) Au iv A P 


Cistigul (amplificarea) de curent sau raportul de transfer al curenților : 


E l 
aO ap Ae Ae = ei, (34) 
I(8) A Ani 
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Trebuie subliniat că : 

1. Aceste formule sînt valabile în absenţa surselor controlate și a 
dispozitivelor nereciproce sau nepasive. 

2. Impedanţele de transfer nu sint reciprocele admitanțelor de 
transfer. 

3. Sensurile de referință ale curenților și tensiunilor trebuie să fie 
ca în fig. 3.4. 

Cind circuitul conţine surse controlate aceste formule particulare 
nu pot fi aplicate. Totuși și în acest caz, funcţiile de transfer vor fi combi- 
naţii liniare a unor rapoarte similare de determinanțţi şi cofactori. 


3.2. CIRCUITE MULTITERMINALE 


Pină acum, în studiul circuitelor electrice, am presupus că structura, 
internă a circuitului este cunoscută și că se poate face o analiză în scopul 
determinării curenților și tensiunilor oriunde în circuit. Totuși, foarte 
adesea, nu interesează curenţii sau tensiunile în toate laturile, ci numai 
curenţii și/sau tensiunile corespunzătoare terminalelor la care sînt făcute 
conexiuni exterioare circuitului. 

De îndată ce este vorba de comportarea exterioară a circuitului, 
detaliile cu privire la structura internă a circuitului nu mai sînt impor- 
tante, important fiind să cunoaştem relaţiile intre tensiunile şi curenţii 
la terminalele exterioare, care determină complet comportarea exterioară 
a circuitului. 

Să considerăm circuitul reprezentat în fig. 3.5, a, care are şase termi- 
nale la care sînt făcute conexiuni exterioare. 

Cum vor fi definite variabilele curenți şi tensiuni? Să definim tensi- 
unile astfel încît tensiunea fiecărui terminal să fie raportată față de un punct 
arbitrar dat? Sau față de masă ca V,? Să fie definite ca tensiuni între 


o- 
D 


a 


Fig. 3.5. Circuit (rețea) cu 6 terminale. 
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perechi de terminale, cum ar fi Vi, sau V? Să fie definiţi curenţii în 
raport cu terminalele (cum ar fi 74) sau pe contur, intrînd într-un terminal 
şi ieșind din altul (cum ar fi J,)? De fapt, după cum vom observa, fiecare 
din aceste convenţii pot fi utile în diferite scopuri. 

În multe aplicaţii conexiunile exterioare sînt făcute numai la termina- 
kle în perechi ale circuitului. Fiecare pereche de terminale reprezintă 
o intrare sau o ieșire a circuitului și este descriptiv — o poartă. Circuitul cu 
6 terminale din fig. 3.5 este reprezentat ca în fig. 3.6,a ca un triport 
şi ca un 5-port în fig. 3.6, b. De notat că nu vor fi făcute alte conexiuni 


Rj 
Ka 
v 
LS 
je]: 
Rg 
90 
îns 


Fig. 3.6. Un circuit cu 6 terminale conectat ca: 
a — triport; b — 5 — port 


exterioare decit la porțile arătate; de exemplu, în fig. 3.6, a nu se va 
face nici o conexiune între terminalele 7 şi 3 sau 1 şi ő. Conexiunile 
trebuie să fie făcute astfel ca același curent care intră printr-un terminal 
al porţii să iasă prin cel de-al doilea terminal. 

Tensiunea porţii este tensiunea între perechile de terminale care 
constituie poarta, 

Există o diferenţă de bază (în afara numărului de porți) între cele 
două tipuri de multiporți reprezentaţi în fig. 3.6. 

În fig. 3.6, b, un terminal al fiecărei porţi este comun tuturor porților. 
Astiel tensiunile porţilor sînt identice cu tensiunile tuturor terminalelor 
in afară de unul faţă de care se măsoară aceste tensiuni. Un astfel de 
circuit este numit un multiport cu bornă comună (terminal comun), sau 
cu bornă la masă. În primul circuit; din fig. 3.6 nu se poate identifica un 
astfel de terminal comun (bornă comună), sau la masă. 

Este posibil să fie necesare şi alte feluri de conexiuni exterioare multi- 
portului, în afară de cele de tipul conexiunilor la perechi de terminale. 
În acest: caz, o descriere a circuitului în raport cu porţile sale nu este 
posibilă şi va fi necesară în acest caz o altă metodă pentru descrierea, 
multiportului ce va fi discutată în paragraful 3.6. 
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3.3. CIRCUITE DIPORT (CUADRIPOLI) 


Se poate incepe prin a trata un circuit multiport general şi a discuta, 
seturile de ecuaţii ce leagă variabilele de la porţi. După aceasta, rezultatele 
pot fi aplicate cazului special al diportului (cuadripolului). 

O altă alternativă este de a trata mai întîi cel mai simplu multiport — 
diportul (cuadripolul), avîndu-se în vedere pe de o parte importanţa de 


Fig. 3.7. Circuit diport (cuadripol). 


sine stătătoare a acestui circuit, iar pe de altă parte faptul că tratarea. 
mai întîi a celui mai simplu caz poate conduce la înțelegerea mai ușoară 
a cazului general al multiportului. 

Vom alege al doilea mod de abordare a problemei. 

Un circuit diport (sau pe scurt — un diport) este ilustrat în fig. 3.7. 


Din cauza utilizării unui diport ca un circuit de transmisiune, una 
din porți — numerotată uzual cu 1 — este denumită intrare; cealaltă — 
poarta, 2 este denumită ieşire. Variabilele la porţi (în raport cu cele două 
porți) sint doi curenți de poartă şi două tensiuni de poartă cu sensurile 
de referinţă standard (de referinţă) ca în fig. 3.7. (În unele lucrări sensul 
de referinţă pentru Z, este luat opus celui ales în fig. 3.7). Pentru compa- 
raţia oricărei formule din alte publicaţii va trebui să verificăm comparativ 
sensurile de referință adaptate pentru parametrii diportului. 


Circuitele exterioare (diportului), care pot fi conectate la intrarea 
diportului sau la ieșirea sa, sînt denumite terminaţii. Vom folosi trans- 
formatele Laplace ale variabilelor şi vom presupune că diportul este 
iniţial relaxat şi că nu conţine surse independente. 

Discuţia care urmează, legată de diferite feluri de a descrie compor- 
tarea unui diport, poate apare într-un anume fel nemotivată. Necesitatea 
unor metode diferite apare clar atunci cînd problema care se pune este 
proiectarea unor circuite ca filtre, circuite de adaptare, corectoare, etc. 
O metodă de descriere, care este convenabilă, de exemplu, pentru un 
circuit de putere, poate fi mai puţin utilă în cazul unui filtru, sau complet 
nepotrivită pentru un amplificator tranzistorizat. Din acest motiv, vom 
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descrie mai multe alternative echivalente pentru studiul comportării unui 
diport. În problema de sinteză a unui circuit, pentru o aplicaţie specifică 
se convine, deseori, să se despartă problema complicată în cîteva părți. 
Fiecare parte a circuitului total este proiectată separat și apoi reunite 
intr-o manieră similară descompunerii originale. Pentru a folosi acest 
procedeu este necesar să știm cum este legată descrierea comportării 
întregului circuit de comportarea părților componente. Din acest motiv, 
vom trata problema interconectării diporţilor. 

Multe rezultate obținute în acest paragraf necesită o sumă conside- 
rabilă de calcule algebrice elementare. Nu vom parcurge toate etapele 
procedeului lăsind cititorul să completeze calculele intermediare omise. 


Parametrii în gol şi în scurtcircuit 


Pentru a descrie relaţiile între tensiunile şi curenţii la porţile unui 
multiport liniar sint necesare atitea ecuaţii liniare cîte porți sînt. Astfel, 
pentru un diport sînt necesare două ecuaţii liniare ce leagă patru variabile, 
Care variabile vor fi considerate dependente şi care independente, 
este o problemă de convenţie și de alegere într-o aplicaţie dată. În 
cazul general al n-portului vor fi 2» variabile curenți şi tensiuni. Numărul 
de căi în care aceste 2n variabile pot fi aranjate în două grupe egale 
este (2%) !/(n!) 2. Pentru un cuadripol, acest număr este 6. 

Expri mind pentru un diport curenţii în funcţie de tensiuni, rezultă 
următorul set de ecuaţii : 


(ei el Petra] ol) i 


Interpretarea cccstor paremetri 1ezultă sin plu anulind pe rînd fiecare 
tensiune. Astfel: 


_ ue) he) 

Yn (8) Talal -o Ya2(8) Vl) e i 
-LOD , ad] 

PO ME N p 


Dimensional, fiecare parametru este o admitanță. Anularea unei tensiuni 
la o poartă este echivalentă cu un scurtcircuit la acea poartă. Din acest 
motiv parametrii y sînt denumiți — parametri admitanță în scurtcircuit 
(sau pe scurt parametrii y). Matricea acestor parametri este notată cu Y, 
şi se numește matricea admitanjă în scurtcircuit. Termenii Yı Şi Yə sînt 
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admitanţele de intrare în scurtcircuit la cele două porţi, iar Ya Și Via 
sînt admitanțe de transfer în scurtcircuit. 

În particular, y, este admitanţa de transfer în sens direct — adică, 
raportul unui răspuns în curent la poarta 2 către o excitație in tensiune 
la poarta, 1, iar y, este admitanța de transfer în sens invers. 

Un al doilea set de relaţii pot fi scrise exprimînd tensiunile la porţi 
în funcţie de curenţii la porţi : 


[re = [ea za] FI) (12) 
F(s) Za fa] |Ia(S) 

De această dată, interpretarea parametrilor se obţine anulind pe rînd 
curenţii. Astfel : 


B V(8) ! i 3 V,(s) i E 
Zu(8) Lle) |, =0 als) 12(8) ARE 
Vs)! LE) i 
= M-A i i , ai Sue g 
Za(s) = L(s)ln-0 als) 12(8) 1-0 


Dimensional, fiecare parametru este o impedanţă. Anularea curentului 
la o poartă este echivalentă cu lăsarea porţii în gol. Din acest motiv 
parametrii z sînt denumiți parametri impedanjă în gol (pe scurt parametri 
în gol). Matricea parametrilor se notează cu Z,, și se numește matricea 
impedanței în gol. Elementele 2, şi Za sînt impedanţe de intrare în gol 
la cele două porţi, iar z2 şi 2, sînt impedanţe de transfer în gol; za este 
o impedanţă de transfer în sens direct, iar 2, este o impedanţă de transfer 
în sens invers. 

Rezultă clar din (10) și (12) că matricele Y, și Z, sint inverse una 
alteia, de exemplu : 


1 23 
Y = e va] y A EEN | Zaz ze 14 
i Va Yaz ui det Ze L— zu Zu (14) 
De aici rezultă că: 
1 
det Z,, 


det i, = i (15) 


Demonstrația acestei din urmă relații este lăsată cititorului ca 
exercițiu. 

Rezultatele obținute pină acum se aplică fie că circuitul este pasiv 
sau activ, reciproc sau nereciproc. 
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Să considerăm funcţiile de transfer ya şi Yı Dacă circuitul este 
'eciproc, conform definiției din paragraful 3.1.4, cele două funcţii de 
transfer vor fi egale. De asemenea vor fi egale 2, și 22, adică pentru 
un circuit reciproc : 


Via = Ya O 212 = 22 (16) 


ce unde rezultă şi că pentru un circuit reciproc Y, și Ze sint simetrice. 


Parametrii hibrizi 


Parametrii z şi y sînt două căi de exprimare a relaţiilor între variabi- 
iele porţilor. Aceştia exprimă două tensiuni în funcţie de doi curenţi 
sau reciproc. Alte două seturi de ecuații pot fi obținute exprimind un 
curent şi o tensiune de la porţi opuse în funcție de cealaltă tensiune şi 
curent. Astfel: 


| Îi pita ei) i 
şi 
i pa EI) a 


Interpretarea acestor parametri poate fi ușor determinată din ecuațiile 
precedente, ca fiind următoarea : 


kend a E Ys) 
I($) '7.=o Vals) ln=0 
ha = I(8) > = I2(8) 
"Lis li=o Vals) ln=o 
(19) 
ah) 49, 
H VAS) n-o 2 Ials) r-o 
Fa V„(s) A Z V a(s) , 
“a V„(8) '1,=0 si I2(8) lv,=o 


Se observă că parametrii } și g sint interpretaţi în condiţii mixte 
ce terminaţie, unii din ei în gol, iar alţii în scurtcircuit. Aceștia sînt denu- 
riți parametri hibrizi h și respectiv parametri hibrizi g. Din aceste 
interpretări rezultă că ha Şi gə sînt impedanţe, iar hs, și gu sînt admi- 
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tanţe. Aceşti parametri sînt legaţi de parametrii z şi y prin relaţiile: 


1 
hp =—' Ju =—: 
Yu Zu 
1 
hag = -— 9 922 = — ` 
22 Va 


(20) 


Parametrii de transfer g şi h sînt fără dimensiuni. Mărimea hp este 
amplificarea (câștigul) de curent în scurtcircuit în sens direct, gip este 
amplificarea de tensiune în gol în sens invers, iar hu, este amplificarea de 
tensiune în gol în sens invers. Vom folosi literele H şi G pentru a nota 
matricele corespunzătoare parametrilor h şi g. 

Prin calculul direct se determină următoarele relații între parametrii 
de transfer : 


— 2 

he = 1 has (21a) 
Za 

J = = Ja’ (21b) 


21 


În cazul special, al circuitelor reciproce, aceste expresii se simplifică 
devenind hi = — ha Şi Qi = — Ja. Cu alte cuvinte, în cazul circuitelor 
reciproce, amplificarea de tensiune în gol pentru un sens de transmisie 
prin diport este egală cu negativa amplificării de curent în scurtcircuit 
pentru sensul opus de transmisie. Ca şi în cazul matricelor Z,, şi Y, 
matricele H şi G sînt inverse una alteia. Astfel: 

I 
G(s) = H-?:{s), det G = —— + 22 
(s) (s) Jet H (22) 


Cititorului îi rămîne să verifice acest lucru. 


Parametrii lanţ 


Au rămas două sisteme de ecuaţii care leagă tensiune» şi curentul 
de la o poartă în funcţie de curentul şi tensiunea de la cealaltă poartă. 
Acestea au fost de fapt din punct de vedere istorie primele folosite în ana- 
liza liniilor de transmisiune. Unul din aceste sisteme este : 


BRIL ce 
I (8) C D] L— I8) 


Tabelul 3.1. 


Parametrii impedanţă Parametri! admitanţă Parametri! hibrizi Parametrii hibrizig 
în gol în scurtcircuit Parametrii lant h o 
= ` Hza — Via A AD-—BC Ihl hız 1 Ma 
ii a ai Ia aa, a pii di a „a Va: 
Iy! ly [9 C haa haa Ta Ju 
z 
—- Ya Wu 1 D = ha 1 Iun Ig! 
Za: 7a aaier Ra eTo a FE = = iai 
lu! Iyl c C aa hy In In 
m Ia ji ii SEE NAD SIBI ie e i EAI Ja 
1 
i izi lzi f d B B ha ha Ias Is 
Zn n ý j zil A ha Jhi 2m 81 
iz! izi i "a B B hu hu Iaa 923 
z z — —1 — Ihi —h 1 € 
u ZI Vas = A B i ; 11 ai PR 
z z 
ABCD 21 21 Va Ya 21 21 Ja 21 
1 z — — —h —1 4 | 
LL 22 iy] Yu c D 22 Sr m 19 
Za Za Ya Ya ha ha Ja Ia 
Izi Ziz 1 — Wa B AD — BC 922 — Iiz 
F D iae g hu hg 
h Z22 Za2 Yu Yu D D 19| igl 
— žy 1 Va lyl =i c h h — In Ju 
> = zi razi 7 21 22 er R 
Zag Za Yu Yu D D 19| igi 
1 — Ta EA Yiz c — (AD-— BC) Rhea — ħa 
3 ai ia ieri Iu Ix 
f Zau Zu Yz Va A A Ihi ihl 
Za Izi — Va 1 1 B — ha LI 
E e T. e a Ja Iaz 
Zu Zu Vo Yaz A A Ihi Ihi 


(VIOadrăavA2) LUOdIa TLINDUID “te 


ILT 
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Acești parametri sînt denumiți parametri lanţ, sau parametri ABCD. 
Prima denumire provine de la faptul că aceşti parametri sìnt utilizaţi 
în mod natural în analiza unei conexiuni în cascadă, tandem sau lant — 
conexiune tipică unui sistem de transmisiune. De notat semnul minus 
în faţa lui — I,, care este consecința alegerii sensului de referință pentru I;, 
şi că folosim notația clasică pentru aceşti parametri (A, B, C, D) în loc 
de a; (i, j = 1, 2) care ar uniformiza notația tuturor acestor parametri. 
De asemenea nu am introdus notații suplimentare corespunzătoare para- 
metrilor inverşi ce se pot obține simplu prin inversarea lui (23). 

Determinantul matricei lanţ poate fi calculat în funcție de parametrii z 
şi y. Se găseşte că: 


det [e p]= 40 — Bo=tnot, (24) 


Za Ya 


care este egal cu unitatea pentru un diport reciproc. 

Discuţia, precedentă destul de detaliată poate deveni obositoare 
dacă se pierde din vedere scopul dezvoltării unor metode de reprezentare 
a comportării exterioare a unui diport şi se prezintă diverse relaţii între 
tensiuni şi curenţi. Fiecare din aceste seturi de relaţii se găsesc utile 
în aplicații. Pentru referire ulterioară vom tabela relaţiile de legătură 
între diferite tipuri de parametri. 

Rezultatul este dat în tabelul 3.1. De notat că aceste relații sînt 
valabile în cazul unui diport general nereciproc. 


Zerourile de transmisie 


Sînt importante observaţiile care pot îi făcute în legătură cu zerourile 
diferitelor funcţii de transfer. Acestea rezultă poate cel mai evident, 
privind una din coloanele tabelei 3.1, de exemplu coloana în care toți 
parametrii sint exprimaţi în funcţie de parametrii y. Rezultă că : 


Za(9) = Hal) , (25a) 
Yu Yz — Yiz Yar 
halo) = 220, (25b) 
u (8) 
gals) = 8, (250) 
Yaa(8) 


Exceptind unele posibile simplificări, toate aceste funcţii de transfer 
vor avea, aceleaşi zerouri. Folosim termenul de zero de transmisiune pentru 
a ne referi la valoarea lui s pentru care există un zero al funcţiei de trans- 
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fer, fără a specifica despre care funcţie de transfer este vorba — dacă 
este amplificarea de tensiune, o admitanţă de transfer sau oricare alta. 


Exemplu. Pentru a ilustra calculul parametrilor unui diport să considerăm circuitul repre- 
zentat in fig. 3.8, care poate fi considerat, în anumite condiții, ca un model al unei triode. 
Să calculăm parametrii y ai acestui circuit. 


Fig. 3.8. Exemple pentru calculul parametrilor diportului. 


Cel mai simplu procedeu este să folosim relaţiile de definiție date în (11). Dacă se scurt- 
= rcuitează terminalele de ieșire, circuitul care rezultă va avea forma din fig. 3.9. Din punctul 
á? vedere al intrării sursa controlată nu are nici un efect ; astfel y,, este admitanța combinației 
paralel a lui R și C,: 


1 
Yal) = — + 8Cr 
n Ro 


Fig. 3.9. Circuit cu terminale!e 
de ieșire în scurtcircuit. 


E „Pentru calculul lui ya, presupunem la intrare o sursă de tensiune V,(s). Aplicind legea 
lzi Kirchhoff nodului notat cu 7 (fig. 3.9), vom găsi că I} = gmV, — sC,V,. Astfel Ya devine: 


I(5) 
V,(s) 


Ya = 


= fm — SC. 
7,=0 


Acum scurtcircuităm terminalele de intrare ale circuitului original (fig. 3.8). Circuitul rezultat 
va avea forma din fig. 3.10. 


Fig. 3.10. Circuit cu terminalele 
de intrare în scurtcircuit. 
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Deoarece V, este zero, sursa dependentă de curent este de asemenea nulă. Astfel este simplu 
de calculal Yz și us: 


Se vede că y, diferă de yp, ceea ce se poate întimpla din cauza sursei de curent con- 


trolale. 
Dacă parametrii y sint cunoscuţi, oricare alt set de parametri poate fi calculat folosind 


relaţiile din tab. 3.1. De notat că chiar in condiţiile că C, şi C, sint zero și Rọ infinit, para- 
metrii y există dar parametrii z nu există (2,,, 220 Și Za devin infiniţi). 
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Un circuit diport dat cu un anumit grad de complexitate poate fi 
privit ca fiind construit din circuite diport mai simple ale căror porți sînt 
interconectate în anume feluri. Invers, un circuit diport, care urmează 
să fie construit, poate fi proiectat prin combinarea: unor blocuri constructive 
simple. Din punctul de vedere al proiectantului este mult mai simplu 
să proiectăm blocuri simple, pe care apoi să le interconectăm, în loc 
să proiectăm un circuit complex ca un tot unitar. 

Un motiv în plus, de ordin practic, în favoarea acestui procedeu este 
acela că este mult mai uşor de ecranat unităţile mici şi de a reduce 
astfel capacităţile parazite față de masă. 


Conectarea în caseadă 


Interconectarea cuadripolilor poate fi făcută în mai multe feluri. 
Cel mai simplu mod de interconectare a doi cuadripoli este conectarea 
lor în cascadă sau în tandem. Doi cuadripoli se spune că sint conectaţi 
în cascadă dacă poarta de ieşire a unuia este poartă de intrare a celui 
de-al doilea, ca în fig. 3.11. 


Fig. 3.11. Conectarea in cascadă a diporţilor. 


3.4. INTERCONECTAREA CIRCUITELOR DIPORT 175 


În problema interconectării, din punctul de vedere al analizei, este 
interesant să studiem relaţiile între parametrii întregului circuit şi para- 
metrii blocurilor constructive. Conectarea în tandem este studiată cel 
mai convenabil cu ajutorul parametrilor ABCD. Cu notaţiile şi sensurile 
de referință adoptate în fig. 3.11, rezultă că: 


[e (zale ETa] 


Astfel, pentru sistemul de ecuaţii ABCD al circuitului N, putem serie: 


lalea l-a) 

— Ia] Lu] LC, Dill—Ie 

În plus, dacă scriem sistemul de ecuații ABCD pentru circuitul N, şi 
ţinem cont de relaţiile precedente, se obține: 


[ale ollella zile al-z] 

L Ca D, n Iza Ca D, C, D, a I, 

Astfel, matricea ABCD a unor cuadripoli în cascadă este egală cu produsul 
matricelor ABCD a cuadripolilor individuali, adică : 


f pa B, ja | (26) 
C D] |C DJL D, 

Odată cunoscute relațiile între parametrii cuadripolului total şi para 
metrii cuadripolilor constitutivi pentru oricare set de parametri, relaţiile 
pentru oricare alt set de parametri pot fi deduse prin calcul algebric; 
de exemplu parametrii în gol ai cuadripolului total pot fi găsiți în funcţie 
de cei ai cuadripolilor în cascadă exprimînd parametrii z în raport cu 


parametrii ABCD pentru fiecare cuadripol în cascadă în parte. Rezul- 
tatul va îi: 


zu — iza %e1a Zizo 12 
ži Di Zaza F Zuw Zaza + Zib 
: : = i (27) 
iasa Zaza 22 zau — 212 Zaw 
Zaza T Zu Zaza + Ži 


Detaliile acestui calcul sînt lăsate cititorului. 
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Sint necesare cîteva observaţii. Cind se doreşte să se determine un 
anume parametru specific unui cuadripol total în funcţie de parametrii 
corespunzători cuadripolilor interconectaţi, poate fi mai simplu de utilizat 
o analiză directă în locul folosirii relaţiilor din tabelul 3.1. 

Ca, exemplu, să presupunem că dorim să găsim expresia lui 2, pentru 
circuitul din fig. 3.11. Elementul z, este raportul între tensiunea de ieşire 
în gol și curentul de intrare; adică z} = V2/1,. Să presupunem că se aplică 
circuitului la intrare un curent I, şi să înlocuim, folosind teorema de 
echivalență Thévenin, circuitul din stînga bornelor de ieșire a lui N.. 
Rezultatul este dat în fig. 3.12. 


Fig. 3.12, Înlocuirea circuitului AN, prin echivalen- 
tul său Thévenin, 


Prin definiţie za = Va/ly, cu terminalele de ieșire în gol. Acum 
poate fi uşor calculat 1, din circuitul din fig. 3.12 


Ins Zoa În 
w» = 
220 + 21% 
Deci: 
RE Y: = V, =A = + = 
2 = 
In Za În Zola L 
Z220 F Z1 
În final: 
za V: = Za1a 721 è (28) 


I Zen + 2 


rezultat care corespunde celui cuprins în relația (27). 

O proprietate importantă a cuadripolilor conectaţi în cascadă se observă 
din expresiile impedanţelor de transfer (27). Zerourile lui z» sînt şi zerou- 
rile lui 22. Și 22 (O relaţie similară are loc şi pentru 2,2). Astfel zerourile 
de transmisiune ale întregii cascade constau din zerourile de transmisie 
a fiecărei cuadripol component. Aceasta este baza teoretică a unor metode 
importante de sinteză a circuitelor. Acest fapt permite proiectarea indi- 
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viduală a cuadripolilor care să asigure anumite zerouri de transmisiune 
inainte de conectarea lor în cascadă; de asemenea permite ajustarea şi 
reglajul individual al elementelor în cadrul fiecărui cuadripol, pentru 
a obţine un zero dorit, fără a influența ajustarea întregului cuadripol. 


Coneetarea paralel și serie 
Să ne întoarcem la alte interconectări ale cuadripolilor care, spre 


deosebire de conectarea în cascadă, implică ambele porți. Două posibilităţi 
evidente sînt conectările serie și paralel. Doi cuadripoli se spune că sînt 


Fig. 3.13. Conectarea diporţilor în paralel și seric. 


conectaţi în paralel dacă porțile lor de intrare şi ieşire corespunzătoare sînt 
conectate în paralel ca în fig. 3.13, a. În conexiunea paralel tensiunile 
de la intrarea și ieșirea cuadripolilor componenți sînt obligate să fie aceleaşi 
în timp ce curenţii la porţile cuadripolului total sînt egali cu sumele curenți- 
lor corespunzători la porțile cuadripolilor conectaţi în paralel. Aceasta 
presupune că relaţiile între porţile cuadripolilor individuali nu sînt alterate 
cînd aceştia sînt conectaţi în paralel. 
În acest caz, pentru cuadripolul total se poate serie: 


L ] Le] Ea | la să | Fia | 
E Ina I» Yoa Yoza ILV za 
+ Pa >] i. | = [Yna Ym Yiz F Yiz Il | (29) 
Yas Ya ILV% Lyza + Yz Yeza + Yew ILV: 


Adică, matricea admitanţelor în scurtcircuit a doi cuadripoli conectati în 
paralel este egală cu suma matricelor admitantelor în scurtcircuit a cuadri- 
polilor componenti 


Y. = Yea +Y seb” (30) 


12 — c. 854 
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Dualul conexiunii paralel este conexiunea serie. Doi cuadripoli sînt 
conectaţi în serie dacă porțile lor corespunzătoare de intrare şi ieșire sînt 
conectate în serie ca în fig. 3.13, b. 

În această conexiune curenţii de la intrare și de la ieşire sînt forțați 
să fie aceiaşi, în timp ce tensiunile cuadripolului total sînt egale cu sumele 
tensiunilor de la porţile cuadripolilor individuali. Din nou se presupune 
că relaţiile între porţile cuadripolilor individuali nu sînt afectate cind este 
făcută conectarea cuadripolilor. În acest caz relaţiile ce pot fi scrise pentru 
cuadripolul total sînt: 


(Pe pa Popa [a 


H d |» ]- = [i + Ziza t a +]; (31) 


Z210 Ž22 Zos F Zob Zeza + 222 ll2 


Adică, matricea impedantelor în gol a doi cuadripoli conectati în serie este 
egală cu suma matricelor impedanţelor în gol a cuadripolilor componenți : 


Za = Zaca + Zoo: (32) 


Dintre aceste două tipuri de conexiuni — serie şi paralel — conexiunea 
paralel este mult mai utilă și îşi găseşte o largă aplicare în sinteza circuite- 
lor. Un motiv de ordin practic este acela că permite conectarea în paralel 
a doi cuadripoli cu bornă comună (cu bornă la masă), rezultatul fiind 
un cuadripol cu bornă comună. Un astfel de exemplu este circuitul paralel 
în scară, (al cărui caz special este circuitul dublu T sau T-podit) arătat 
în fig. 3.14. 


Fig. 3.14. Circuite în scară conectate în paralel. 


Pe dc altă parte conectarea în serie a doi cuadripoli conduce la un 
cuadripol cu bornă comună numai dacă unul din cuadripoli este un cua-. 
dripol în T. Să considerăm doi cuadripoli cu bornă la masă conectaţi 
în serie ca în fig. 3.15,a. Este clar că o astfel de conectare este inadmisi- 
bilă deoarece terminalul de masă a lui N, va scurteireuita pe N,, vio- 
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lindu-se astfel condiţia ca cuadripolii individuali să fie neafectaţi de 
interconectare. Situaţia este remediată legînd împreună terminalele 
comune ale celor doi cuadripoli ca în fig. 3.15, b. În acest caz cuadripolul 


Fig. 3.15. Conectarea în serie a diporţilor cu bornă comună. 


rezultat nu mai este un cuadripol cu bornă comună. Dacă unul din cua- 
dripoli este în T, conectarea în serie ia forma din fig. 3.15,c. Acesta poate 
ti redesenat ca un cuadripol cu borna comună ca în fig. 3.15, d. Se lasă 
cititorului demonstraţia că ultimii doi cuadripoli au aceiaşi parametri z. 

Sînt posibile unele variaţii ale conexiunii serie şi paralel conectînd 
porţile în serie la un capăt și în paralel la celălalt capăt. Acestea sînt 
numite conexiuni serie-paralel, şi paralel-serie. Cum se poate presupune, 
in aceste cazuri, parametrii h şi g ai cuadripolilor individuali sînt aceia 
care adunaţi dau respectiv parametrii h și g ai cuadripolului total. Demons- 
trația este lăsată cititorului ca exerciţiu. 


Restrieţii la interconectarea cuadripolilor 
Ne-a rămas să stabilim condiţiile în care doi cuadripoli pot fi inter- 


conectaţi fără a afecta prin conectare relaţiile între porţile cuadripolilor 
individuali. Pentru conexiunea paralel să considerăm fig. 3.16. Cite o pereche 


Fig. 3.16. Test pentru conectarea diporţilor în paralel. 
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de porţi a fiecărui cuadripol este conectată în paralel în timp ce celelalte 
porți sînt scurteircuitate individual. Sînt folosite scurtcircuitele deoarece 
parametrii care caracterizează cuadripolii individuali și cuadripolul total 
sînt parametrii admitanţei în scurtcircuit. Dacă tensiunea V arătată 
în fig. 3.16 este nenulă, atunci cînd porțile secundare vor fi conectate 
va exista un curent de circulație cum este sugerat în figură. Astfel, con- 
diția potrivit căreia curentul ce iese din terminalul unei porți să fie ega l 
cu curentul ce intră în celălalt terminal al porţii este violată, și prin 
urmare relaţiile între porțile cuadripolilor individuali vor fi afectate de 
interconectare. 


Pentru cazul conexiunii serie, să considerăm fig. 3.17. 


Fig. 3.17— Test pentru conectarea diporţilor în serie. 


Cite o pereche de porți a fiecărui cuadripol este conectată în serie 
în timp ce celelalte porţi sînt lăsate în gol. Sint folosite gol-circuitele 
(porţile lăsate în gol) deoarece parametrii care caracterizează cuadripolii 
individuali şi cuadripolul total sint parametrii impedanță în gol. 

Dacă tensiunea V este nenulă, la conectarea în serie a porţilor secun- 
dare va exista un curent de circulație cum este sugerat în figură. Din 
nou relaţiile între porţile cuadripolilor individuali vor fi modificate prin 
conectarea cuadripolilor şi astfel adunarea parametrilor impedanță nu 
va mai fi valabilă pentru întreg circuitul. Cu unele modificări evidente, 
aceste teste se aplică conexiunilor serie-paralel şi paralel-serie. Discuţia 
precedentă asupra condiţiilor în care pot fi obținuți parametrii totali 
ai cuadripolilor interconectaţi prin adunarea parametrilor cuadripolilor 
componenți a fost mai curînd o schiţare a problemei. Se lasă cititorului 
sarcina de a suplini detaliile. 

Cînd se descoperă că o anumită inte:conexiune nu poate fi făcută 
datorită introducerii curenților circulatori, există o cale de a opri acești 
curenți și de a permite astfel să fie făcută conexiunea. Procedeul este 
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simplu şi constă în punerea la una din porţi a unui transformator ideal 
izolator cu raportul de transformare 1 : 1, aşa cum este ilustrat în fig. 3.18, 
pentru cazul conexiunii paralel. 


Fig. 3.18. Utilizarea unui transformator- 
izolator pentru a permite interenoectarea. 


3.5. CIRCUITE MULTIPORT 


Paragraful precedent s-a ocupat în detaliu de circuitele diporți (cua- 
dripoli). Să ne întoarcem atenţia la circuitele avind mai mult decit două 
porți. Ideile discutate în ultimul paragraf se aplică de asemenea multi- 
porţilor cu extensiile corespunzătoare. 

Să considerăm circuitul m-port arătat în fig. 3.19. 


Fig, 3.19. Circuit-(reţea) multiport. 


Comportarea exterioară a acestui circuit este complet descrisă din- 
du-se relaţiile între tensiunile și curenții la porţi. Un set de astfel de relaţii 
exprimă toate tensiunile la porţi în funcţie ce curenţii la porți 


V, žu ĉi e 2 [h 
LE = |a Fez -e Zon I (33a) 


V > ~ 
n -Snl ~n? o". “nn 
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V=Zl. (33b) 


Prin observație directă se vede că parametrii pot îi interconectați ca : 


V.! 
pana 2 
Zig 57 roti celia!ţi (34) 
L curenți =0 


care este pur şi simplu extinderea caracterizării unui cuadripol prin impe- 
danţele în gol. Matricea Z, este asemănătoare celei din relația (12) cu 
deosebirea că este de ordinul n. 

Matricea admitanţelor în scurtcircuit pentru un cuadripol poate 
fi extinsă direct pentru un n-port. Astfel : 


I = Y, V, Yi = [Yu] (35a) 
unde 


I z 
Yir = a Toate celelalte (35b) 
k tensiuni=0 


Dacă acum ne gîndim să extindem reprezentarea cu ajutorul para- 
metrilor hibrizi ai cuadripolilor ne vom izbi de anumite probleme. În 
această reprezentare variabilele sint mixte — curenți şi tensiuni. Cum 
vor fi alese variabilele „independente! şi „dependente“ pentru un cir- 
cuit cu mai mult de două porți? În cazul unui triport, de exemplu, pot 
fi făcute următoarele trei alegeri: 


V, I v, L L v, 
|z: = M, Ie , I, = M, B ? Y, — M, I, 
I, VY, Va I, VY; I, 


Tot aşa de bine pot fi alese și inversele acestor relații. În aceste aleger i 
fiecare vector conține exact o variabilă din fiecare poartă. Este de ase - 
menea posibilă o alegere ca : 


v, IL 
V| = M, |Z 3 
I, Vs 


unde fiecare vector conține și curentul și tensiunea unei anumite porți. 
Primele categorii sînt analoage reprezentărilor cu ajutorul parametrilor 
hibrizi k şi g din cazul cuadripolilor. Ultimele au ceva din trăsăturile 
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reprezentării cu ajutorul matricei lanț. Este clar că nu este convenabil 
să urmăm această logică a reprezentărilor posibile pentru un caz general. 
Ca şi în cazul cuadripolilor, este posibil să interconectăm circuitele multi- 
port. Doi multiporţi se zice că sînt conectaţi în paralel dacă porţile lor 
sînt conectate în paralel în perechi. Nu este necesar ca cei doi multiporţi 
să aibă acelaşi număr de porți. Porţile sint conectate în paralel pînă la 
terminarea lor și nu are importanță dacă s-au terminat în acelaşi timp 
pentru ambele circuite sau mai devreme pentru unul. 

În mod similar, doi multiporți se zice că sînt conectaţi în serie dacă 
porţile lor sint conectate în serie în perechi. Din nou, cei doi multiporți 
nu trebuie să aibă obligatoriu acelaşi număr de porţi. 

Ca şi în cazul cuadripolului matricea y generală a doi n-porți conec- 
taţi în paralel este egală cu suma matricilor y ale n-porților individuali. 
Similar, matricea z generală a doi n-porţi conectaţi în serie este egală 
cu suma matricelor zale n-porților individuali. Acestea, desigur, presupun 
de asemenea ca interconectarea nu alterează parametrii n-porților indi- 
viduali. 
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Descrierea unui circuit prin comportarea sa la porți este posibilă 
numai dacă conexiunile exterioare circuitului sint făcute la terminale 
luate în perechi. 

În general terminalele nu vor fi împerechiate pentru a forma porți. 
În acest caz va fi util să avem o descriere a comportării externe a cir- 
cuitului luat mai de grabă ca un circuit multiterminal decît ca un circuit 
multiport. În acest paragraf vom introduce o astfel de descriere. Să ne 
întoarcem la fig. 3.6. Circuitul cu șase terminale arătat acolo este repre- 
zentat ca un 5-port cu bornă comună, definind tensiunile a cinci dintre 
terminale în raport cu cel de-al şaselea terminal luat ca nod de referinţă. 
Pentru un astfel de multiport cu bornă comună să presupunem că ale- 
gem ca nod de referință un punct arbitrar exterior circuitului așa cum 
este arătat în fig. 3.20 pentru un circuit n-terminal. 

Vom presupune că circuitul este conect, ceea ce presupune că nici 
un terminal nu este izolat de restul circuitului. Legea lui Kirchhoff privind 
curenții acestui n-terminal se serie clar : 
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Deoarece circuitul este liniar, curenţii pot fi exprimaţi ca o combi- 
nație liniară a tensiunilor terminalelor, astfel că : 


L| Yun Yiz --- Y v’ 
le = Va Yzz »-- Yon LE . (36) 


Fig. 3.20. Definiţia variabilelor terminalelor. 


Dimensional, elementele matricei coeficient a acestei ecuaţii sînt 
admitanţe ; mai precis, admitanţe în scurtcircuit. În fig. 3.20, b toate 
terminalele sînt conectate la un nod de referinţă, iar între terminalul k 
şi nodul de referință este conectată o sursă de tensiune. Acum poate fi 
determinat fiecare curent de terminal. Parametrii matricei vor fi : 


= I 
Vik = 7 (Tonte celelalte 
k l terminale la masă 


(37) 
Aceştia sint asemănători parametrilor y pentru un diport. Să exa- 
minăm relațiile de mai jos. Matricea coeficient din relația 3.36 este 
denumită matricea de admitanță nedefinită şi este notată cu Y,. În con- 
tinuare vor fi date citeva din proprietăţile acestei matrice. 

În primul rînd să presupunem că ecuaţiile scalare, reprezentate de 
ecuația matriceală (36), sînt toate adunate. Potrivit legii curenților alui 
Kirchhoff, suma curenților este zero, astfel: 


(Yn FF Ya eee + Ym) Vi + (Yi FY +... Yn) Va +. 
+ (Vin + Von Poate he Ynn) Va =0. 
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Expresiile din interiorul fiecărei paranteze sînt sumele elementelor 
coloanelor matricei Y,. Tensiunile terminalelor sînt toate independente. 
Să presupunem că toate terminalele, exceptînd terminalul k, sint scurt- 
chitate. În acest caz, relația de mai sus se reduce la: 


(ip a t -e a) = 0. (38) 


Teoaece V, Æ 0 rezultă că suma elementelor fiecărei linii a matricei 
ce admitanţă nedefinită este nulă. Deci liniile nu sînt toate independente 
şi prin urmare Y, este o matrice singulară. 


Ceea ce este valabil pentru coloane este valabil şi pentru rînduri. 
Să presupunem că toate terminalele, exceptind terminalul k, sint lăsate 
in gol şi că terminalului k i se aplică o sursă de tensiune V,. Presupuniînd, 
in continuare că nici un terminal nu este izolat, tensiunile tuturor celor- 
lalte terminale vor fi de asemenea egale cu FV, Evident, toţi curenţii 
vor fi nuli, cu excepţia lui I,. Cu toate tensiunile egale, relaţia (3.36) 
poate fi scrisă pentru curentul I, astfel: 


I; = (Ya F Yr E ooe F Yin) = 0. 


Deoarece V, Æ 0, suma elementelor fiecărui rind a lui Y, este egală 
cu zero. 

Odată cunoscută matricea de admitanțe nedefinită, pentru un cir- 
cuit cu n + 1 terminale, este simplu să-l transformi într-un n-port cu 
tornă comună. Fie al „n + 1“-lea — terminalul care va fi comun n-por- 
tului ; tensiunea sa va fi zero. Astfel ultima coloană a lui Y, în (3.36) poate 
fi omisă, deoarece elementele ei sînt coeficienții acestei tensiuni care 
este zero. De asemenea, curentul acestui terminal care este redundant, 
cum ezultă din legea curenților lui Kirchhoff şi, deci, şi ultimul rînd 
a lui Y, poate fi omis. Deci, transformarea unui terminal al circuitului 
in bonă comună se obține prin omiterea liniei şi coloanei corespunză- 
toare acelui terminal din matricea admitanțelor nedefinită. 


Operația inversă permite formarea matricei Y; din matricea 
admitanțelor în scurtcircuit a unui n-port cu borna comună ; adică dindu-se 
matricea admitanțelor în scurtcircuit a unui n-port cu bornă comună, 
“e adaugă matricei un alt rind, ale cărui elemente sint sumele cu semn 
schimbat aletuturor elementelor coloanei corespunzătoare. Apoi se adaugă 
o altă coloană, ale cărei elemente sînt sumele, cu semn schimbat, ale tuturor 
elementelor liniei corespunzătoare. 


Să ilustrăm acest proces cu un diport cu bornă comună reprezentat 
in fig. 3.21, a. Tensiunile la porţi, care în mod normal sint notate cu V, 
şi Va. vor fi notate cu Vae și Vu, pentiu a sublinia cele două terminale 
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ale fiecărei porţi. În fig. 3.21, b nodul-tensiune de referinţă este ales ca 
un punct diferit de terminalele cuadripolului. Să scriem mai întîi ecuaţiile 
pentru diport ; apoi să înlocuim pe V, cu V, — Va şi Vye u F, — V3: 


In = Yu Va + MaVae = Yanl Vi — Va) + Yl V — Va), 


Ia = Ya Vas + YaoVue = Yal Vi — Va) + Yel Ve — Va). 


Fig. 3.21. Diportul cu bornă la masă reprezentat ca un circuit tri-terminal. 


Din legea lui Kirchhoff privind curenții rezultă că 7, din fig. 3.21 b este 
egal cu — (I, + 17). Adăugînd această relație celor două relații prece- 
dente se obține : 


Ii = YnVa + ViVe — (Yn + Yi) Vas 
Ia = Ya Vi + YV — (Ya + Yz) Vs (39) 


13 = — (Yn + Ya) Va — (Yie + Y2) V2 + (Yn + Viz + Yat Yz) Vs 


Matricea coeficient a acestei ecuații este Y,. 


De notat că această matrice poate fi formată imediat din matricea 
originală Y,„ prin procedeul de adăugare a unei linii şi coloane folosind 
proprietatea anulării sumei elementelor liniilor şi coloanelor matricei Y,. 

Procedeul discutat conține și o metodă ca, plecînd de la matricea 
Y, a unui multiport cu un terminal ca bornă comună, să se determine 
matricea Y, a unui multiport cu oricare alt terminal ca bornă comună. 
Aceasta este util, de exemplu, pentru obţinerea schemei echivalente 
a unui amplificator cu triodă cu grila la masă cunoscînd schema echi- 
valentă cu catoda la masă sau reprezentarea unui amplificator cu baza 
comună din reprezentarea cu emitor comun. Pentru a ilustra procedeul 
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să considerăm diportul cu bornă comună reprezentat in fig. 3.22, a. Ma- 
tricea, admitanţelor în scurtcircuit a acestui diport este: 


P 
— sC E 
G, +8sC] P 


Fig. 3.22. Matricea admitanță nedefinită pentru un amplificator 
electronic. 


(Literele au fost folosite pentru a identifica coloanele și rîndurile cu ter- 
minalele specifice). Din matricea admitanțelor în scurtcircuit se poate 
scrie imediat matricea de admitanță nedefinită : 


G P. K 
G, +80 — s0 -G, G 
Y, =| 9n — 80 G +80 — (9n +6,) | P (40) 
z (In + G,) a G, Int G, +6, K 


Pentru a găsi matricea admitanţelor în scurtcircuit a configurației cu 
grilă comună reprezentată în fig. 3.22,b este suficient să suprimăm linia 
și coloana corespunzătoare terminalului grilă, care în relaţia (40) cores- 
punde primei linii şi coloane. Desigur, trebuie să ne asigurăm că rîndurile 
şi coloanele care rămîn corespund intrării şi ieșirii — în cazul nostru 
catodei și anodului. Deci : 
K P 
fa +6, +6, a] K 
— (6, +9m) Gp +80] P 

Rezultă că o dată cunoscută matricea admitanță nedefinită a unui 

circuit multiterminal, diferitele manipulări ale acestuia pot fi descrise 


prin simple schimbări ale matricei Y,. Citeva din acestea vor fi discutate 
in continuare. 


Ya B 
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Conectarea a două terminale 


Să presupunem că două terminale ale unui n-port sint conectate 
într-un singur terminal. Cei doi curenți exteriori sînt înlocuiți printr-unul 
singur egal cu suma primilor doi. 

Cele două tensiuni sint acum identice. Astfel matricea Y, a circui- 
tului cu (m — 1) terminale se obţine prin adunarea celor două rînduri 
şi coloane, corespunzătoare celor două terminale, din matricea Y,—ori- 
ginală. (Această sumă inlocuiește cele două rînduri şi coloane originale). 
Generalizarea pentru mai mult de două terminale este evidentă. 


Suprimarea terminalelor 


Să presupunem că unul din terminale este făcut terminal intern, 
la care nu poate fi făcută nici o conexiune exterioară, Acest procedeu 
se numeşte suprimarea unui terminal. Curentul la acel terminal, fie el 
al n-lea, va fi zero. Ecuația pentru I, = 0 poate fi rezolvată pentru V, 
(presupunind Yy „%0) iar rezultatul substituit în celelalte ecuaţii. Aceasta 
va elimina pe V, și vor rămine astfel n — 1 ecuaţii pentru n — 1 tensiuni. 
Procedeul poate fi extins în formă matriceală pentru mai mult decît 
un terminal după cum urmează: 

Ştiind că I = Y, V, se pot despărţi matricele în forma : 


[rlia va hu] 


LA = Yu Vat YV 


sau 


(41) 
I, = Ya Ve F Yaz Vy, 
unde l, și V, corespund terminalelor care vor fi suprimate; adică vec- 


torul I, = 0. Rezolvind a doua ecuație (3.41) în raport cu V, şi substi- 
tuind în prima ecuație se obține : 


Vo = — Ya Ya Va, 
(42) 
IL = (Ya — YY a Ya )Ve 
Noua matrice de admitanță nedefinită este 
Y, = Ya — YY Ya. (43) 
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Circuite în paralel 


Matricea, de admitanţă nedefinită a două circuite conectate în paralel 
este egală cu suma matricelor Y, a celor două circuite. Prin „conectare 
tn paralel” înţelegem că fiecare terminal al unui circuit este conectat 
la un terminal al celuilalt circuit și împreună au un nod de tensiune de 
:eferință. Nu este necesar ca cele două circuite să aibă acelaşi număr 
de terminale. În acest caz, matricea Y, a circuitului cu mai puţine ter- 
"ninale va fi completată cu rînduri și coloane nule. 

În particular, un simplu dipol conectat la două terminale ale unui 
multiterminal poate fi considerat ca fiind ìn paralel cu acesta. De notat 
că matricea admitanță nedefinită a unei laturi avînd admitanţa Y, este: 


, pasă : | Yy-yY 
Y, a unei singure laturi = . 
-Y Y 


Coiactorii determinantului matricei Y, 


O proprietate foarte importantă a determinantului matricei admi- 
tanței nedefinită rezultă din faptul că suma elementelor fiecărei linii 
și coloane este zero. Să presupunem că det Y, este dezvoltat după latura j. 
Rezultatul este : 


det Y,=— Via Aa + Wizz He F Yin Ajas 
unde A, este cofactorul (j, k) al determinantului lui țY,. Deoarece suma 


elementelor liniei j este zero, putem înlocui un element cu suma cu semn 
schimbat a celorlalte elemente ale liniei. Astfel 


Yn = — (a + Yis oo F Yin) 
Înlocuind aceasta în relația precedentă se obține 
det Y; = Yil Aja — An) + Ylh — An) H oee H Yin (Ain An) 0. 
Determinantul este egal cu zero deoarece Y, este singulară. Mai mult, 
determinantul este zero indiferent de valorile elementelor y; Astfel 
altima ecuație va fi satisfăcută numai dacă fiecare termen din paranteză 
va fi zero, adică : 
Ar = An. (44) 
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Aceasta. înseamnă că toți cofactorii elementelor oricărei linii sint 
egali. 

Același procedeu, plecind de la dezvoltarea determinantului lui Y, 
după elementele unei coloane, va conduce la un rezultat similar, privind 
egalitatea cofactorilor elementelor oricărei coloane. Deoarece fiecare 
linie şi coloană are un element comun, cofactorul acestui element este 
egal cu toţi cofactorii acelei linii şi coloane. 

Concluzia este că toti cofactorii matricei admitanță nedefinită sînt 
egali. Această proprietate a condus pentru Y, la numele de matricea 
echicofactor. 


Exemplu. Să ilustrăm printr-un exemplu cum poate fi folosită matricea de admitanţă 
nedefinită în diferite calcule pentru un circuit. Să considerăm circuitul din fig. 3.23, a. Se do- 
rește să se găsească matricea admitanţelor de scurtcircuit a cuadripolului reprezentat în con- 
figurația cu bornă comună. Vom face aceasta (1) folosind matricea admitanţă nedefinită a 
cuadripolului din fig. 3.23, b, (2) adăugindu-i o singură latură, (3) suprimind terminalul 3 şi in 
final (4) transformind nodul 4 în nod de referință. 


| 
I 


C 


Fig. 3.23. Determinarea admitanţelor în scurtcircuit folosind 
matricea Y;. 


Pentru determinarea lui Y, vom considera inițial circuitul cu un triport cu bornă comună 
şi nodul 4 ca nod de referinţă ca în fig. 3.235. Parametrii y ai acestui tripol pot fi găsiţi din 
definiţia lor, de exemplu aplicind o tensiune porţii din stinga, și scurtcircuitind celelalte două 
porţi ca în fig. 3.24. 


l 
Ya pyShsti 


Fig. 3.24. Calculul lui Y,, pentru un triport. 
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Din această figură pot fi determinaţi cu ușurință trei din parametrii y. Ceilalţi para- 
metrii y sint găsiţi într-un mod similar, iar rezultatul va fi: 


4s+1 — 4s —1 
Yy = | — 4s 4s+2 2] 
—1 —2 3s +3 


Matricea de admitanţă nedefinită se găsește simplu adăugind un rind și o coloană ale căror 
“lemente sint determinate cu ajutorul proprietății de anulare a sumei elementelor unui rind 
si a unei coloane pentru o matrice Y;. Rindul și coloana adăugate corespund laturii 5. Deoarece 
aceasta este conectată între terminalele 2 şi 4, vor apare clemente nenule în aceste două 
zinduri și coloane. Matricea Y, va fi: 


F 4s+ 1 —4s —1 00 0 0 4s+1 —4s —1 0 

3 — 4s As +2 —2 0 5s 0—5s T 9s+2 —2 —5s 
i=j 1 —2 3s +3 R 00 0 0 —2 3s+3 —3s |” 

0 0 —3s 3s 0—5s 0 5s —5s —3s 8s 


Următoarea etapă este suprimarea terminalului 3. 

Pentru aceasta vom schimba între ele rindurile și coloanele 3 și 4 cu scopul de a trece 
pe ultima poziţie rindul şi coloana 3. Apoi pentru a identifica matricele, ca în relația (41) 
vom separa pe Y; astfel: 


4s+1 —4s 0. —1 
—4s 954+2 —5s. —2 [» i 


Deci, 


-1 1 2 3s 
z 1 1 
Vs Ya Yn = -| T [-1 -2 =3s] = oy 24 6s|: 
3s 6s 9s? 


Noua matrice admitanță nedefinită, corespunzătoare circuitului cu nodul 3 suprimat, 


va fi: 
4s41 —4s 0 ifm 2 E] 
Via, = —4s 9s+2  —5s1— 2 4 ôs | = 
dia p 25 8s]  33+3|3s 6s 9s 
îi i 1 zz 2 —3s 
stl- para 334 3 3s+3 
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În final, terminalul 4 este transformat in bornă comună omițindu-se ultimul rind și 
ultima coloană a matricei Y;. Matricea y dorită este: 


1 2 
4 Ee E. 
Iza (+a) 


Ve = 


2 4 
= [i 9 +2 
(ez) de Da 


S-ar putea spune că o metodă obișnuită ar necesita mai puţină 
muncă. Este adevărat că au necesitat mai multe etape aici, dar fiecare 
etapă este aproape banală, multe din ele scriindu-se prin simplă observaţie. 
De asemenea, ultimul rînd şi, ultima coloană a noii matrice Y, nu trebuie 
calculate, aici fiind date numai pentru completarea calculului. 


3.7. MATRICEA IMPEDANȚĂ NEDEFINITĂ 


După cele învăţate despre matricea admitanţă nedefinită o curio- 
zitate naturală ne conduce să ne gindim la o matrice duală, care poate 
fi numită matricea impedanţă nedefinită. 

Să ne întoarcem la fig. 3.20, în termenii căreia a fost dezvoltată 
noțiunea de matrice admitanţă nedefinită Y,. Condiţia importantă, 
care ne-a condus la proprietatea anulării sumei elementelor rîndurilor 
şi coloanelor, este faptul că, potrivit legii curenților lui Kirchhoff, suma 
tuturor curenților de terminal este nulă. Evident, pentru situaţia duală, 
va trebui să găsim că, potrivit legii tensiunilor lui Kirchhoff suma unui 
set de tensiuni este nulă. Tensiunile terminalelor nu pot forma acest set, 
deoarece legea tensiunilor lui Kirchhoff nu poate fi aplicată decit unui 
circuit închis, iar tensiunile terminalelor nu pot fi înconjurate de o curbă 
închisă. 


Şi totuși, dacă alegem ca variabile — tensiunile între perechile de 
terminale adiacente (ca în fig. 3.25, a) — vedem că ele satisfac legea ten- 
siunilor a lui Kirchhoff. Vor fi tot atîtea variabile — tensiuni cite ter- 
minale sînt. 

Pentru circuitele liniare, la care ne referim, aceste variabile — ten- 
siuni pot fi exprimate ca fiind combinaţii liniare ale curenților de ter- 
minale. Însă este mult mai convenabil să definim un alt set de curenți 
ca în fig. 3.25, b, în locul setului de curenţi de terminale. Curenţii J, sint 
curenţii ciclici (de contur) externi între perechile de terminale. Există 
o relație liniară, simplă, între curenţii de contur externi și curenţii de 
terminale : I, = Jy — Jur 
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Astfel, poate fi scrisă o relaţie liniară, care să exprime tensiunile 
în funcţie de acești curenţi de contur, tot aşa de simplu ca şi o relaţie între 
aceste tensiuni şi curenţii de terminale. 


Fig. 3.25. Variabilele matricei impedanţe nedefinită. 


Această relație va fi: 


Zu Ba * * * Zin Jı Vie Jı 
fa aa < + t Zon Jz Vas J: 

; . | sau | . | =Z]. (45) 
P 2,2 Dan za J, Va J, 


Matricea acestor ecuații este notată cu Z; şi se numeşte matricea impe- 
dantă nedefinită. Ca şi în cazul matricii Y;, este posibil să arătăm că suma 
elementelor fiecărui rînd sau a fiecărei coloane a lui Z; este egală cu zero. 

În cazul coloanelor aceasta se face adunind ecuaţiile şi folosind legea 
tensiunilor lui Kirchhoff. Pentru rînduri, proprietatea se demonstrează 
anulind toate tensiunile în afara uneia şi aplicînd o sursă de curent între 
terminalele asociate tensiunii neanulate. Cele de mai sus presupun scurt- 
circuitarea împreună a tuturor terminalelor — ceea ce determină : (1) ca 
ultima tensiune să fie de asemenea nulă (prin aplicarea legii tensiunilor 
a lui Kirchhoff) şi (2) toți curenţii de contur externi să fie egali. 

Detaliile acestor calcule sînt lăsate cititorului. 

Astfel, ca și în cazul lui Y,, matricea impedanţă nedefinită este o 
matrice singulară. 

Să ne reamintim că, pentru (n — 1)-port cu bornă comună derivat 
dintr-un n-port prin scurtcircuitarea unui terminal la nodul de referinţă 


19 — e. 354 
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ca în fig. 3.20, matricea admitanţă nedefinită este legată printr-o relație 
simplă de matricea, admitanţelor de scurtcircuit. 

Situaţia corespunzătoare este : 

Pentru un (n — 1)-port, derivat dintr-un n-port, la care s-a lăsat 
în gol o pereche de terminale ca în fig. 3.25, matricea, impedanţă nede- 
finită se află într-o relație simplă cu matricea impedanțelor în gol Z,.. 
(Matricea, impedanţelor în gol pentru acest (n — 1)-port va fi numită 
matricea impedanțelor în gol a unui circuit cu contur comun). 
De fapt Z, se obţine, întii, prin adăugarea unui rînd matricii Z,, — fie- 
care element, al acestui rînd fiind suma cu semn schimbat a tuturor ele- 
mentelor rîndului, apoi prin adăugarea unei coloane matricii rezultate, 
fiecare element al acestei coloane fiind suma cu semn schimbat a tuturor 
elementelor coloanei respective. 

În cazul matricii Y, proprietatea anulării sumei elementelor rîndu- 
rilor și coloanelor conduce la proprietatea egalității cofactorilor. 

Similar, cofactorii matricii impedanţă nedefinită sînt toți egali. 

Deoarece, deseori, multipolii sint cu bornă comună, să examinăm 
relaţia între matricea impedanţelor în gol a unui circuit cu bornă comună 
şi matricea impedanţă în gol a unui circuit cu contur (ochi) comun. În 
fig. 3.25 se presupune că terminalul n este borna comună, iar variabilele 
tensiune pentru descrierea porţilor vor fi tensiunile terminale raportate 
la nodul de referință n. Astfel V, = 0. Deoarece, conform legii curenților 
lui Kirchhoff, suma curenților de terminal este zero, unul din curenţi 
este redundant. Dat fiind că fiecare curent de terminal este diferenţa 
între doi curenţi de contur externi, curenții de terminal nu se vor schimba 
dacă toți curenţii externi vor fi micșoraţi sau măriţi cu aceeași cantitate. 
Să presupunem că J, este ales să fie zero. Aceasta este echivalent cu 
scăderea lui J, din fiecare curent extern — curenţii de terminal rămi- 
nînd neschimbaţi. Din fig. 3.25 putem scrie următoarele : 


L=J,. J =L 
hed J= Jis iy Ja=1 +I 

I ESI EEES E e AS An i ARIEI pe 3 ARIDE A 
i sau ` 


Inc = Ina — Ja- 


= Jaa (B HI tee + Ino) Jais tat se +I 
Ecuațiile pentru curenții J pot fi scrise și astfel: 


J = MI. (46) 
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unde M este o matrice triunghiulară de ordin (n — 1). 


1 0 0:::0 
1 1 0-0 
m=|1 1 10 (47) 


1 1 1+1 


Un raționament analog se aplică tensiunilor. Tensiunea de poartă V, este 
tensiunea terminalului F în raport cu cea a terminalului n. Aceste tensiuni 
de porți sînt exprimabile ca: 


LA Viz 
V, Vas 

: =M] : ` (48) 
Va-ı Vazi n 


Detaliile acestui calcul sînt lăsate cititorului. Deoarece J, = 0, ultima 
coloană din Z, în (45), poate fi omisă. Similar, ultimul rînd poate fi omis, 
deoarece V, nu apare în (48). În acest fel obținem matricea impedan- 
zelor în gol a unui circuit cu contur comun, notată cu Z... Astfel, folo - 
sind (48), (46) şi (45) cu ultima linie şi coloană omise se obține: 


T Fid Jı L 
V, Fa Ja I, 
z =M E = M’ Zon E =M Zoen M ” * (49) 
Fa Va-i.n Ja-ı I-i 


‘Să ținem minte că Z, aici este Z, a lui (45) cu ultimul rînd și ultima 
coloană omise). 


Ecuația (49) leagă tensiunile de poartă de curenţii de poartă. Prin 
urmare matricea impedanţelor în gol a unui circuit cu bornă comună 
Z, va fi: 


Zac =M' Zac M, (50a) 


Zon = (My! Zo M-. (50b) 
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Ultima relaţie rezultă din faptul că matricea triunghiulară cu termenii 
diagonali nenuli este nesingulară. Legătura, în acest caz, pare a fi mult 
mai complicată decît în cazul corespunzător legăturii între Y, și Y,. 
Cunoaşterea lui Z, (50a) permite determinarea lui 2,, şi Z, Invers, 
dindu-se, pentru un (n — 1)-port cu bornă comună Z,,, cu ajutorul rela- 
ţiei (50b) se determină Zu. Din Zau se obține Z; prin adăugarea unei 
linii şi a unei coloane, folosind proprietatea anulării sumei elementelor 
liniilor și coloanelor acestei matrice. 


3.0. FORMULE TOPOLOGICE PENTRU FUNCŢIILE DE CIRCUIT 


Să recapitulăm pe scurt ce s-a făcut în acest capitol. 

În primul paragraf am definit funcțiile de circuit ca relaţii intre 
transformatele Laplace ale răspunsului şi excitației circuitului. Acestea 
pot fi funcţii de intrare sau funcţii de transfer; dar, în cazul 
circuitelor liniare gi cu constante concentrate, ele vor fi toate funcţii 
raţionale de variabilă frecvenţă complexă s. Expresiile pentru oricare 
din aceste funcţii pot fi găsite rezolvînd ecuaţiile la noduri sau pe contur. 
În toate cazurile funcţiile de circuit pot fi exprimate ca un raport între 
determinantul matricii admitanţelor la noduri și cofactorii ei sau a ma- 
tricii impedanţelor pe contur şi cofactorii ei. Paragrafele următoare ale 
acestui capitol au fost dedicate unor discuţii asupra diferitelor moduri 
de descriere a comportării externe a unui circuit. Descrierile de pînă acum 
conduceau la definirea unor funcţii de circuit în diferite condiţii impuse 
terminalelor (impedanţțe în gol, admitanţe în scurtcircuit, ete.). Oricare 
din aceste funcţii pot fi evaluate aşa cum s-a arătat în primul paragraf. 
Calculul lor se reduce la calculul unor determinanţi și a cofactorilor săi. 

Să ne întoarcem acum la găsirea unor procedee simple de evaluare 
a acestor determinanţi. Metodele uzuale de evaluare a acestor determi- 
nanţi (de exemplu, dezvoltarea după minori sau condensarea pivotală) 
necesită multiplicarea multor elemente și adunarea acestor produse. 
În acest proces mulți termeni pot eventual să dispară, dar asta numai 
după un calcul lung și laborios. Ar fi de un real folos să știm de la început 
care termeni vor dispare în final. Metoda pe care o vom discuta corespunde 
acestui scop. 


Determinantul matricei admitanţelor la noduri 
Vom începe considerînd ecuaţiile la noduri Y,(s)V„(s) = J(s) unde: 


Y, zu AYA’, (51) 
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in care A este matricea de incidență și Y este matricea admitanţelor pe 
laturi. În acest paragraf vom restringe discuţia la cazul circuitelor pasive, 
reciproce, fără cuplaje mutuale, adică la cazul circuitelor RLC fără trans- 
formatoare. Ne interesează să evaluăm det (AYA'). Pentru aceasta apli- 
căm teorema Binet-Cauchy, care conduce la relaţia : 


det AYA’ = 5, piodusele det. majori corespunzători lui (AY) și A’ (52) 
toti det. 


majori 


Am considerat produsul AY ca una din cele două matrici la care 
se referă teorema. 

Vom reaminti cîteva din proprietăţile lui A şi Y. Matricea admi- 
tanță Y a braţelor unui circuit RLC făă thhansformatoare este o matrice 
diagonală, unde y, pentru j = 1,2, ...,b. vor fi elementele diagonale. 
Să ne reamintim de asemenea că submatricile nesingulare ale lui A cores- 
pund arborilor grafului circuitului, iar determinanţii acestor matrici 
sint egali cu +1. 

Matricea AY are aceeaşi stiuciuă ca şi A cu excepţia coloanei j 
care va fi multiplicată cu y,. Deci, și submatricile nesingulare ale pro- 
dusului AY vor corespunde arborilor grafului circuitului, dar în acest 
caz, valoarea determinanţilor majori nu vor mai fi +1 ci va fi egală cu 
produsul admitanţelor laturilor arborelui corespunzător. Aşa cum s-a 
ciscutat în capitolul anterior, submatiicea A” este pur şi simplu transpusa 
sul matricei A. Deci o matrice nesingulaă a lui A’ va avea acelaşi deter- 
nirant (+1) ca şi submatricea corespunzătoare a lui A. În consecinţă 
fiecae termen din însumarea (52) va fi produsul admitanţelor tuturor 
ramurilor arborelui, pe care îl vom numi produsul admitanțelor arborelui 
şi-l vom nota cu 7(y). 

Deci : 


Al, = det AYA'= 3 7(y) 


= 3, produsele admitanţelor arborelui 3 
toti (53) 
arborii 


Acest rezultat foarte interesant a fost pentu prima dată demonstrat 
ce către Maxwell. 

Deci, pentru a calcula detea minantul matricei admitanţelor la noduri 
a unui circuit vom determina mai întîi toţi arborii grafului circuitului, 
aţoi vom multiplica admitanţele braţelor fiecărui arbore, iar în final 
vom aduna aceste produse pentru toți arborii. (Pentru simplitate vom 
spune adesea „produsele arborilor” în loc de „produse ale admitanţelor 
arborilori*). 
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i Pentru a ilustra acest rezultat să considerăm exemplul arătat în 
ig. 3.26. 

Vom presupune că circuitul va fi excitat de o sursă de curent la 
bornele rezistenței Re. Sînt patru noduri în circuit, astfel că fiecare arbore 
va avea trei ramuri. Arborii circuitului vor fi: 


124 134 145 234 245 346 456 
125 135 156 235 246 356 
126 136 236 


3 Fig. 3.26. Exemplu pentru 
evaluarea lui det AYA’. 


De notat că, în acest exemplu, determinarea tuturor arborilor nu 
constituie o dificultate. Deoarece, pentru un circuit cu n + 1 noduri, 
fiecare arbore conţine n ramuri, un procedeu de a determina toți arborii 
circuitului constă în a lista toate combinaţiile de b laturi luate cîte n. 
Dintre acestea se vor elimina acele combinaţii care conţin cel puțin un 
ochi și care nu pot forma un arbore. 

Întorcîndu-ne la exemplu, odată arborii circuitului aflaţi, se deter- 
mină produsele admitanţelor arborilor. De fapt acest lucru poate fi făcut 
astfel ca termenii cu aceleași puteri ale lui s să fie scriși împreună. Rezul- 
tatul va fi: 


det AYA’ = s20,04(0, +6, +G) +s [ose +4) + CGG, + Ge) + 


RZA 


|+ acu +72 0s +00 +T, 6, + 
L; L 


+ GGs + GGe). 


Cofactori simetriei ai matricei admitanțelor la noduri 


Să ne întoarcem acum la cofactorii lui det AYA’. Îi vom împărţi 
în două grupe: cofactor simetrici, cum ar fi A,, şi cofactori asimetrici, 
cum ar fi A, Vom considera mai întîi cofactorii simstrici. Cofactorul 
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A, 5e obţine din matricea admitanţelor la noduri prin suprimarea liniei 
şi coloanei j. Același rezultat se obţine dacă în AYA’, vom suprima linia j 
a primei matrici și coloana j a ultimei matrici a produsului. Dar coloana j 
a matricii A’ este linia j a lui A. Să notăm cu A_; matricea A cu rîndul 


j omis. Astfel: 
Â;; i det (A. YA',). (54) 


Ce semnificaţie are A_, pentru circuit? Deoarece fiecare rind a 
lui A corespunde unui nod care nu este nod de referinţă, omiterea unui 
rind corespunde scurtcircuitării nodului respectiv la nodul de referinţă. 
Dacă circuitul original era notat cu N, să notăm cu N._, — circuitul 
care rezultă prin scurtcircuitarea nodului j la nodul de referinţă. Atunci 
A., este matricea de incidenţă a circuitului N_;. În consecinţă: 


A, = det (A_, YA';) = 3, produsele admitanţelor arborilor lui N4. 
PE N-i (55) 


Această expresie poate fi folosită la determinarea lui A, dar este mult 
mai utilă pentru a stabili legătura dintre A, şi circuitul original N. 

Acum N_; are cu un nod mai puțin decît N, deci cu o ramură 
mai puțin într-un arbore. Un arbore a lui N; nu poate fi un arbore 
allui N şi nu poate conține un contur (o buclă) a lui N. Astfel, deoarece 
un arbore a lui N_; are o ramură mai puțin decît un arbore al lui N, 
un arbore allui N; poate fi conținut într-un arbore al lui N. Să notăm 
cu T_; un arbore al lui N; şi să-l presupunem conținut în T — care 
este un artore alui N. Evident, T_; este un semigraf a lui T (Aceasta 
nu contiazice faptul că este o parte a subgrafului lui N._,). Deoarece 
in T_;, ca un subgraf al lui T_;, nodul j și nodul de referinţă d sînt 
scurteircuitate, nu există nici o cale între ele. Deci nodurile j şi d sînt 
fiecare într-o pate diferită a lui T_; ca subgraf a lui T. O astfel de 
structură se numeşte biarbore. Explicit, într-un circuit cu (n + 1) noduri, 
un biarbore este un set de n — 1 laturi care nu formează ochiuri și care 
separă un arbore al circuitului în două părti conecte. Produsul admitan- 
telor braţelor ce constituie un biarbore se numește produs admitanţă 
a biarborelui şi se notează cu ?T(y). Se utilizează indici pentru a indica 
rodul care este necesar să fie într-o parte diferită a grafului. Astfel 
*:T;a(y) semnifică un produs admitanță a biarborelui în care nodurile 
j şi d sînt păiți diferite ale gnafului. 

_ Pentru exemplul din fig. 3.26, circuitul N_, este format prin scurt- 
circuitarea, nodurilor 1 și 4, aşa cum este arătat în fig. 3.27. Seturile 
de laturi notate cu 13, 34, 45 şi 24 sînt patru din arborii acestui circuit. 
Pentru circuitul original N, aceste seturi de laturi au configuraţiile arătate 
in fig. 3.28. Fiecare din acestea sînt un biarbore cu nodurile 1 și 4 în 
părți diferite. În unele din ele nodurile 7 și 4 sînt noduri izolate, în 
altele nu sînt. 
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În afară de acestea, sînt și alți biarbori (12, 15, 23 şi 35) în care 
nodurile 1 şi 4 sînt în diferite părți. Toate acestea contribuie la calculul 


lui Ay. 


Fig. 3.27. Circuitul N—; corespunzător lui 
N din fig. 3.26. 


14 


Odată cu introducerea conceptului de biarbore, expresia pentru 
cofactorul A, (55) poate fi rescrisă astfel: 


A= È Tialy) = } produsele admitanţelor biarborilor (j, d) (56) 
toti toti 


biarborii biarboril 
unde d este nodul de referință. 
1 1 1 1 
e o 
' Ve 
3 3 2 i 32 i 32 A 
i S N y i 
i N i 5 S 
Ld 
4 A 4 4 


Fig. 3.28. Ciţiva din bi-arborii (1,4) ai circuitului N din fig. 3.26. 


Avînd formulele pentru A și cofactorii simetriei putem evalua 
funcţiile de intrare ale circuitului. Fie circuitul N din fig. 3.29, considerat 
pasiv și fără transformatoare și presupus excitat de o sursă de curent. 


Fig. 3.29. Calculul funcţiei de intrare. 


1 
rg 
v 
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Să alegem ca nod de referință pentru tensiunile de noduri, terminalul 


cel mai de jos al sursei (notat cu 0). Expresia impedanţei de intrare 
va fi: 


Au(5) 


zi dai A(s) |, 


(57) 


Substituind pentru A şi A, expresiile corespunzătoare (53) şi (56) 
se obţine: 


pisat tat), De produsele biarborilor (1, 0) 


- (58) 
E T(y) E produsele arborilor 

Acesta este într-adevăr un rezultat foarte util, deoarece permite evalua- 
rea funcţiilor de intrare a unui circuit simplu și chiar a unor circuite de o 
complexitate structurală moderată prin simpla lor inspecţie, fără o analiză. 
extinsă. 

Mai mult chiar, rezultatul cuprins în relaţia (58) poate fi aplicat. 
pentu circuite mult mai complexe folosind un calculator digital —căutind 
mai întîi toţi artorii și biarborii circuitului iar apoi formînd produsele 
recesare. 

Să aplicăm formula (58) filtrului trece sus din figura 3.30, pentru care 
se doreşte să se determine funcția de intrare. 

Sint patru noduri, deci, trei ramuri într-un arbore şi două laturi 
intr-un biaboe. Arborii și biarborii (1, 0) vor fi: 


Arbori Biarbori (1,0) 
123 125 145 456 23 25 45 
126 146 26 46 
134 156 34 56 
135 245 35 
234 246 
345 


(Latura 1 conectează două noduri de intrare astfel că poate fi eliminată 
prin definiţie dintr-un biarbore). Se formează acum produsele admitanţă. 


n S S S 


Fig. 3.30. Filtru trece-sus RC. 
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Aceste produse pot fi scrise desigur în orice formă dar putem grupa produ- 
sele fiecărui arbore sau biarbore după puterile lui s. Rezultatul va fi: 


C038? + SCG; + Ge) + 803G, + Gs) + GG; + Gas +04, 
C0038? + 32100210, + Ge) + CCG, + as) +0206] 


Z(s) = 
+ SLG + G)(C + Ca) + G(0.G, + 03G4)] + 6,06. | (59) 
Din dezvoltarea. precedentă şi așa cum a fost ilustrată și de exemplu, 
formulele topologice pe care le-am descris pot fi numite formule de 
efort minim, căci nu a existat nici o eliminare a vreunui termen — fiecare 
termen evaluat a apărut în rezultatul final. 


Cofactori nesimetrici ai matricei admitanţeler la noduri 


Matricea admitanţelor la noduri fiind cunoscută ne rămîne să discu- 
tăm cofactorii nesimetrici de forma A,;. Acum A; = (— 1)'*5 M, unde 
M,, este minorul corespunzător. Pentru a forma pe M,;, vom şterge 
din matricea admitanțelor la noduri linia s și coloana j. Deci este nevoie 
să examinăm det (A_,YA',). Folosind teorema lui Binet-Cauchy rezultă : 


(— 1)" A; = det A_, YAL, 


= È, produsele det. majori coresp. lui A; Y şi A';. 
toți det. (60) 
majori 


Ca şi în paragraful precedent, determinantul major al matricei A_,Y 
corespunde unui biarbore în care nodurile ¿i şi nodul de referinţă sînt 
în părți separate ale grafului. Similar, un determinant major al lui A_; 
(care este egal cu + 1) corespunde unui biarbore în care nodurile j 
şi nodul de referință sint în părți separate ale grafului circuitului.Deoarece, 
pentru ca să ne intereseze fiecare factor al produsului din (60) trebuie să fie 
nenul, subcircuitele care corespund elementelor A, trebuie .să fie biarbori 
cu nodurile ¿ şi d pe de o parte precum şi nodurile j şi d pe de altă 
parte în părți separate ale grafului. Deoarece nu sînt decît două părți 
într-un biarbore, iar d se află într-una din aceste părți, vom concluziona 
că ambele noduri ¿ și j, trebuie să fie în aceeaşi parte. Astfel biarborii 
cu noduri ș şi j într-o parte a grafului și nodul de referinţă în cealaltă 
parte a graiului vor fi singurii care vor contribui la A,,. Astfel de produse 
calculate pe aceşti biarbori sint notate cu 27;,,(y). Singura, rezervă 
se referă la semn. Dacă A_, şi A_, au semne opuse, nu există nici o 
siguranță privind semnul corespunzător determinanţilor majori pentru 
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A_Y şi AL}. Totuşi se poate indica semnul produsului prin relația: 
(— 1)*/. Rezultatul final va fi: 


A; = $ Taly) = J Produsele admitanţelor biarborilor (i j, d). (61) 


Cu ajutorul acestui rezultat este acum posibil să evaluăm cîteva funcții 
de transfer. Să considerăm situaţia din fig. 3.31. Se doreşte să se găsească 
raportul de transfer al tensiunilor Vz,(8)/V,(8). Să presupunem aplicată 


o sursă de curent, cum este arătat în figură, și că nodul 0 a fost ales ca 
nod de referință. 


Fig. 3.31. Calculul funcţiei de transfer. 


Ecuațiile la noduri pot fi rezolvate în raport de tensiunile la noduri 
Vu Va Ri Va. Deoarece Vas = V, — V, se obține: 


Ya Ve — Yə) _ (Aa — Aa) z 
V, VI An 


= È (2 Tuzo(9) — 2T13.0(Y)], 
SeTily) 


Ca un exemplu specific să privim înapoi la circuitul din fig. 3.30. Fie 
ča tensiunea de ieşire să fie tensiunea de-alungul laturii 5. Elementul 
*T,.o(9) a fost deja determinat ca fiind numărătorul relaţiei (59), astfel încît 
ne rămîne să ne concentrăm asupra numărătorului produselor — biarbore 
corespunzător relaţiei (62). Pentru biarborele care conține ambele noduri 
1 și 2, trebuie să fie prezentă și latura 4. Latura 1 conectează nodurile 0 
şi 1; latura 2 conectează nodurile 0 şi 2. Niciuna din aceste laturi 
nu poate fi prezentă în 27,» a(9). În mod similar, pentru ca nodurile 7 
şi 3 să se afle într-o parte conectă a grafului, trebuie să fie prezente şi 
laturile 4 și 5. Deoarece biarborele are numai două laturi nu există alte 
produse, astfel încît : 


2T120(y) = 80364, + GG; + GGe, (63a) 
27309) = G4G;. (63b) 


(62) 
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Funcţia de transfer va fi 
Vas 22 pa ma 300, + Gils (64) 
Vi C08? + (026, + Gs) + C(ai + 85)] + aa; + Oleta; 


Poate fi observat aici un element foarte interesant. Există un termen 
comun în cei doi biarbori în (63) care dispar după substituția în relația 
(62). Astfel această formulă nu este o formulă de tipul „efortului minim“. 
O altă observație interesantă poate fi făcută comparînd produsele biarbore 
în (63) cu 27, (y), care este numitorul lui (64); 27, (y) conţine întegral 
pe 27.20(Y) și pe 27.30(9). Aceste observaţii motivează discuţia care 
urmează : 

Să considerăm un biabore (j, d) și un nod î. Acest nod trebuie 
să fie într-o parte a grafului care îl conţine fie pe j fie pe d. Astfel sama 
lui? Tij,d(y) şi2Tj,di(y) trebuie să conţină toți termenii conţinuţi în 27;,d(y) 
adică : 


3, 2T; aly) = DX Ta) + È 2T; aly). (65) 

Această relație poate fi folosită pentru a scrie următoarele identități : 
£ 2T12o0(9) = È 2Ti2.o3(Y) + E 2Tiz3.0(Y), (66a) 

È Tial) = È Tiol) + D Tial). (66b) 


De notat că ele au termeni comuni. Cind relațiile sînt înserate în (63) 
rezultatul devine : 


Fa 2 £ [2 Tiz03(Y) — 2T13.02(%)] i (67) 
LA L ?Tio(Y) 


În contrast cu (63) aceasta este o formulă de „minim efort“, deoarece 
nodurile 2 și 3 sînt în părţi separate ale gratului în ambele produse biarbore 
la numărător. Acest rezultat pune în evidență și faptul că admitanta de 
sarcină nu poate apare la numărător. f 

Ca o ilustrare finală să folosim această formulă pentru a calcula 
raportul de transfer al tensiunilor V,,/V,, pentru circuitul din fig. 3.26. 

n acest exemplu nodul 4 joacă rolul nodului 0 din exemplul precedent. 
Biarborele (1, 4) a fost prezentat în fig. 3.28. Se poate scrie că: 


DX 2Tizaly) = Cils, 


È 2Tia2(9) = Ca0as?, 
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astfel că : 
Vas GG; kagi 0,0252 


Fi 820,0, + s(G,Ca + 0,0) + (6G; + aaa 
La sl, 


Matricea impedanţelor pe contur și cofactorii ei 


Din relaţiile de dualitate ne putem aştepta ca ceea ce a fost făcut 
pentru matricea admitanţelor la noduri să poată fi de asemenea făcut 
zentru matricea impedanțelor pe contur. Aceasta este adevărat, aşa 
„um vom discuta în continuare, cu unele diferenţe caracteristice. Una 
¿in aceste diferenţe este că determinanţii submatricilor nesingulare ai 
matricii pe contur B nu sînt în mod necesar egali cu + 1. Aceşti deter- 
iinanţi pot avea valoarea + 1, dacă B este o matrice de contur funda- 
zentală. Deci, vom presupune, că B este o matrice de contur fun- 
iamentală, 

Aici punctul de plecare este matricea impedanţelor de contur BZB’. 
2 care se aplică teorema Binet-Cauchy. 

De data aceasta submatricile nesingulare ale lui B corespund coarbo- 
rilor (complimenţii arborilor) în locul arborilor. Vom defini un produs 
se impedanţe-coarbore (complementarele arborilor) ca un produs al impe- 
¿anțelor coardelor pentru un anume arbore. Vom folosi simbolul C[T(2)] 
pentru a indica acest produs. Urmînd acelaşi raționament ca şi în cazul 
matricei admitanţelor la noduri se găseşte că: 


A|, = det BZB’ = pA CLT(2)] 


arborii 


= £ produsele impedantelor coarborilor. (68) 
toți i 
arborii 


adică pentru a calcula determinantul A trebuie să determinăm toți arborii 
in care vom determina toți coarborii, apoi să multiplicăm toate impe- 
ăanţele corzilor fiecărui coarbore și în final să adunăm produsele rezultate. 

Fără îndoială că se naşte întrebarea dacă nu există o relaţie între 
ăeterminanţii matricii impedanțelor de contur și matficea admitanţelor 
l noduri. Vom examina în continuare această problemă. Să presupunem 
“A produsul admitanțelor unui arbore este multiplicat cu produsul tuturor 
impedanţelor laturilor circuitului. Impedanţele ramurilor se vor simplifica, 
¿u admitanţele ramurilor rezultind un produs de impedanţă-coarbore. 
Făcind acest lucru pentru toate produsele admitanţelor tuturor arborilor 
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şi adunind rezultatele vom obține o sumă a produselor de impedanță 
coarbore, sau : 


A|, = (232223 <- Aly. (69) 

Deoarece matricea impedanțelor laturilor Z este o matrice diagonală, 

produsul impedanţelor din expresia de mai sus este pur şi simplu valoarea 
determinantului lui Z. Astfel acesta poate fi rescris ca : 


Al, = (det Z)A),. (70) 


Fig. 3.32. Mustrarea importanţei condiţiilor de terminaţie. 


Aceasta este un rezultat foarte important, care spune că determi- 
nanţii de contur şi la noduri, deşi provin din matrici diferite (care, 
în general au ordine diferite) sînt legaţi într-un nod foarte simplu. În 
particular dacă se consideră că fiecare R, L şi C sînt într-o latură a 
circuitului, cei doi determinanţi pot să difere cu cel mult printr-un factor 
de multiplicare ks?. Aceasta înseamnă că determinanţii de contur şi la 
noduri au întotdeauna aceleași zerouri exceptînd unele zerouri posibile 
la s = 0; adică se poate spune că frecvențele naturale nenule ale unui 
circuit sînt independente de metoda de analiză (pe contur sau la noduri) 
aleasă. În această formulare, legătura dintre cei doi determinanți se aplică 
şi circuitelor care conțin inductanţe mutuale şi transformatoare. 

Trebuie subliniat că această relație între determinanţi se aplică numai 
dacă determinanţii se referă la acelaşi circuit. Din acest punct de vedere 
sînt posibile mari erori. De exemplu, să considerăm situaţia din fig. 3.32, a. 
Să presupunem că o sursă de tensiune se aplică terminalelor a și b. 
Plecind de la matricea impedanţelor de contur și considerînd sursa de 
tensiune ca un scurtcircuit, rezultă circuitul din fig. 3.32, b pentru calculul 
lui A|,. Aceasta are un nod mai puţin şi, în consecință, o ramură mai 
puțin într-un arbore, decît circuitul original. Ar fi o greşeală să ne 
imaginăm că A|, pentru circuitul din fig. 3.32,a este legat printr-o 
relaţie de tipul (70) de A|, pentru circuitul din fig. 3.32, b. Dacă primul 
circuit este notat cu N, atunci cel de-al doilea este obţinut prin scurt- 
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circuitarea nodului a cu b. Aceasta este ceea ce am numit un circuit N, 
să ne întoarcem la cofactorii lui A|, şi să considerăm mai întîi cofactorii 
simetriei de forma A, = det B_ ,ZB'_, unde B_, este matricea obţinută 
din matricea B omiţind rîndul j. Omiterea rîndului j din matricea B 
semnifică distrugerea conturului j în circuit. Pentru a distruge un contur, 
il vom lăsa pur şi simplu în gol, avînd grijă să nu lăsăm în gol în acelaşi 
timp și alte contururi. Acest lucru este posibil dacă conturul j conţine 
o latură care nu mai este conținută de nici un alt contur. Circuitul rezultat, 
cind conturul este lăsat în gol va avea un contur mai puţin decît circuitul 


Fig. 3.33. Funcţia de intrare. 


original. Determinantul A, este pur şi simplu determinantul matricii 
impedanţelor de contur a acestui nou circuit. Astfel relaţia (3.68) se aplică 
pentru evaluarea sa numai că este vorba de un circuit nou cu un contur 
mai puţin. 

Ideile dezvoltate anterior vor deveni mult mai clare dacă le vom 
utiliza pentru a găsi impedanţa de intrare a circuitului din fig. 3.33. 

Să notăm cu circuitul cînd terminalele sînt lăsate în gol, cu alte 
cuvinte cînd conturul 1 este deschis. Atunci, aplicînd o sursă de tensiune 
circuitul rezultat va fi N., deoarece sursa se comportă ca un scurt- 
circuit. Aceasta înseamnă că Al, va fi evaluat cu ajutorul relaţiei (3.68) 
pentru circuitul N_,. Reamintind că produsele admitanţelor arborilor 
pentru circuitul N_, sînt produsele admitanţelor biarborilor circuitului N, 
rezultă că produsele impedanţelor coarborilor pentru N_, sînt produsele 
impedanțelor co-bi-arborilor pentru N. 

Admitanţa de intrare la terminalele circuitului N este dată de rela- 
tia (8) ca fiind Y,, = An/Al, unde A, este determinantul circuitului N 
care rezultă cînd conturul 1 al circuitului N., este deschis (lăsat în gol). 
Astfel, deoarece Z(8) = 1/Y,,, vom găsi că: 


Ai _ Xprodusele impedanţelor co-bi-arborilor (1, 0) _ 
Al, = Sprodusele impedanțelor coarborilor 


_ BOLT), i 
DOLT) G 


Notaţia pare dificilă, dar ideea este simplă. Astfel C(27, „(2)] este un sim- 
bol — pentru anumite operații, care se poate citi: găseşte un biarbore 


Z(s) = 
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în care nodurile 1 şi 0 sînt în părți diferite; ia laturile care nu sînt în 
biarbore şi multiplică între ele impedanţele lor. Numărătorul lui (71) 
este suma unor astfel de produse pentru toţi biarborii (1, 0). 

De notat că acest rezultat putea fi anticipat din expresia impedanţei 
dată de relaţia, (58) dedusă din matricea admitanţelor la noduri. Să presu- 
punem că numărătorul și numitorul acestei expresii sînt multiplicaţi prin 
det Z. Aşa cum s-a discutat mai sus, fiecare termen, care este compus 
din produse ale admitanţelor anumitor laturi, este convertit într-un produs 
al impedanţelor complementarelor acestor latu i. De aici rezultă relaţia (71). 

În final să ne întoarcem la cofactorii nesimetrici ai matricii impedan- 
ţelor de contur. În consecinţă ne vom întoarce la fig. 3.31 cu schimbarea 
că va fi aplicată o sursă de tensiune în locul unei surse de curent. Vom 
presupune că sursa şi sarcina Z, se găsesc respectiv numai în contururile 
1 şi 2. Toate funcţiile de transfer VP, Vos/I I/V şi I/I, conţin 
pe A, la numărător. Intuitiv ne aşteptăm ca formula topologică a lui A, 
să fie duala celei obţinute pentru cofactorii corespunzători ai matricei 
admitanțelor la noduri. Rezultatul este: 


An = Şc [2 7,2,03(2)] — È C [° Tis.02(2)], (72) 


în care complemenţii sînt calculaţi fără sarcina Z”. 

Să considerăm ca exemplu, funcţia de transfer a tensiunilor pentru 
circuitul din fig. 3.31. În termenii ecuaţiilor de contur, această funcţie 
este dată de relaţia: 


Vas j I, Ai? ! 
== Z — = Z Era. . 73 
A iy TA, (73) 


O expresie pentru acest raport de tensiuni a fost dată anterior în 
relația (67). Să presupunem că numărătorul şi numitorul acelei expresii 
este multiplicat prin det Z pentru circuitul cu conturul 1 deschis. (De ce 
este folosit det Z al acestui circuit particular ?) Acum Z, este un factor 
al lui det Z. Deoarece Y, nu apărea la numărător, Z, nu va dispare 
în nici un termen al numărătorului. Deci va putea fi scos în factor comun. 
Rezultatul va fi: 


Yn _det Z Y [Teos (9) — Tiso (9)] _ 
V, det Z$? To (9) 


a Zi D (C Taos (2)]— C PT isod 
È 0 [To (2)] 


1) Pentru o demonstrație amănunțită, vezi Seshu și Reed, op. cit. 


(74) 
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unde complemenţii de la numărător au fost calculaţi pentru circuitul 
fără Z,. Comparaţia acestui rezultat cu (73) conduce la formula pentru 
A dată în (72). Cele de mai sus constituie, de fapt, o demonstrație 
a acestei formule. 


Parametrii diportului 


Deoarece, în cazul diportului (cuadripolului), parametrii admitanță 
in scurtcircuit şi parametrii impedanţă în gol sînt folosiţi frecvent, va fi 
foarte util să avem formulele topologice pentru evaluarea lor. Vom dezvolta 
rapid aceste formule, fără a ne opri la examinarea detaliată a tuturor 
etapelor de calcul. 


Fig. 3.34. Sensurile de referinţă ale 
curenților și tensiunilor utilizate la 
calculul parametrilor unui diport. 


Prototipul unui diport (cuadripol) este arătat în fig. 3.34. 

Terminalul 0 este ales ca nod de referinţă pentru definirea tensiunilor 
de noduri. De notat că tensiunea de poartă V, este diferenţa între tensi- 
unile de noduri V, şi Vao. Să presupunem că sînt aplicate la porţile 
de intrare și ieşire surse de curent. Ecuațiile la noduri vor fi: 


i |. | | N 


În continuare vom rezolva sistemul de mai sus în raport cu tensiunile 
de noduri Vi, Vao şi Vao 
1 

V, = An IL + âa la — Aa I2), (76a) 
3 1 

Va T (Ah + Azz Ia g Asz I), (760) 


3 1 
Fao = or dada -v Ass I2 — Ass Io). (76c) 
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Observînd că Va = Vz — Vao ecuaţiile în gol devin: 


L-a] An A2 — Aus Je j-z [z]: (77) 
V, A Az Ta Ara Aaz + Asa — 2Aza I ý I, 


Pentru a determina matricea admitanțelor în scurtcircuit va trebui 
să inversăm pe Z„ Fie A, determinantul lui Z,. Din relaţia (77) 
acest determinant este : 


Ax sân Azz + As Ass — 24n Asa — Ap — Ah + 242 Aus). (78) 


Această relație poate fi simplificată folosind teorema lui Jacobi!), care 
spune că : 


A A; — Ai = MA; (79) 
An Aje — Ay Au = A Au 
unde A; este cofactorul format prin suprimarea rîndurilor şi j şi a 
coloanelor į și k din A. 
Folosind aceste identități, (78) devine : 


1 
Aos =T T (Auee + Anss ST 225). (80) 


Cu aceasta. inversa lui (77) poate fi acum scrisă ca.: 


j == 1 WEE | A22 + Asa — 2423 sa i |. (81) 
IL Anz? + Ay33 a DA A3 T Az 


Avem formulele topologice pentru toți cofactorii exceptind pe aceia 
cu patru indici. Să definim un triarbore a unui graf, avînd n + 1 noduri, 
ca un set de trei subgrafe neconecte avînd un total de n — 2 laturi şi care 
nu contine mici un contur (ochi). 

Vom nota un tri-arbore cu simbolul 37 împreună cu indicii care vor 
indica care noduri sînt în părți separate ale grafului. Așa cum a fost 
arătat că A este egal cu suma produselor admitanţelor pentru toţi arborii 
unui graf și că A, este egal cu produsele admitanţă bi-arbore de tipul 


1 Vezi, de exemplu, A. C. Aitken „Determinants and Matrices‘ 9th ed. Interscience 
Publishers, New York, 1956. 
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(ij, d) pentru toţi bi-arborii de tipul în care și j sînt într-o parte a 
grafului, iar d în altă parte, în același nod se poate arăta că: 
Ans = BITiao (9), 
Anss = ETs (9), (82) 
Anss = $° T.23. (Y), 


unde : *7,2(9) este produsul admitanțelor tri-arborelui cu nodurile 1, 2 
şi 0 în părți separate ale grafului, iar ceilalţi tri-arbori avînd interpretări 
similare. 

Dar : 


37 1.2.0 — `T 123.0 + `T. 13.2.0 + 37 1,2,03) 


3 3 3 3 (83) 
T 1.3.0 — T 1.23.0 F T 12.3.0 +°T 1,3.02° 


Folosind ultimele două seturi de ecuații, vom găsi că : 


Anz + Anas — 2Anas = Tuse (9) + E°. (9) + E° Teso (9)+ 
+ YO (9) = IT (y) (prescurtat). (84) 


Înainte de a înlocui formulele topologice pentru cofactori în relația (81) 
să notăm că este posibil să simplificăm această expresie, știind că : 


Ax = DTi = $ Taso + 3270 
Aas = E Tao T ET aso + E Tso 
â = ETa 

Deci 


A22 F Ass i 2423 == 3 2Teos + ETa = ETa (85) 


Ținind cont de relațiile de mai sus relațiile (77) şi (81) conduc la : 


d PE Fer $ CTs — T ) 
Za = a lkl a, 12.30 13.20 86 
DX | ECT zs — 213,20) Tes 


fos iale E SAD aa E ) 
Y,. = 2,3 12.30 13.20) | (87 
27) = ECT — 273,29) ET B 
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unde 5.27(y) este definit de (84). De subliniat faptul că numărătorii 
impedanţțelor de transfer și admitanţelor de transfer diferă numai ca 
semn. Aceasta verifică observaţia noastră anterioară potrivit căreia aceste 
funcţii au aceleaşi zerouri — în afara cazurilor în care unele din aceste 
zerouri au dispărut prin simplificare cu zerourile numitorilor. 


Exemplu. Ca o ilustrare, circuitul din fig. 3.30, a fost redesenat ca un cuadripol în fig. 
3.35. Să determinăm pe Y,,. Pentru aceasta bi-arborele (1,0) a fost deja calculat în relaţia (58). 
Vom repeta aceste relaţii împreună cu alte relaţii necesare calculului de faţă: 

bi-arborii (1, 0): 23, 25, 26, 31, 35, 45, 46 și 56 
bi-arborii (12, 30): 34 și 46 

bi-arborii (13, 20): Niciunul 

bi-arborii (2, 3): 12, 13, 14, 16, 24, 34 și 46 


8 3 
3 


Fig. 3.35. Exemplu de calcul al parametrilor 
unui diport. 


În acest exemplu sint patru noduri. Astfel că un tri-arbore va avea o singură latură. 
Tri-arborii vor fi determinaţi cu ușurință. Ei sint: 


tri-arborii (1, 2, 30): 3 și 6 
tri-arborii (13, 2, 0): Niciunul 
iri-arborii (12, 3, 0): 4 
tri-arborii (1, 3, 20): 2 


Numitorul parametrilor admitanţelor în scurtcircuit va fi : 
EPT (9) = SC + Ca) + G, + Ge- 
Parametrii vor fi: 
_ SCu(Ca + Ca) + s1G(C, + Ca + Cs) + Ci Gel + GiG ; 
s (C, + Ca) + G + Ge 
— G (sC +G 
Y = Yn = ZUCO, 
s(C2 + C3) +G + Ge 
s? Ca Ca + $ [Ce (Gs + Ge) + Cs (Ge + Gs)] + Ga Gs + Gi Ge + Gs Ge, 
s (Ca + C3) + Gi + Ge 

Ca o observație finală vom nota că deși dezvoltarea formulelor topo- 

logice a fost făcută în termenii ecuațiilor la noduri sau pe contur, nu 


am scris aceste ecuații. Dîndu-se un circuit, îi vom enumera arborii, 
bi-arborii şi tri-arborii, iar apoi vom forma produse ale impedanţelor sau 


Yu 


Ya = 
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admitanţelor laturilor acestora. Astfel, ceea ce părea o complicaţie 
nenecesară cînd am scris ecuaţiile pe contur sau la noduri necesitînd multi- 
plicări de matrice pentru determinarea lui AYA’ și BZB’, s-a dovedit 
sie un real folos căci cu ajutorul teoremei Cauchy-Binet s-au obţinut 
relații matematice ce au condus la formule simple care nu mai necesită 
operaţiuni cu matrici. 


PROBLEME 


Pt. Pentru circuitul din fig. 3.P.1 să se determine funcţia amplificare de tensiune 
vis V(5). 
` u) folosind ecuaţiile cu variabile mixte; 
b) folosind ecuaţiile la noduri, apoi să se exprime curentul 7, în funcţie de tensiunile 
exzespunzătoare. 


Fig. 3.P.1. 


P2. În fig. 3.P.2 este arătat un amplificator împreună cu schema sa echivalentă liniară 
Si se găsească expresia impedanţei de ieșire Z, pentru ambele cazuri indicate în figură; cind 
„airea este pe anodul sau pe catodul tubului. 

a) Se vor utiliza ecuaţiile la noduri și reprezentarea cu admitanţe a sursei controlate; 

b) Să se repete calculul folosind ecuațiile de contur; 

+) Se vor folosi ecuaţiile cu variabile mixte. 
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P3. Repetaţi problema 2 pentru amplificatorul din fig. 3.P.3. 


Fig. 3.P.3. 


P4. În fig. 3.P.i este arătat un amplificator diferenţial. Se presupune că fiecare tranzis- 
tur poate fi reprezentat printr-un circuit echivalent liniar. 


Să se găsească valorile lui Rz, R, și R, astfel incit tensiunea de ieşire V, să fie aproxi- 
mativ egală cu K(7, — 1,) .Folosiţi orice set de ecuații potrivit. 


Baterie c.c. Zo 


Fig. 3.P 1. 
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P5. Circuitul din fig. 3.P.5 este un model aproximativ pentru schema echivalentă hi- 
bridă în x a unui tranzistor. Să sc găsească parametrii h. 


Fig. 3.P.5. 


P6. Diportul (cuadripolul) din fig. 3.P.6 reprezintă un convertor negativ potenţial. 

a) Să se găsească parametrii h; 

b) Să se determine raportul R,/R, în funcţie de ßB astfel ca hau = 1- 

e) Să se discute valorile rezistenţelor lui X, și R, pentru B = 50 (De notat că B = 50 
este o valoare ușor realizabilă pentru amplificarea de curent). 

d) Este un convertor de negativare al curentului sau a tensiunii? 


P7. Diportul din fig. 3.P.7 reprezintă un convertor negativ potenţial. 

a) Să se calculeze parametrii h. 

b) Să se determine raportul R,/R, în raport cu 6 astfel încit haha = 1. 

e) Desenaţi pentru acest diport un circuit echivalent bazat pe parametrii hibrizi g. De- 
terminaţi valorile tuturor elementelor acestui circuit folosind condiția găsită la punctul b). 

d) Fie B = 50. Proiectaţi circuitul de compensare posibil care conectat în serie sau în 
parale! la porţile diportului îl va transforma într-un convertor ideal de negativare. 


I 


R, R; 
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P8. a) Să se determine parametrii h pentru diportul din fig. 3.P.8. 
b) Fie B, = 1. Care vor fi valorile lui B, R, și R, pentru ca diporlul să fie un con- 
vertor de negativare ideal? 


Fig. 3.P.8. 


P9. Giratorul din fig. 3.P.9 arc terminalul 3 ca terminal comun. 

a) Să se determine matricea admitanţelor in scurtcircuit a cuadripolului cu terminalul 1 
ca bornă comună. 

b) Se va repeta calculul pentru cuadripolul cu terminalul 2 ca bornă comună. 

e) Uneori simbolul utilizat pentru girator este cel reprezentat în fig. 3.P.9, b. Comen- 
taţi justeţea acestui simbol din punctul de vedere al rezultatelor obținute la punctele a) și b). 


1 E 2 
3 
8) 
Fig. 3.P.9. 


P10. Un circuit nereciproc oarecare poate fi reprezentat ca in fig. 3.P.10, a. Să sc gă- 
scască valoarea rezistenţei R, care conectată ca în fig. 3.P.10, b, va impiedica transmisiunea 
inversă (de la dreapta spre stinga). 


R=2 PA „R=2 
i 
d 


Fig. 3.P.10. 
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P11. În fig. 3.P.11, este reprezentat un cuadripol terminat pe impedanţa de sarcină Zg. 
Să se arate că: 
Va(s) 2 InZr 


Zuls) = . 
na 1(s) Za + Zi 


1;(s) Ya Y L 
Ya) = = = E, 
j V,(s) Y2 tY, 


Fig. 3.P.11. 


P12. Verificaţi că pentru un diport det Y, = 1/det Zac. 
P13. Să se arate că diporții din fig. 3.15, c şi d au aceiași parametri impedanță in gol. 


P14. Doi diporți Na și N, sint conectaţi în cascadă ca în fig. 3.P.14. Folosind o analiză 
„sectă să se determine admitanța de transfer în scurtcircuit y,,(s) a întregului cuadripol 
i~ funcție de parametrii de scurtcircuit ai cuadripolilor Ng și Np. 


P15. Să sc repete problema 14 pentru cazul unui convertor de negalivare a tensiuni, 
iziszcatat intre cuadripolii Na şi Ay ca în fig. 3.P.15. 


Fig. 3.P.15. 
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P16. Fig. 3.P.16 prezintă interconectarea a doi diporţi dintre care unul este un convertor 
de negativare al curentului. Să sc obțină expresia raportului de transfer al tensiunilor V,(s)/ 
IV,(s), în funcţie de parametrii y ai cuadripolilor Na şi Ny precum și de raportul de conversie 
k al convertorului de negativare. Comparaţi rezultatul cu situația cind convertorul nu este 


prezent. 
Convertor 
negahvore a 
curentului 


Fig. 3.P.16. 


P17. Un transformator ideal este conectat In cascadă cu un diport în două moduri posi- 
bile arătate în fig. 3.P.17. Să se scrie parametrii impedanţelor în gol a întregului ansamblu 
în funcţie de n şi de parametrii = ai diportului. 


Fig. 3.P.17. 


P18. Să se arate că matricea Y,, a diportului din fig. 3.P.18, a (considerind fiecare tran- 
zistor ca o sursă dependentă de curent ca în fig. 3.P.18, b) va fi: 


-G -0-G 
w= E i 


unde G = R /RaRe: și g = G + 1/Ra presupunind că RP R&Ă,Ra. Să se verifice că dipor- 
tul din fig. 3.P.18, c este echivalent cu acest diport. 


Fig. 3.P.18. 


PROBLEME 219 


P19. Matricea hibridă k a unui diport are una din următoareie forme: 


o oa o- 20 
H, = z,(s) i sau H, = ZA]. 
ZA) -1 0 


Acest diport este terminat pe o impedanţă Zz. 
Să se găsească impedanța la cealaltă poartă. (Acest diport este numit convertor general), 


P20. Să se găsească matricele h pentru fiecare din circuitele din fig. 3.P.20. (înlocuiţi 
Ccare tranzistor prin cea mai simplă schemă echivalentă posibilă). 


Fig, 3.P.20. 


(P21. Diportul din fig. 3.P.21 este un convertor general avind matricea h arătată. Să 
++ determine impedanţa de intrare Z. 


220 3. FUNCȚII DE CIRCUIT 


P22. Pentru schema din fig. 3.P.22 arătaţi ca raportul de transfer al tensiunilor este 
Va(s) E — Va ; 
Vis) Ya +G, — (g9 — 1)Y 


De observat că conductanțele G,, G, și G3 pot fi socotite că aparțin intrării, ieșirii şi respectiv 
impedanţei de reacţie a cuadripolului care poate fi considerat că are surse controlate ideale). 


Fig. 3.P.22. 


P23. Pentru fiecare din circuitele din fig. 3.P.23 să se determine funcția amplificare de 
curent în scurtcircuit ha. Se vor folosi parametrii y ai diportului N. 


Fig. 3.P.23. 
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P24. Să se găsească raportul de transfer al tensiunilor pentru cei doi cuadripoli din 
fig. 3.P.24 în raport cu parametrii y ai diporților Na şi N, şi cu ciştigul amplificatorului u. 

Verificaţi în cazul diportului din fig. 3.P.24, b valoarea limită a acestui raport este V,/ V= 
— UsiblJaa cind p>. 


Fig. 3.P.24. 


P25. Să se găsească parametrii impedanţelor în gol ai amplificatorului cu reacție din 
fig. 3.P.25 în funcţie de g și parametrii z ai diportului Ng. Valorile limită pentru g > œ vor fi : 


Za > 1lyaa Zu —> 0, Za —> 0, zi > 0. 


Fip. 3.P.25. 


P26. În fig. 3.P.26,a este reprezentat un diport N, cu cite o rezistență R conectată în 
paralel la intrarea și icșirea sa. Diportul rezultat este notat cu N+, iar parametrii z ai dipor- 
tului N, sint zi, Zigb» Zob ȘI Z22b- 


Circuitul N, după conectarea unei rezistențe R fie serie fie paralel la porţile sale va fi 
conectat în cascadă cu amplificatorul cu reacție din problema 25 ca în fig. 3.P.26, b şi 3.P.26, c. 
Să se arate că impedanţa de transfer în gol în ambele cazuri este dată de: 


Zob 


Ryna 


atunci cind g — co (N, semnifică întreaga structură cu ecuaţie din fig. 3.P.35). 
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Fig. 3.P.26. 


P27. Fie ca un zero de transmisiune a unui diport să fie definit ca un zero al admitanţei 
de transfer în scurtcircuit yz(5). Să se arate că fie curentul sau tensiunea de ieșire a unui 
diport terminat ca în fig. 3.P.27 va fi zero, indiferent dacă diportul va îi excitat de un 
generator de tensiune sau curent şi chiar dacă y,, Sau y, au un zero la această frecvenţă, 
care ar conduce la o simplificare în relația (25), sau ca zz, sau hp, sau g, ori toate trei să 
(ie nenule. Comentaţi termenul zero al transmisiunii. 


Fig. 3.P.27. 


P28. a) Pentru cuadripolii conectaţi în serie-paralel şi paralel-seric din fig. 3.P.28 să 
se arate că parametrii h și g ai ansamblului sînt obţinuţi prin adunarea parametrilor h şi res- 
pectiv g ai cuadripolilor componenți. 

b) Formulaţi şi demonstrați condiţiile în care conectarea serie-paralel și paralel-serie 
poate fi făcută fără violarea condiției ca același curent care intră/iese dintr-un terminal al 
unei porţi să iasă/intre în celălalt terminal al porţii. 
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sălii a Să se găsească matricea lanţ pentru diportul din fig. 3.P.29. Transformatorii sint 
i. 


C (/2 [A 


Fig. 3.P.29 


P30. Trataţi circuitul în T podit din fig. 3.P.30 mai întîi ca o conexiune paralel a doi 
cuadripoli, apoi ca o conexiune serie a doi cuadripoli, pentru a determina parametrii săi y. 
(Răspunsurile trebuie să fie aceleaşi). 


Fig. 3.P.30. 


P31. Să se determine parametrii y ai diporţilor din fig. 3.P.31 descompunindu-i în mod 
convenabil în diporţi conectaţi în paralel. 


Fig. 3.P.31. 
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P32. Matricea admitanţelor în scurtcircuit a circuitului în x din fig. 3.P.32 cu termi- 
nalul 3 ca bornă comună este: 


Yes = sta FRA | 


—2 4s+2 


Să se determine matricele admitanţelor în scurtcircuit cînd fiecare alt terminal este făcut 
bornă comună. 


na 
N 


i 
Fig. 3.P.32. 


P33. În fig. 3.P.33,a este reprezentat un tripol cu terminalul 4 ca bornă comună. Se 
dă matricea admitanțelor în scurtcircuit a acestei configurații. 

Se reconectează acest circuit ca în fig. 3.P.33, b astfel că poarta de intrare este termina- 
lele 3 şi 2 iar de ieșire intre terminalele 7 și 2. Să se găsească pentru acest circuit matricea 
admitanțelor în scurtcircuit. 


Ie 
h = 
13 

1 3 

+ 2 t 

y, + y 

1 Y Ai 
— LA PER e 


Fig. 3.P.33. 


P34. În fig. 3.P.34,a este arătat un cuadripol vonectat ca un triport cu bornă comună 
pentru care se dau ecuațiile în scurtcircuit. 
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Se conectează o capacitate unitară intre terminalele 1 și 2 ca în fig. 3.P.34, b. 
Să se determine matricea admitanţelor în scurt circuit a circuitului considerat ca un dls 


port ca în fig. 3.P.34, b. 


Fig. 3.P.34. 


P35. Circuitul n-terminal din fig. 3.P.35 este liniar, cu constante concentrate şi inva- 
il in timp. El este reprezentat de ecuaţia I = Y;V, unde Y; este matricea admitanţelor 
inită, iar curenţii şi tensiunile sînt reprezentate în figură. Se propune să fie reţinute 
le k borne ca terminale, restul conectindu-se la masă prin intermediul unor impedanţe 

fig. 3.P.35b. Fie Z matricea diagonală a căror elemente diagonale sînt impedanţele Z}. 
č găsească expresia care leagă noii curenţi de terminale de tensiuni în funcție de Z, Y; şi 


matricele corespunzătoare lor. 


Fig. 3.P.35. 


15 = e. 85 
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P36. Schema din fig. 3.P.36 este a unui circuit liniar RLC fără transformatoare. 
Să se determine expresia tensiunii V(s) folosind relaţiile topologice între determinantul 
matricii admitanţelor la noduri și cofactorii săi, luind nodul 5 ca nod de referință. 


1. 


Fig. 3. P. 36. 


P37. Circuitul din fig. 3.P.37 este un circuit RLC fără transformatoare. Să se găsească 
expresia tensiunii în funcţie de determinantul matricii admitanţelor la noduri și cofactorii 
săi, specificind cu grijă structura precisă a circuitului pentru care corespunde această matrice. 
Scrieţi rezultatul în termenii formulelor topologice simplificind pe cit posibil. 


Fig. 3. P. 37. 


P38. Discutaţi modificarea matricei impedanţă nedefinită Z; cind: 

a) două terminale sint conectate împreună; 

b) un terminal este suprimat. 

Comparaţi rezultatele cu Y;. 

P39. Dindu-se pentru un circuit n-terminal cu n = 3 și n = 4, matricea impedanţă ne- 
definită, să se găsească matricea impedanțelor în gol a multiportului cu bornă comună ce 
rezultă cind terminalul n este făcut bornă comună. 

P40. Să se calculeze admitanţa de intrare a fiecărui circuit din fig. 3.P.40 folosind for- 
mulele topologice. Se va face calculul odată folosind matricea admitanţelor la noduri, iar a 
doua oară matricea impedanţelor pe contur. 


1 


Fig. 3. P. 40. 
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P41. Pentru circuitul din fig. 3.P.41 să se calculeze admitanța de intrare la poarta din 


s::aga folosind formulele topologice. 
Se va face calculul odată folosind matricea admitanţelor la noduri, iar a doua oară 


(:>sind matricea impedanţelor pe contur. 


Ri Ca 
t 4 
v u3 arj] v 
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Fig. 3.P.41. 


P42. Pentru circuitul din fig. 3.P.41 să se determine raportul de transfer al tensiunilor 
~a >, folosind formule topologice. 

P43. În cazul unui diport cu bornă comună stabilirea unor formule topologice pentru 
vant ciul lui Yge Și Zoe ar fi o deosebită utilitate. Determinaţi aceste formule simplificate. 


P44. Pentru circuitul din fig. 3.P.44 să se determine matricea impedanţelor în gol Zos 
:.—ind formule topologice. 


3 3 4 5 
1 2 1 2 1 2 
Į 4 3 6 
a b c 
R, 
Gu 


d e 
Fig. 3.P.44. 
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P45. a) Demonstraţi că impedanţa unui circuit RLC fără inductanţe mutuale va avea 
un pol la s = 0 dacă și numai dacă există o secţiune conţinind numai capacităţi care separă 
cele două terminale (ale dipolului). 

b) Demonstraţi că o impedanţă va avea un pol la infinit dacă și numai dacă va exista 
o secţiune conținind numai inductanţe care să separe terminalele dipolului ca și la punctul a). 


P46. a) Demonstraţi că admitanţa unui circuit RLC fără inductanţe mutuale va avea 
un pol la s = 0 dacă și numai dacă există o cale inductivă între terminale. 

b) Demonstraţi că admitanţa va avea un pol la infinit dacă și numai dacă există o 
cale capacitivă între terminale. 


P47. Fie: 

„2 “tast... +a 
n -o 

ba + bis +... + bms” 
Bu. ae 

D(s) 

Co tes H... + crs 

Za a 


D(s) 


parametrii în gol a unui circuit RLC fără inductanţe mutuale. 
a) Utilizind formule topologice să se arale că: 


ap > leul şi be > leul. 


Aceasta semnifică că o putere a lui s care este prezentă la numărătorul lui z% trebuie 
să fie prezentă și în numărătorii z,, Și Z3. Mai mult, coeficienţii lui 2, și Z% vor fi pozitivi 
și mai mari în modul decit coeficienţii corespunzători din z,, care pot fi și negativi. 

b) Ce concluzii se desprind dacă diportul are bornă comună? 

c) Presupuneţi că cele trei funcţii date se referă la y,,, yz2 și —uyzy. Care va fi rezul- 
tatul corespunzător? 

Aceste condiţii asupra coeficienţilor se numesc condiţiile Fialkow. 


P48. a) Să se găsească parametrii admitanţă în scurtcircuit pentru circuitul din fig. 
3.P.48 aplicind direct definiția acestor parametri. Aparent condiţia lui Fialkow nu este satis- 
tăcută. 

b) Să se găsească din nou parametrii, utilizind formulele topologice și să se compare 
cele două răspunsuri. Stabiliţi condiţia care trebuie să fie asigurată încît condiţia lui Fialkow 
să fie valabilă, 


<I> 
“m 


NI~ 


Fig. 3.P.48. 
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P49. Fie matricea h a unui tranzistor în conexiunea emitor comun: 


h = h a] 
ha ha 

Să se determine matricele h pentru tranzistorul în conexiunea bază comună și colector 
prin intermediul matricei admitanțelor nedefinite. 

P50. Schema din fig. 3.P.50 este a unui circuit pasiv reciproc, în care rezistența Ry este 
explicitată. Impedanţa de intrare a circuitului este Z(s). Să presupunem că latura care conţine 
ze Ry este întreruptă (lăsată în gol), iar terminalele cc iau astfel naștere vor constitui poarta 
ce intrare a diportului ce va avea cea de-a doua poartă tocmai poarta circuitului original. 


Fie ga(s) funcţia amplificare de tensiune în sensul invers de transmisiune a acestui diport. 
Arătaţi că dacă circuitul conţine n rezistenţe: 


n 
Re Z(jo) = Rega j0) 2. 
k=] 


fy 


Poarta 2 


— 
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Ra Poarta ! 
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Fig. 3.P.50. 


P51. Se consideră diportul N reciproc şi simetric atit electric cît şi structural. Para- 
metrii săi z şi y sint notaţi respectiv cu: Z7) = Zoo Zio ŞI Yu = Y2 ȘI Via: 

Dacă bisecţionăm diportul la linia sa de simetrie structurală vor fi create un număr de 
couă sau mai multe terminale la joncțiunea dintre cele două jumătăţi. Presupunem că niciuna 
intre legăturile care leagă aceste terminale nu sc încrucișcază. Vom considera două cazuri, 
arătate in fig. 3. .P.51, în care aceste terminale sînt lăsate în gol şi respectiv în scurtcircuit. 
Impedanţa de intrare și admitanţa de intrare sint notate cu Z,» şi respectiv y, pentru cele 
ouă cazuri, unde indicele h semnifică secţionarea în două a circuitului. Arătaţi că: 


Zh = Zu Za şi = Za O Za 


Vian 


= Va + Yie ȘI Yh = Yn — Vie: 
Ziih 


“Indicaţie : Aplicați tensiunile V, = V, = V la terminalele circuitului original pentru a arăta 
că nici un curent nu va traversa axa de simetrie structurală. Apoi, aplicaţi tensiunile V, = 
= — V, = V şi arătați că tensiunile ce iau naştere la fiecare punct de pe axa de simetrie 
structurală vor fi egale). Rezultatul este cunoscut sub denumirea de teorema bisecției a lui 
Bartlett. 


Fig. 3.P.51. 
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P52. Variabilele curenţi şi tensiuni din ecuaţiile la noduri, pe contur sau la perechi de 
noduri sint transformatele Laplace ale unor curenţi și tensiuni. Soluţia, de exemplu, pentru 
tensiunea unui nod este dată de relația (4): 


Airls) 
(5) = $ J) —— 
a RT 


Să presupunem acum că sursele de excitație sînt toate exponențiale astfel încit sursa i de 
curent echivalentă este 7e% 

I; este un număr complex, numit fazor. Să presupunem că s, = jwg nu este o frecvență 
naturală a circuitului și să presupunem că circuitul este inițial relaxat. Răspunsul în regim 
forțat corespunzător excitației exponențiale va fi tot de tip exponențial, iar componenta în 
Tegim forțat a tensiunii la nodul k va fi 


vi(thtorțat = Ue, 


unde U, este de asemenea un fazor. Găsiți expresia lui U}(s). Comparați-o cu expresia lui V} de 
mai sus în care caz excitația a fost arbitrară. 
P53. Un diport are următoarele relații hibride V — I: 


Pi oln 


Să se proiecteze circuitul care plasat în serie sau In paralel la porțile circuitului dn 
fig. 3.P.53 tl transformă pe acesta într-un convertor ideal de negativare. 


Fip. 3.P.53. 


P54. Repetaţi problema 3.P.53 pentru cazul unui diport avind următoarele relaţii V — 1 


La aolo] el” all] 
ol oale] 
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Ecvaţii de stare 


În capitolul 2 am dezvoltat reprezentările reţelelor electrice prin 
curenţi de contur, tensiuni la noduri și variabile mixte. În cazul general, 
fiecare ecuaţie scalară pe contur sau la nod este o ecuaţie integrodife- 
renţială de ordinul doi. Pe de altă parte, fiecare ecuaţie scalară cu variabi- 
le miste este de ordinul întîi. În afară de cazul în care se manifestă o 
zrijă deosebită pentru selecționarea arborilor, unele ecuaţii cu variabile 
mixte pot conține integrale şi derivate ale acestor variabile. 

Există unele avantaje certe, dacă descrierea reţelei se face astfel încât 
să rezulte ecuaţii diferenţiale de ordinul întîi, fără integrale. Într-o expri- 
mare matriceală, rezultatul este o ecuaţie diferenţială vectorială de ordinul 
intii, care caracterizează comportarea dinamică a reţelei. Cîteva din motivele 
pentru căutarea unei astfel de reprezentări a reţelei sînt următoarele : 

1. Există numeroase cunoștințe matematice referitoare la rezolvarea 
unor asemenea ecuaţii şi asupra proprietăţilor soluţiilor lor, care pot fi 
aplicate direct în acest caz. 

2. Reprezentarea este extinsă uşor și natural la reţele variabile în 
timp şi neliniare şi este, de fapt, metoda folosită aproape cel mai frecvent 
pentru caracterizarea unor asemenea rețele. 

3. Ecuațiile diferenţiale de ordinul întîi se programează uşor pentru 
rezolvarea pe calculator. 

În acest capitol vom formula și rezolva, ecuaţiile diferenţiale vectoriale 
de ordinul întii care sînt cunoscute ca ecuaţii de stare. Ne vom limita 
aici la reţele liniare, invariabile în timp, care pot fi pasive sau active, 
reciproce sau nereciproce. În capitolele precedente am luat în considerare 
numai ecuaţiile cu transformate Laplace. În acest capitol vom reveni 
asupra ecuaţiilor de bază cu variabile exprimate ca funcţii de timp. Aceasta 
poate necesita, o reorientare în modul dumneavoastră de gîndire ; de exem- 
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plu, dacă în prezentul text vom vedea că o ecuaţie este algebrică, aceasta 
înseamnă că în ecuaţii nu apar derivate ale variabilelor. În termenii 
ecuațiilor cu transformate Laplace, aceasta ar însemna, că coeficienții sînt 
independenţi de variabila, de frecvență complexă. 


4.1. ORDINUL DE COMPLEXITATE AL UNEI REȚELE (CIRCUITE) 


În legătură cu descrierea reţelelor (prin ecuaţii de stare) pe care o 
vom dezvolta în acest capitol, se vor prezenta unele noţiuni introductive. 
Numărul de ecuaţii independente scrise folosind legea de curent a lui 
Kirchhoff (LKC) şi legea de tensiune a lui Kirchhoff (LKV) într-o rețea, 
n şi respectiv b — n, este determinat numai de graful reţelei, nu şi de 
tipul laturilor. Acelaşi lucru este adevărat pentru numărul variabilelor 
independente — tensiuni la noduri (n) și curenţi pe bucle (ochiuri) (b — n). 
Aceste numere nu sînt influențate de tipul elementelor din laturi (rezis- 
toare, condensatoare sau bobine). Dacă o reţea este pur rezistivă atunci 
ecuaţiile pe bucle sau la noduri sînt algebrice (fără nici o variaţie 
în timp); le vom numi ecuaţii statice. Dacă există capacităţi şi induc- 
tanţe, ecuaţiile vor fi dinamice. O problemă importantă este de a deter- 
mina cîte variabile dinamice independente există; sau altfel spus cîte 
variabile există astfel ca, atunci cînd aceste variabile sînt determinate 
(ca o funcţie de timp), variabilele care rămîn să poată fi determinate 
pur algebric. 

Se ştie că fiecare capacitate şi fiecare inductanţă introduce o variabilă 
dinamică, deoarece relația v — i corespunzătoare fiecăreia conţine o 
derivată, Se ştie de asemenea că tensiunile şi curenții iniţiali dintr-o reţea 
devin cunoscute, dacă sînt specificate tensiunile inițiale la bornele capa- 
cităţilor şi curenţii iniţiali prin inductanţe. Numărul maxim de condiţii 
iniţiale care pot îi specificate independent este egal cu numărul de ramuri 
independente care înmagazinează energie (capacități plus inductanțe). 
Aceasta justifică introducerea noțiunii ordin de complexitate definită 
astfel : 

Ordinul de complexitate al unei reţele este egal cu numărul de condiţii 
iniţiale independente care pot fi specificate pentru o reţea. 

Acesta, este de asemenea numărul de constante arbitrare care apar 
în soluţia generală a ecuaţiilor rețelei. El este egal cu numărul de frecvenţe 
naturale, luînd în calcul pentru fiecare ordinul său de multiplicitate; 
de exemplu, să presupunem răspunsul liber al unei reţele de forma 


w'(t) = AE + (4; + Age + A€ st 4 Aeu (1) 
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Frecvența naturală s, este de ordinul de multiplicitate doi; rezultă 
că numărul total de frecvenţe naturale este cinci. Acesta, este de asemenea 
ordinul de complexitate. 

Este clar că ordinul de complexitate nu poate depăşi numărul de 
elemente care pot înmagazina energie. Presupunem totuşi că există o 
relație restrictivă între tensiunile pe capacităţi sau curenţii prin bobine. 
Aceste constringeri pot fi determinate de contururi care conțin numai 
capacități, sau numai capacităţi şi surse de tensiune independente, și 
secțiuni care conţin numai inductanţe sau numai înductanţe şi surse 
de curent independente 1). 


Fig. 4.1. Reţea cu un contur de capaci- 
tăţi și o secţiune de inductanţe. 


yC) 


În primul caz, aplicînd LKV pe contur se obține o relație liniară 
intre tensiunile pe capacități, şi în al doilea caz, ecuația LKC pentru sec- 
tiuni ne va da o relație liniară între curenții inductanțelor. În fig. 4.1 
există cinci elemente care pot înmagazina energie. Dar în această reţea 
există o buclă de capacități care conține două capacități şi o sursă de 
-ensiune. Există de asemenea o secţiune de inductanţe care conține două 
:zductanțe. Rezultă că pentru tensiunile pe capacităţi și pentru curenţii 
in inductanţe vom avea următoarele relaţii restrictive : 


VF Vs = Vy (2a) 
is F îs = 0 (2b) 


cu o orientare adecvată a variabilelor). Aceasta înseamnă că valorile 
inițiale ale lui v, şi v, şi de asemenea valorile inițiale ale lui î; și te 
nu pot fi prescrise independent. 

Fiecare relație restrictivă reduce numărul condițiilor inițiale inde- 
pendente cu o unitate. Într-o rețea care are numai componente cu două 
terminale, ecuațiile corespunzătoare nu pot introduce relații algebrice 
suplimentare între tensiunile pe capacități şi curenții prin inductanțe. 
Rezultă că: 


1 Pentru a evita repetiţia, vom folosi termenul „contur de capacități‘ care înseamnă 
un contur numai din capacităţi sau numai capacităţi și surse de tensiune independente. În 
același mod vom folosi termenul „secţiune de inductanţe”, ceea ce reprezintă o secţiune care 
conţine numai inductanțe sau inductanţe și surse de curent independente. 
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Ordinul de complexitate al unei rețele RLC este egal cu numărul total 
de elemente reactive, din care se scade numărul de bucle de capacităţi inde- 
pendente și numărul de secțiuni de inductanțe independente. 

În reţeaua din fig. 4.1 ordinul de complexitate este 5 —1—1=3. 

Este interesant de știut care este influența buclelor care conţin numai 
inductanţe sau a secțiunilor numai cu capacităţi. Considerăm, de exemplu, 
reţeaua din fig. 4.2, care conţine o buclă de inductanțe; KVL pe acest 
contur conduce la 


LA 


îi di EOE 
La + Ip + Dn d = g (Data + Lois + Die) =0. (3) 


3 
y A 2 (f: 


Fig. 4.2. Rețea cu un contur de inductanţe, 
Integrala, acestei expresii de la 0 la t conduce la 
Lsta(t) + Lsis(t) + Leis(t) = Lais(0) a Lsis(0) + Laie(0) = K, (4) 


unde t = 0 înseamnă de fapt 0+. S-ar părea că aceasta reprezintă de 
asemenea o restricție asupra curenților prin inductanţe. Dar constanta K 
nu este specificată. De fapt, determinarea ei necesită o relaţie indepen- 
dentă. Aceasta este demonstrată de principiul conservării liniilor de flux, 
care afirmă că 3, Li, pe orice contur închis este continuă, (Acest principiu 
nu poale fi derivat din legile lui Kirchhoff). Condiţia de continuitate 
impune ca valoarea liniilor de flux puţin înainte de t = 0 (adică la 0—) 
să fie egal cu valoarea pe care o are imediat după t = 0 astfel: 


K = Li (0—) + Li(0—)i + Leia(0—). (5) 


Valorile la 0— ale tuturor celor trei curenți prin inductanțe pot fi 
specificate indepenent, fără a călca legile lui Kirchhoff ; aceste specificații 
vor fixa valoarea la 0+ a liniilor de flux. Tragem concluzia că o buclă 
de inductanțe nu reduce numărul de condiții inițiale care pot fi specificate 
independent și astfel nu influențează ordinul de complexitate. 

O concluzie similară rezultă pentru o secțiune de capacități, și anume 
că aceasta nu va avea nici o influență asupra ordinului de complexitate. 
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Se poate obţine o ecuaţie similară cu (5) pentru o secţiune de capacități 
cu deosebirea că termenii vor fi de forma Cv, = q; (sarcina). În acest caz, 
in locul principiului conservării fluxului se folosește principiul conservării 
sarcinii, care, aplicat unei reţele, afirmă că funcţia Cv, = $ g; pentru 
orice secţiune este continuă. 

Deși secțiunile de capacităţi şi buclele de inductanţe nu influențează 
numărul de frecvențe naturale, ele influenţează valorile frecvenţelor 
naturale. În fig. 4.2, de exemplu, presupunem că i(t) este răspunsul dorit. 
Este clar că un curent constant poate circula prin bucla de inductanţe. 
Deci unul din termenii din i(t) poate fi o constantă, care corespunde unei 
frecvenţe naturale s = 0. Rezultă că o buclă de inductanţe conduce la o 
frecvenţă naturală zero. O concluzie similară rezultă pentru o secțiune 
de capacităţi. 

Totuşi, frecvențele naturale la s = 0 sint oarecum particulare, deoa- 
rece în orice caz termenul corespunzător care apare în răspuns depinde 
de: (1) ce variabilă specifică constituie răspunsul şi (2) localizarea exci- 
taţiei. 

În fig. 4.2, dacă răspunsul este v(t) şi nu i(t), nu va apare un termen 
constant, deoarece v, = dis/dt, şi prin diferenţiere constanta se va elimina. 
Toate celelalte frecvenţe naturale vor apare în v, deoarece derivata unei 
exponenţiale este proporțională cu acea exponențială, 

Discuţiile anterioare arată că ceea ce este interesant în unele cazuri 
este numărul de frecvenţe naturale diferite de zero și nu numărul total 
ie frecvențe naturale. Acesta poate fi obţinut scăzind din numărul 
total, numărul de secţiuni de capacităţi şi numărul de bucle de inductanţe. 
Rezultă că: 


Numărul de frecvenţe naturale diferite de zero este egal cu ordinul de 
amplezitaie minus numărul de bucle independente de inductante și numărul 
de secțiuni independente de capacități. 


Contur decapacifiți Sectiuni de capacități 
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Fig. 4.3. Reţea cu multe degenerări. 


236 4. ECUAŢII DE STARE 


Cuvîntul „independent“ atît aici, cît şi în definiţia ordinului de 
complexitate dat mai sus, este important. Putem justifica aceasta refe- 
rindu-ne la fig. 4.3. Din trei secțiuni de inductanțe numai două sint inde- 
pendente ; ecuaţia LKC pentru o secțiune se poate obține din celelalte 
două. Aceasta este adevărat și pentru cele trei secțiuni de capacităţi; 
numai două sînt independente. Deoarece există în total 11 inductanțe 
şi capacităţi, şi 3 constrîngeri liniare (una pentru conturul de capacități 
şi două pentru secțiunile de inductanţe), ordinul de complexitate şi numărul 
de frecvențe naturale este 11 — 3 = 8. Din aceste frecvenţe naturale, 
două sînt; zero, şi corespund la două secțiuni independente de capacităţi. 
Există deci 8 — 2 = 6 frecvenţe naturale diferite de zero. 


4.2. CONSIDERAȚII DE BAZĂ ÎN SCRIEREA ECUAȚIILOR 
DE STARE 


Sîntem acum pregătiți pentru a începe prezentarea ecuaţiilor de 
stare. Ecuațiile de bază pe care le putem folosi sînt LKV, LKO şi relaţiile 
v — i. Dintre acestea trebuie aleasă o combinaţie particulară şi un ordin 
particular. Decizia de alegere se face pe baza unui număr de conside- 
rațiuni : 

1. Dorim ca ecuaţiile finale să nu conţină integrale. Integralele apar 


t 
din substituția lui = | vdz/L + (0) pentru un curent prin inductanță 
0 


t 
în LKC şi substituirea lui v =Í idx/C + v(0) pentru o tensiune pe capa- 


-0 
citate în LKV. Nu vom elimina curenţii prin inductanţe şi tensiunile 
pe capacităţi şi le vom menţine ca variabile. 

2. Dorim ca ecuaţiile finale să fie ecuaţii diferenţiale de ordinul întii. 
Derivatele apar din substituirea v = Ldi/dt pentru tensiunea pe inductanțe 
în LKV și i = Cdv/dt pentru curentul prin capacitate în LKC. Vom face 
aceste substituiri, eliminînd astfel curenţii prin capacităţi și tensiunile 
pe inductanţe din setul final de variabile. 

3. Din cele două variabile referitoare la capacitate, tensiune şi curent, 
tensiunea este aceea a cărei valoare iniţială poate fi specificată indepen- 
dent într-o reţea — cu exceptia cazului în care există o buclă de capacităţi, 
aşa cum s-a discutat; în ultimul paragraf. În mod asemănător, pentru 
inductanţe, curenţii iniţiali pot fi specificaţi independent — cu excepția 
cazului în care există o secțiune de inductanţe. Acesta este un motiv în plus 
pentru a reține tensiunile pe capacități și curenţii prin inductanţe ca 
variabile. 

4. Toate consideraţiile de mai sus sînt netopologice ; ele nu consideră 
modul de selectare al unui arbore și ce tipuri de laturi sînt ramuri sau 
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coarde. Din punct de vedere topologic, se ştie că tensiunile pe ramuri 
determină toate celelalte tensiuni. Deoarece dorim să avem tensiunile 
pe capacităţi printre variabilele finale, vom plasa pe cît posibil capacităţile 
intr-un arbore. În mod asemănător, curenţii coardelor constituie o bază 
pentru toți curenţii. Deoarece dorim să avem curenţii prin inductanțe 
ca variabile finale, plasăm inductanţele, pe cît posibil în coarbore. 

5. Pînă acum nu am luat în considerare sursele independente ca laturi 
separate, dar am presupus că ele există totdeauna ; le-am inclus însă în 
laturi existente. Convenţional, revenim asupra acestei proceduri şi vom 
considera sursele independente ca laturi separate. Deoarece tensiunea, 
unei surse de tensiune este o „cunoscută“, ea nu poatefi determinată 
din alte tensiuni. Rezultă că o sursă de tensiune nu poate fi o coardă, 
deoarece atunci tensiunea ei ar fi stabilită în termenii tensiunilor ramu- 
rilor. În mod similar, o sursă de curent nu poate fi o ramură, deoarece 
curentul său nu poate fi stabilit în termenii curenților coardelor. Într-o 
rețea care are o buclă conținînd numai surse de tensiune independente, 
una din surse va fi considerată ca o coardă. Aceste surse nu pot fi 
cu adevărat independente, deoarece tensiunile lor trebuie să satisfacă 
LKV pe contur. Dacă LKV este respectată, atunci una din surse poate fi 
a coardă, și tensiunea ei va fi determinată de alte surse. Consideraţii 
similare se fac pentru o secţiune care conține numai surse de curent 
independente. Presupunem, deci, că reţelele nu au bucle numai cu surse 
de tensiune independente şi nici secțiuni numai cu surse de curent 
independente, 

Consideraţiile de mai sus ne conduc la următorul mod de abordare 
a problemei. Definim un arbore normal un arbore care are ca ramuri 
toate sursele de tensiune independente, numărul maxim posibil de capa- 
cităţi, numărul minim posibil de inductanţe şi nici o sursă de curent inde- 
pendentă. (Dacă rețeaua nu este conectată, termenul corespunzător 
este „arborescentă normală”). Pentru simplicitate, ne vom referi mai 
tirziu la un arbore normal, revenind uneori la folosirea „arborescenţei 
normale“ pentru accentuare). Dacă nu există bucle de capacităţi, toate 
capacităţile vor fi ramuri ale arborelui normal. De asemenea dacă nu 
există secțiuni de inductanţe, nici o inductanţă nu va fi ramură în arborele 
normal; ele vor fi toate coarde. Aceasta poate fi demonstrată prin me- 
toda reducerii la absurd. Presupunem că există o coardă de capacitate 
in absența unei bucle de capacităţi. Ambele noduri terminale ale coardei 
de capacitate cad în arborele normal corespunzător. Dacă această coardă 
este adăugată la arbore, ea va forma o buclă care, prin ipoteză, nu este 
o buclă de capacităţi. Dacă din această buclă îndepărtăm o latură neca- 
pâcitivă, rezultatul va fi un nou arbore care va avea o capacitate mai 
mult decît precedentul. Această situaţie nu este posibilă, deoarece arbo- 
rele normal precedent avea prin definiţie numărul maxim de capacități. 
O demonstraţie similară se aplică pentru inductanţe. 
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Dindu-se o reţea, selectăm un arbore normal (sau o arborescență nor- 
mală dacă reţeaua nu este conectată). Seriem apoi ecuaţiile LKV pentru 
buclele f şi ecuaţiile LKC pentru secţiunile f ale acestui arbore. Folosim 
relaţiile v — i pe laturi pentru a elimina curenţii prin capacităţi şi tensiunile 
pe inductanţe, dar rămîne încă în discuţie modul de abordare al variabi- 
lelor elementelor rezistive adică, sursele controlate, giratorii și rezistenţele. 
Înainte de a trata această problemă în cazul general, să discutăm citeva 
exemple cu ajutorul cărora putem stabili concluzii generale. 


RSA 
1 ] 2 
%2 b 


a7 6 $c6 d8e 
aipe m w 


Fig. 4.4. Exemplu ilustrativ pentru scrierea”ecuaţiilor de stare. 


Considerăm reţeaua din fig. 4.4, a. Este de dorit să găsim tensiunea 
la, ieşire vg(t) cînd se aplică la intrări tensiunile +, (t) şi və (t). Există trei 
elemente reactive și nici o degenerare. Ordinul de complexitate este deci 3. 
Există șase noduri și nouă laturi. (Amintim că cele două surse de tensiune 
sînt considerate ca laturi separate). Un arbore normal trebuie să conțină, 
ambele surse de tensiune și ambele capacităţi, nu însă şi inductanța. 
Acesta este prezentat în fig. 4.4, b unde prin linie plină este arătată o 
parte a arborelui normal şi linia punctată reprezintă coarda inductanței. 

Este necesară încă o ramură, care trebuie să conecteze nodul c la 
rezistență. Este clar că există două posibilităţi care includ laturile rezistive 
— latura 5 sau 6. Am ales latura 5 pentru completarea arborelui, așa 
cum este arătat în fig. 4.4, c. Menţionăm că am numerotat cu primele 
numere ramurile și în continuare coardele. 

Să scriem ecuaţiile LKC pentru secţiunile f și ecuaţiile LKV pentru 
buclele f. Cu o descompunere obişnuită a elementelor matricei putem 
scrie : 


Qi =(U0)] [:] i, + Qi =0, (6a) 


Bv = muf] =B, v, +v =0 (6b) 
l 
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i, = — Qi, (Ta) 
v = — B, Vi: (7b) 
Menționăm că deoarece sursele sînt considerate ca laturi separate, 


părţile din dreapta în (6) sînt O și nu Qi, sau Bv,, aşa cum le utilizasem 
in scriere. În formă scalară, (7) conduce la următoarele relații: 


L= —i (8a) 
i = =i (8b) 
i= th +i (8c) 
issu E (8d) 
i = — ie — ip (8e) 
D = — Va +M +d (8f) 
n= 9 (89) 
= Da -uy (8h) 
w= -n +% (8i) 


Rămîn de scris relațiile v — ¿i corespunzătoare componentelor. Presu- 
punem că rețeaua este alimentată la momentul t = tẹ Tensiunile surselor 
€, şi %,, sînt date pentru t > t, Sînt date de asemenea curentul inițial 
prin inductanță şi tensiunile inițiale pe capacități; acestea sînt v(to), 
Talte) şi îe(t). Relaţiile v — i ale surselor și elementelor reactive sînt: 


n = a (t), (9a) 
13 = Va (t), (9b) 
= do, a 

î = 0; zi (90) 
: do - 

u= C, Se (9d) 
v = ni i (9e) 
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Ecuațiile scrise pentru rezistenţe sînt de forma v = Ri sau i= G, 
dar încă nu am stabilit cum vor fi ele scrise. Din discuţiile anterioare, 
ştim că dorim să eliminăm curenţii prin capacităţi şi tensiunile pe induc- 
tanţe. Vom substitui îs, î şi v din ultimele trei ecuaţii în ecuaţiile 
LKC și LKV corespunzătoare din (8). Aceasta ne conduce la 


dv, 


C; a =f + în + îns (10a) 
dv 

0 — = —i +i 10b 

E te + e» (10b) 
di 

Lu = — V3 + Vg. (10e) 


Există două tipuri de variabile în păıțile drepte ale ecuaţiilor: 
(1) tensiuni pe capacități și curenți prin inductanțe (v, şi îș) pe care 
dorim să le menţinem ; şi (2) curenți și tensiuni corespunzătoare rezis- 
tențelor. Există patru variabile de acest fel, și anume: vs, îe, în Şi iş 
Menționăm că nici una din acestea nu apare în partea stingă a ecuațiilor 
Kirchhoff din (8), spre deosebire de variabilele complementare acestora, 
care apar. Pentru a exprima aceste variabile complementare în funcție 
de unele dorite, putem folosi relațiile v — i corespunzătoare (9) în (8). 
Avem acum un ghid pentru scrierea într-o formă convenabilă a acestor 
relații. Acestea sînt : 


îs = G; V5, (11a) 
v = Reis (11b) 
v, = Rain (11€) 
v = Regie. (11d) 


Astfel, pentru coarde folosim forma v = Ri; şi pentru ramuri į = Go. 
Dacă folosim aceste relații în cele patru ecuații corespunzătoare din (8), 
rezultatul poate fi rescris în următoarea formă : 


G, Vs + îș = îş (12a) 
— v; + Res = — v, + t (12b) 
R, în = vi Te Va (120) 


Raig = Vg — Vy. (128) 
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Acestea sînt ecuații algebrice pure care exprimă tensiunile și curenții 
pe rezistențe în următorii termeni : (1) tensiunile surselor, (2) tensiunile 
pe capacități și (3) curenții prin inductanțe. Aceste ecuații algebrice 
pot fi ugor rezolvate și se obține: 


1 1 Re ; 

d e LaLa ape 13a 
5 14GR ° 146GR © 146GR ` i 
. G, G; 1 . 

i = — —* v ———— n — —— i 13b 
š 1+6 R éi 14a R © 140GR” VOR 
i = G, — G, (136) 
is = Ge Vo = Ge Vg (134) 


În final, aceste ecuaţii pot fi substituite în (10) şi, după o rearanjare 
a lor, se obţine: 


dt G, G GR . 
E (- SER pt iLe 
> at T. P TA Eas 
(14a) 
dt Gs - (e Gs 1 : 
o t| SBR ——— iten 
“a E 703) e “tea au irak 0a: 
(14b) 
L die a 26, a Dalia lt pe ze o bee (14c) 


d  1+GR, ° 1+GR | 1+6R 
Acesta, este un set de ecuaţii diferenţiale de ordinul întîi. Să-l scriem 
: formă matriceală. După împărţirea prin coeficienţii din stinga, rezul- 
zatul va fi: 


ra z ($ + aa) G,/C3 G; RelC, FA 
0, 1+G,8 1+6,R 1+6 R 
åja- @;|C4 a E G,J0, ) 1/0; E 
zl“ 1+6 R 1+6; R) 1+6 R 
i = CRo Io Pi 1/1 SER Re/ Le E 
: 1 +a; Re 1+6 R 1+6 Re ? 
& o 
Os 
+0 S fe]: (15) 
C | Wa 
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Aceasta este ecuația pe care urmăream să o obținem. Ea este 
ecuație diferențială matriceală de ordinul întîi. Este folosită următoarea 


terminologie : 
Vector de stare Vector de intrare 
v(t) 
t 
=| at | elt) = k A 
i(t) Va | ) 


„Elementele vectorului de stare sînt variabile de stare. Ne referim la ecuaţia 
matriceală ca la o ecuație de stare, Ecuația (15) poate fi scrisă condensat 
în notația matriceală astfel : 


dx 
— =d Be 16 
di x + $e, (16) 


unde semnificaţiile matricelor ot și B sînt evidente. Aceasta este numită 
forma normală a ecuaţiei de stare. Derivata vectorului de stare este dată 
ca o combinaţie liniară a vectorului de stare şi a vectorului de intrare 
sau de excitație (Litera „e” provine de la excitație). 

Cantităţile de ieşire dorite pot îi variabile de stare sau orice alte 
variabile din reţea. În cazul nostru ne-am propus ca ieşirea să fie v(t) 
Din reţea se constată că vo = 3 — %4, care poate fi scris în formă matri- 
ceală astfel : 


v3 
v=[1 —1 0] fl 
în 


sau mai condensat : 
w(t) = x, (17) 


unde w este vectorul de ieșire. 

Următoarea etapă va fi să rezolvăm ecuațiile de stare, problemă 
care va ocupa o parte importantă în acest capitol. Înainte de aceasta 
să considerăm un alt exemplu, care va introduce unele aspecte pe care 
nu le-am întîlnit în ultimul exemplu. 

Rețeaua pentru acest exemplu este reprezentată în fig. 4.5. Ea are 
0 buclă de capacități (capacități gi surse de tensiune). Un arbore normal 
trebuie să conțină ambele surse de tensiune, dar este clar că nu poate 
include toate cele trei capacități. Am ales arborele care conține capaci- 
“tăţile 3 şi 4. Arborele normal poate fi completat de oricare din cele trei 
rezistențe; am ales aici rezistența numărul 5. 
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Etapa următoare este scrierea ecuațiilor KCL pentru secțiunile f 
şi ecuațiile LKV pentru buclele f în forma lui (7). Rezultă : 


(18a) 
(18b) 
(18c) 
(184) 
(18e) 
(18f) 
(189) 
(18%) 


Fig. 4.5. Exemplu ilustrativ de circuit cu contur de 
capacităţi pentru scrierea ecuaţiilor de stare. 


Urmînd raționamentul din exemplul anterior, vom serie în conti- 
=uare ecuaţiile v — i pentru toate capacităţile (singurele elemente reac- 
tive în acest caz) astfel încît să putem elimina curenţii în capacităţi din 
15) şi să reținem numai tensiunile pe capacități. Dar, din cauza buclelor» 
de capacităţi, nu toate aceste tensiuni sînt independente dinamic. Vom 
scrie ecuaţiile v — i numai pentru acele capacităţi care sînt în arborele 
rormal. Astfel: 


A dv 
is = 03 a (19a) 
do, 
i = 0, =., 19b 
4 4 dt ( ) 


Introducem acum aceste relaţii în ecuaţiile LKC corespunzătoare 
din (18) şi obţinem: 


do A i 
OA Zi =i + în (20a) 
ca E EE (20b) 


di 
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Cele trei variabile din părţile drepte, curentul prin coarda capacităţii ię 
şi curenţii prin coardele rezistențelor i, şi î, sînt tratate separat. Ecuația 
LKV pentru v din (18f) este folosită în ecuaţia v — i pentru ię, ceea 
„ce conduce la: 
dv dv dv du z 
i = 0; = 0 — — 02 — 0,2 ++ 0, 21 
i d “au ‘a “a da, 


care exprimă pe î, numai în termenii variabilelor dorite. Rămiîn de eli- 
minat din (20) variabilele ș, şi ię. Acestea nu apar rezolvate explicit în 
relaţiile (18). Scriem din nou relaţiile v — i pentru coardele de rezistențe : 
v = Ri şi pentru ramură (latura 5): d = Gw. Ecuațiile corespunzătoare 
-din (18) pot fi scrise astfel: 


Gs + în +ie=0 (22a) 
— v; + Rii, = — 3 (22b) 
—W5 + Reis = Va — Va (22c) 
„Acesta este un sistem simplu de ecuaţii algebrice care rezolvat conduce la : 
=- =- vn +> v 23a 
V5 K v gp ” + g” + g ” (23a) 
: G +G G G +G G 
E ( t B) r ( x 0 d: Tw (23b) 
= — G, — — h 1—7 23e 
ts T v + A + feo K va, (230) 


unde K = 1 + R(G; + G4). Ultimele două ecuații împreună cu (21), 
introduse în (20), vor permite eliminarea variabilelor nedorite. După 
zearanjare, rezultatul în forma matriceală devine : 


— (G; + Gs) + Ge 
[e +0, za je sJ- K K [e 
=s Cs Cat Ce di vi & ză a +6,R,) v 
K s K 
(24) 
(G + Ge) __ Ge 
+ K K [2)+] Ce he) 
__ (+ Gal L-0 — Cs] dt Lose 


K ? K 
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Rezultatul final este obținut prin premultiplicarea cu inversa matricei 
eveficienţilor din stînga. S-a obținut de asemenea o ecuaţie diferenţială 
matriceală de ordinul întîi, dar de data aceasta partea dreaptă conţine 
zn termen cu derivata vectorului de intrare, pe lîngă vectorul de intrare. 

Pentru un calcul final, presupunem că ieșirile sînt —, şi î2. Aceştia 
pot fi exprimaţi în termenii curenților coardelor is, î, și î cu ajutorul 
ecuațiilor (18a) și (18b). Acești curenţi sînt eliminaţi, în final, folosind 
-21) şi (23). Rezultatul acestor calcule concretizat în ecuaţia la ieşire 
si exprimat în forma, maitriceală va fi: 


(6 +0) h 
A z K K E — 0, e 
a G OG + GR) L- Cs Cel dt Lo, 
-x n 
(25) 
(6; + Ga) G, 

Fă K K [eg — [+] 

Gs — Gall + GR)? LCs — Ce dilo, 

K K 


Derivata lui: 


| 
v; 
zate fi eliminată folosind (24). Rezultatul algebric detaliat este com- 
ziicat şi nu este dat aici. Totuși, este clar că termenii prezentați în partea 
-ireaptă a ecuației de ieşire vor fi aceeaşi cu cei prezenți în partea dreaptă 
a lui (24). 

Ecuațiile (24) și (25) pot fi scrise condensat astfel: 


d d 
a = Ax + Be + BT (26a) 
w= +D eD E (26b) 


Prima din acestea, este o ecuație diferențială. Odată ce este rezolvată, 
variabilele de ieşire sînt determinate algebric din a doua. Din punct de 
vedere al terminologiei aceste două ecuații împreună se numesc ecuatii 
d: stare. A doua ecuație este numită ecuaţie de ieșire. Ne vom ocupa în 
continuare de rezolvarea acestor ecuaţii. 
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4.3. REZOLVAREA ÎN DOMENIUL TIMP A ECUAȚIILOR 
DE STARE 


În exemplele din ultimul paragraf am găsit că variabilele de intrare 
şi de ieşire sînt legate prin ecuaţii de tipul (26). Vom stabili în paragra- 
fele următoare că rezultă astfel de ecuaţii pentru toate rețelele de tipul 
celor considerate. Se observă că o formă ceva mai simplă se obține pu- 
nînd : 


x =X + Be (27) 


în (26), care devine: 


z = Až + (B, + 42, 


= d 
w = 0x + (D, + 023)e + Da 
Derivata excitației a fost eliminată în prima ecuație, dar nu şi in 
a doua. Pentru simplicitate vom elimina bara și vom scrie x în loc de X. 


Mai mult, vom înlocui 3, + AB, cu B, 2, + 03, cu 2, şi D, cu Ô. Ecuaţi- 
ile pe care le vom trata, vor avea forma: 


2X — Ax + Be, (28a) 


w=êx+ De +2. (28b) 


Dacă prima din aceste ecuații care rezultă dintr-o reţea, nu este inițial 
în această formă (deoarece ea conține un termen care implică derivata 
lui e), transformarea din (27) o va pune în această formă. Chiar cu această 
transformare, totuşi, se vede că derivata lui e va fi prezentă în ecuația 


de ieşire afară de cazul cînd D = 0. Dacă această condiție este sau nu 
adevărată, aceasta depinde de reţeaua dată şi de variabilele considerate 
ca ieşiri. 

Vectorul x este presupus a fi un vector cu n componente. Numărul 
de componente în e va fi în general diferit de n. Astfel, o£ este o matrice 
patrată, dar B nu este în general patrată. 
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Ne îndreptăm acum atenţia asupra rezolvării lui (28) pentru x(t), 
presupunînd că valorile iniţiale sînt exprimate prin vectorul x(tọ). În 
acest scop vom folosi metoda variației parametrului. Fie 


x(t) = Y(x(0) (29) 


in care Y(t) este o matrice patrată de ordinul n care este presupusă a fi 
nesingulară pentru orice t > tọ”. Introducem această transformare în (28). 
Rezultatul, după o aranjare convenabilă a termenilor, va fi: 


dy dx 
— — AY = —Y—1+ Be. 30 
a Ja P7 + Be (30) 


Este clar că rezolvarea este simplificată dacă cantitatea din paranteză 
este presupusă a fi zero. Aceasta va conduce la o ecuație diferențială 
matriceală omogenă pentru Y. După ce rezolvăm această ecuație, Y 
poate fi introdus în partea dreaptă a lui (30). Rezultatul poate fi integrat 
direct pentru a găsi pe x. După ce am găsit Y şi x, se determină x 
din (29). 

Procedînd în acest fel, se obțin două ecuații care rezultă din (30) 
prin egalarea cu zero a cantităților din paranteze. 


aY _ = 

P AY(t) = 0, (31) 
dx(t) _ Ya- 

Ea (0) Be(t). (32) 


A doua ecuație se obține prin premultiplicarea prin inversa lui Y, care 
există, deoarece Y a fost presupus a fi nesingular. Vom amina temporar 
rezolvarea primei ecuații şi presupunem că a fost obținută o soluție. 
A doua ecuație poate fi rezolvată separînd pe x, prin integrarea directă 
ce la t, la t. Rezultatul va fi 


x(t) = x(t) + | Y(1)-! Be (7) dr. (33) 


1 Expunerea în acest capitol este extravagantă în folosirea simbolurilor. Necesitatea 
&räseşte mult disponibilitățile. Aceasta ne obligă să folosim un simbol într-un context, ctnd 
e! are de fapt o semnificație bine definită în altă parte. Astfel, obișnuit prin Y se ințelege 
c matrice de admitanțe. Sperăm că folosirea lui aici cu o semnificație diferită, nu va conduce 
ta confuzii. 
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Matricele valorilor inițiale sînt legate prin relaţia : 
x(to) = Y(to)xu(?0) (34) 


Rezultă că condiţia inițială pentru (33) este x,(to) = Y(t)? x(to). 
Premultiplicăm acum ambele părţi din (33) prin Y(t). Deoarece 

integrarea este făcută în raport cu 7, Y(t) poate fi introdusă sub sem- 

nul integralei. Mai mult, deoarece x,(î0) = Y(t) 1x(to), rezultatul va fi: 


x(t) = (DY) x(t) + | YMY (7) -1 Bets) dr. (35) 
t 


Acesta este un rezultat foarte semnificativ din care decurge că pentru 
rezolvarea lui (28), rezolvăm mai întîi (31), cu o condiție inițială nesin- 
gulară, de felul Y(t) = U. Calculăm apoi integrala indicată în (35). Totuși, 
integrantul necesită găsirea în primul rînd a inversei lui Y, care este 
de fapt o problemă complicată. 

Această dificultate poate fi evitată, deoarece Y(1)Y(7)-1 este o funcție 
matriceală de (t — 7), care așa cum se va vedea curînd, poate fi uşor 
determinată. Exprimăm simbolic această relație astfel : 


YOYO) = (t — 2) (36) 


Cînd introducem aceasta în (35), rezultatul devine : 
t 
x(t) = D(t — ta) x(to) + | D(t — =)Be(=) dz. (37) 
“lo 


Matricea ® este numită matricea de tranziție a stărilor. Numele provine 
de la aceea că atunci cînd e = 0, tranziția de la „starea”” rețelei la mo- 
mentul to la starea” la momentul t este caracterizată prin O, aşa cum 
se arată în (37). 

Ecuația (37) constituie soluția í în domeniul timp a ecuației diferen- 
țiale neomogene inițiale din (28). înainte de rezolvarea completă, este 
necesar să rezolvăm ecuația omogenă (31). 


Rezolvarea ecuației omogene 


Considerăm o ecuație diferențială omogenă de ordinul întîi: 
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unde a este o constantă și condiţia iniţială este y(t) = 1. Soluţia care 
satisface condiția inițială este 


y(i) = eh, 


cae poate fi verificată prin substituție directă în ecuație. Deoarece forma 
ecuației matriceale (31) este identică cu aceea a ecuației scalare, este 
indicat să căutăm o soluție exponențială : 


Y(t) = et, (38) 


Dificultatea este că nu ştim ce semnificație are o exponențială cu o ma- 
trice la exponent. O dificultate asemănătoare a fost întîlnită în definirea 
unei exponențiale cu un exponent număr complex. Putem defini o expo- 
nențială complexă în termenii dezvoltării în serie de exponențiale reale. 
A se vedea Anexa 2). Vom face acelaşi lucru aici şi definim : 


o fii AN At 
iii 8 a e To a (39) 


Deoarece ot este o matrice patrată de ordinul n, e“! este de asemenea 
o matrice patrată de ordinul n. 
Presupunem ca exemplu : 


a[i ah eaaa d ei A 


1 —2 —3 4 —8 
Atunci: 
1 0 —1 0 1 0j ë —1 0]ëť 
PELKIN Tio Bia [i ai 
k | | 1 a 3 4] 2 7 —8] 6 
t? B 
l—-t+——— 0 
2 6 
= i (40) 
3e Tt 


PLA 1gp y 
E E E cel 0 
FIAT ARI 3 


Se poate arăta că fiecare din elementele matricei = converge absolut 
către o funcţie continuă de t, pentru orice t finit şi uniform, pentru 
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orice interval finit de timp. Deci, diferenţierea termen cu termen a seriei 
este permisă. Astfel: 


Ae 
3! 


d cae 
(em) a + du 4 Z ae 
a Aa la Ir rm pe via 

(41) 
dh ÆC 
2 fi 


SAfU ++ +a) = tert; 


adică, formula pentru derivarea unei exponențiale matriceale este aceeași 
ca pentru o exponențială scalară. Folosind acest rezultat se găseşte că 
Y(t) = ext-t dat în (38) este soluția (unică) care satisface (31) şi condiția 
inițială Y (t) = U. 

Reamintim, că pentru obținerea lui (32) s-a presupus că Y(t) este 
nesingular pentru orice timp finit după tẹ Trebuie să arătăm acum că 
Y (t) este de fapt nesingular. Acest lucru nu este dificil. Din definiția 
unei exponențiale matriceale, dată ca o serie, putem scrie : 


rai re. (42) 


Să multiplicăm acum această serie cu seria exponenţialei pozitive din (39). 
Rezultatul va fi: 


ete-ai = U, (43) 


Toţi ceilalți termeni se anulează. Această multiplicare termen cu termen 
este permisă datorită convergenței absolute a celor două serii pentru 
orice t finit. Rezultatul ne spune că am găsit o matrice (e-+), care, atunci 
cînd este multiplicată de e, conduce la o matrice unitate. Prin defi- 
niţie ea este inversa lui e. Rezultă că Y(t) este nesingular pentru t> tọ. 

Este necesar să dăm o expresie explicită pentru matricea de tranziţie 
a stărilor O(t— t) = Y (t) Y (1)? Stim că Y(t) = e#t-0 şi Y(7)! = 


= €746- ; deci 

O (t ry 1) = gtlt-1) (44) 
şi este, ca şi Y(t), o matrice exponențială la care diferă numai variabila 
de timp scalară. Această relație poate fi acum introdusă în (37) şi se 
obţine : 


x (t) = estt X (to) + f est- Be (7) dr. (45) 
b 
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Soluţia este acum completă. Pornind de la o ecuaţie diferenţială 
vectorială de forma (28), rezolvăm iniţial ecuaţia omogenă (31) impunind 
condiţia inițială Y (t) = U. Soluţia este ez-w. Introducem rezultatul 
in (45), înlocuim pe tẹ cu 7 sub integrală şi calculăm integrala. 


O altă metodă de rezolvare 


Am tratat rezolvarea ecuaţiilor de stare în cazul general. Într-o 
situaţie particulară, presupunem că nu există excitaţii (e = 0) sau pentru 
o reţea dată B = 0. Atunci ecuaţia de stare se reduce la ecuaţia omogenă : 


de xX = AX. (46) 
di 


Comparînd-o cu (31) se constată că ele au aceeaşi formă. Există totuşi 
o diferenţă : în timp ce Y (sau, în mod echivalent, matricea de tranziție 
a stărilor 0) este o matrice patrată, în prezenta ecuaţie, x este un vec- 
zor coloană. Printre altele, aceasta înseamnă că valoarea iniţială în acest 
caz nu poate fi o matrice unitate dar trebuie să fie reprezentată prin 
vectorul valorilor iniţiale x (to). 
. Oran soluția generală din (45), soluția lui (46) poate fi scrisă 
astfel : 
x (t) = ext-h x (t). (47) 
Aceasta este desigur mult mai simplă decît soluţia generală cînd 2e Æ 0. 
Ar fi foarte important din acest motiv, dacă, prin unele schimbări de 
variabile, ar fi posibil să transformăm ecuaţia de stare neomogenă într- 


zna omogenă. Acest lucru ne propunem să studiem în acest paragraf. 
Considerăm ecuaţia de stare (28a), pe care o repetăm aici: 


d 
—x=ad Be. 48 
Fila x + Be (48) 


Presupunem că există un vector î care satisface ecuația diferențială 


d 
—i=i 
Și F (49) 


cu valoarea inițială f(t), şi care este legată de e prin relația 
e= Zi. (50) 
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În aceste expresii F şi X sint matrice care urmează a fi determinate- 
Substituim (50) în (48) şi combinăm ecuaţia rezultată cu (49). Rezul- 
tatul poate fi pus în următoarea formă : 


J-K ZI a 
dt Li o FJL 
care este omogenă ca şi (46). În consecință, soluția va fi: 
x(0]_ d BK), _ x (9) Š 
l li il o Ai ouă] iu 


în același mod în care (47) a fost soluţia lui (46). (Notaţia exp. (u) cores- 
punde lui £“). Soluţia pentru x(t) este dată de primele n elemente ale 
soluției lui [x î). 

În această metodă de obţinere a unei ecuaţii diferenţiale echiva- 
lentă ecuaţiei de stare neomogenă există un inconvenient important. 
Presupunem că f este un vector m. Matricea exponențială din (52) este 
deci de ordinul n + m. În soluţia (45) a ecuaţiei de stare originale, ordi- 
nul matricei exponenţiale este n. Deoarece m poate lua cu ușurință valori 
mari, creşterea ordinului exponenţialei matriceale prin m poate avea 
ca efect; depăşirea volumului de calcul necesar rezolvării integralei din (45). 

Este posibil să folosim o altă metodă care să ne conducă la o ecuaţie 
diferenţială omogenă, fără ca ordinul exponenţialei matriceale de cal- 
culat să crească. Fie : 


y=x+7 (53) 
său, echivalent : 


x=y- fi, (54) 


unde Y este o matrice care trebuie determinată. Substituind (54) în ecua- 
ţia de stare (48) se obţine: 


d d 
-— y— L — i = dy — ATi + Be. 55 
di y dt ğ i 


Substituind (49) în (50) în această ecuație și rearanjind termenii, se 
obține : 


4 y = Ay + [IF -AF +BX]. (56) 
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Dacă se poate găsi un Y care să satisfacă următoarea ecuaţie matriceală, 
algebrică, liniară 
AF — IF = BZ, (57) 


atunci (56) devine: 
d 
—y=d 58) 
di y y, (58) 


care este aceeași ecuație diferențială omogenă ca în (46). Soluția ei este 
deci: 


y(t) = y (to), (59) 
in care: 


y (to) = xX (to) + FË (to) (60). 


din definiţia lui y din (53). Soluţia pentru x(t) este obținută prin substi- 
tuţia lui y(t) din (59) și f(t) din (49) în (54). 
Soluția ecuaţiei matriceale din (57) nu este o soluţie ordinară”. 
Deoarece F ya fi o matrice n X m, (57) este echivalentă ecuaţiei 
algebrice liniare nm pentru nm elementele necunoscute ale lui 7. 


Exemplu. Pentru ilustrarea acestor două metode de obţinere a unei ecuaţii diferenţiale 
*>mogene echivalente, să pornim de la ecuaţia de stare: 


d 1 4 1 
— = =| [2 sin 2t — 3 cos 21]. 
dt —2 —5 —1 


Este ușor de verificat că: 


este soluţia ecuaţiei diferenţiale : 


d 0 .2 0 
—ti= t è Ko=| | 
dt È A n +] 


u Dacă valorile proprii ale lui (F sînt diferite de acelea ale lui cf, soluţia lui S poate: 
fi exprimată în formă închisă folosind unele rezultate din următorul paragraf. Această soluție- 
ia formă închisă va fi dată în Problema 17. Puteţi găsi o demonstraţie pentru această so- 
katie in: J. S. Frame, „Matrix Functions and Applications — Part. IV”., IEEE Spectrum,. 
Vol. I. no. 6, June 1961, p. 123—131. O altă soluţie de formă închisă va fi dată în Pro- 
blema 35. Demonstrația acestei soluții o veţi găsi în: A. Jameson ,,Solution of the Equation 
AX+XB=C by Inversion of an M x M or N x N Matriz”, SIAM Jour. of Applied 
Malhemalics, Vol. 16, No. 5, Sept. 1968, p. 1020—1023. 
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Se observă că: 


sin 2t 


e= smu acas2p = 2-a] |- a 


cos 21 
Deci: 
K=[2 -3l 


Matricele 4, 2 şi F sint desigur cuprinse în ecuația diferențială pentru f. Ecuația diferențială 
vectorială corespunzătoare lui (51) este deci: 


1 4. 
d [x -2 -5 . —2 3 
ju oa Si 

0 


Soluţia acestei ecuaţii se scrie acum cu ușurință. 
Această metodă necesită rezolvarea ecuaţiei matriceale din (57). Deoarece ordinul lui 
ci este n =2 și ordinul lui (F este m = 2, Ẹ va fio matrice 2x2. În acest exemplu (57) 


va fi: 
| | | , = Ă n | | | | l 
—2 —5 Su Sag Su Sa —2 0 —2 “3 


Puteţi verifica cu ușurință că aceasta este echivalentă următoarei ecuații algebrice : 


Su 2 
-2 -5 0 Sa |_|- 
-2 o 1 affs] |- 
o —2 —2 -5 Í L s 3 
Su 0 
Sa | | ol, 
Se la 
Sa -1 


Folosind aceste valori pentru Si, matricea Z este 


aul ti) 


astfel, SP există și soluţiile lui y({) și apoi a lui x(î), pot fi obţinute prin folosirea acestei 
metode. 


a cărei soluţie este: 


În acest exemplu am transformat ecuaţia matriceală din (57) pentru 
F într-o ecuaţie vectorială echivalentă pentru un vector cu aceleaşi ele- 
mente ca F. Să indicăm cum se realizează aceasta în general. Fie s, și 
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+, notaţiile vectorilor coloanei i ai lui S gi respectiv X. Atunci ecuaţia. 
vectorială este : 


Ru Ru.. 
Ra Ra Ron = a D (61) 
Rm Rn Rua 
unde : 
R; z ăi, d — fa U (62). 


este echivalentă ecuaţiei matriceale (57), în sensul că soluţia lui (61) 
determină valori pentru toate elementele lui J. 

În analiză sînt întîlnite multe funcţii de excitație. Există un set 
standard de excitaţii folosite în analiza, unei rețele. Funcţiile sinus şi 
cosinus din exemplul anterior sînt numai două funcţii din acest set. Alte 
excitaţii folosite adeseori sînt funcţiile treaptă, rampă, exponențială, 
sinusoida amortizată exponențial. Pentru a elimina necesitatea, construirii 
matricei (7 şi a vectorului inițial corespunzător Î(0) pentru aceste exci- 
taţii standard, am dat în tabelul 4.1 funcţiile f(t) cel mai adesea folosite 
şi (F şi 110) asociate. Observăm că în acest tabel t =0; procedind astfel, 
nu se pierde din generalitate, şi este convenabil să considerăm astfel, 
Menţionăm de asemenea că constanta « care apare în tabelul 4.1 poate 
îi zero. Dacă procedăm în felul acesta, elementele lui f(t) devin simple 
puteri ale lui t în primul caz şi funcţii sinusoidale şi cosinusoidale în cele- 
lalte cazuri. 


Tabelul 4.1. 
KLO) e a ee a a t0) 
ee uae e eae A a —a 0 0- 0 0 1 
te-at 1 —a 0. 0 0 0 
Le-a 0 2 i. 0 0 0 
ei -at 0 0 0..-—a 0 0 
t e-a 0 0 0... k —a 0 


e-at sin ot -a o e 
p s-a! a] | —o `] 1 [i] 
Deoarece un vector de excitație al rețelei poate avea elemente care 
sint combinații ale elementelor vectorilor e excitație standard cu diferite. 
valori pentru a, w și k, poate fi util să combinăm mai multe ecuații dife- 


rențiale pentru diferiți vectori de excitație standard într-o singură ecuație 
diferențială. 
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Pentru a clarifica această problemă, să considerăm un exemplu simplu. Fie: 


4 — 3e-2t 
e(t) = 2 — 2le-3% 


e~t cos (+ 4 sin 1,54 


Elementele lui e pot fi raportate la funcţiile de excitație standard, care apar ca elemente ale 
lui f, astfel: 


4 — 3e-2 
e(t) = 2 — 2te-3t 
e™tcos t + 4 sin 1,5 


... . ...... 


o... ..... 


cos 1,51 


Pe baza tabelului 4.1, găsim că există cinci ecuații diferențiale, corespunzind fiecare cile 
unei părți a vectorului f£ din dreapta; cle sint: 


L Mso O= 0) 
CR = -2f O= 140, 
dt > 

fh] f- OJ p 
ala | al | alhol 
dR] p- 6] O] fo 
a alele, Ep | kol h} 
d [fa 0 1,5 fa(0) 0 
a TFE 15 | | P 
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Putem să le combinăm pentru obţinerea unei ecuaţii diferenţiale vectoriale în f(t) : 


h 0. 0. 00: 0o. 0 07ff fi(0) 1 
fa 0.2. 0o. o0. 0 0 fo f0) 1 
i a, e Aa plai Aula i i; ; 

i h 0. 0. 1-3. 0909. 0 0 hs fa(0) 

P e a e EESE ol aW stea i 
A 0. 0. owe- i. 0 of [s(0) 0 
fs 0. 0. 0 0. -v-1.- 0 0 fe fs(0) 1 
P 0. o. 00. 00. 015 fa f(0) 0 
fs o. o. 00. 0 0-15 0|lf fa(0) 1 


Exponenţiala matriceală 


O m 


Aceste soluții formale prezintă o dificultate importantă. Exponen- 
țiala matriceală este o soluție simbolică — ea nu ne spune prea mult. Deşi 
dezvoltarea în serie a exponențialei ne conduce la rezultate numerice 
aproximative, ea nu conduce la o formă închisă. Astfel, în exemplul sim- 
plu dat în (40), fiecare element al matricei este o serie infinită, şi nu știm 
ce funcţie reprezintă. Este clar, că este necesar să găsim forme închise 
echivalente exponenţialei e, 

O echivalentă a exponenţialei poate fi găsită folosind transformata 
Laplace. Pentru simplificare, presupunem timpul iniţial t = 0. Dacă 
luăm transformata Laplace a ecuaţiei omogene din (31), găsim: 


sY(s) — i(s) = Y(0) = U. 


unde Y este transformata Laplace a lui Y(t). Aceasta poate fi scrisă 
astfel: 


(sU — <4)Y(s) = U 
wiu 
Y(s) = (sU — jr. 


in final, Y(t) se obține luînd transformata inversă. Deoarece am consi- 
derat t = 0, Y(t) va fi egal cu et. Deci 


esti = P-(sU — g)-y. (63) 
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Rezultatul este foarte interesant. Să-l aplicăm la o matrice simplă consi- 
derată anterior în (40). Matricea (sU — £), determinantul și inversa 
ei se obţin uşor şi anume: 


ai X |: det (sÙ — £) = (s + 1)(s + 2), 
s +2 


—1 
e SE i 1 i 
s+1 s+1 
(sl — 4) = = - (64) 
1 1 l 1 ] 


GIDE 5 +2] (Fi 842842 
În ultima etapă s-a făcut o dezvoltare în fracții parțiale. Transformata 
inversă a acestei expresii este : i 


L-YsU — gi = [i ’ |: 


tg -2 


Putem face ca exercițiu dezvoltarea acestei exponențiale și să verificăm 
că rezultatul este acelaşi cu cel din (40). 

Transformata Laplace este o modalitate de evaluare a exponențialei 
matriceale e, Dacă ne propunem folosirea transformatei Laplace, 
putem să o aplicăm asupra ecuaţiilor neomogene iniţiale și să evităm 
toate treptele intermediare. Acest procedeu poate fi desigur aplicat, 
dar se pierd avantajele matematicii matriceale. În consecinţă, pentru 
găsirea exponenţialei matriceale, avem nevoie de consideraţii suplimentare. 


4.4. FUNCȚII DE O MATRICE 


Exponenţiala matriceală «+ este o funcţie particulară de o matrice; 
ea face parte din clasa generală care poate fi numită funcție de o matrice. 
Se pot învăţa multe lucruri despre funcţia particulară <! studiind teoria 
acestei clase generale. Aceasta ne propunem să facem în acest paragraf. 

Cele mai simple funcţii de o variabilă scalară ordinară sînt puterile 
de variabile şi polinoame. Ele sînt de asemenea cele mai simple funcții 
de o matrice. Considerăm un polinom f(s) de variabila complexă s: 


fs) = + ap- IH... + as + ao. 
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Presupunem că variabila s este înlocuită de o matrice patrată x de ordi- 
nul n. Funcţia corespunzătoare va fi un polinom matriceal : 


f A) = AH apa + n. La + ao. 


Generalizarea unui polinom este o serie infinită : 
f) = ao tags... bag +... = Baii. (65) 
k=a0 


0 astfel de serie poate reprezenta de fapt orice funcție analitică de o 
variabilă complexă, în domeniul său de convergență. Înlocuind pe s cu £. 
æria devine 


TAERE EET NE (66) 
k=0 


Funcția f(3/) este de fapt o matrice, ale cărei elemente formează o serie 
atinită. Această serie matriceală este convergentă dacă fiecare element 
a! seriei este convergent.. Nu vom arăta aceasta, dar rezultă că seria ma- 
-ziceală este convergentă dacă valorile proprii ale lui Z% — adică, zerourile 
zeolinomului caracteristic, det (sU — s) — cad în interiorul cercului de 
vorvergență al seriei scalare din (65) 1). 

Funcţiile transcendente de o matrice pot îi definite cu ajutorul 
s<riilor infinite. O astfel de funcţie este exponenţiala, pentru care deter- 
zinarea, seriei a fost deja dată în (39). Determinarea, seriei unei funcţii 
ie o matrice nu are o valoare prea mare în evaluarea funcţiei, făcînd 
“xcepţie o evaluare numerică aproximativă. Mai mult, determinarea 
Zaei serii nu va fi adecvată, atunci cînd zerourile polinomului caracte- 
zistie nu cad în interiorul cercului de convergenţă. Din fericire, dacă f(s) 
aste o funcție analitică, care este regulată la zerourile polinomului carac- 
“eristic al lui %, atunci f(x) poate fi exprimată ca o funcţie polinomială ; 
mică ea este o serie finită. Să vedem cum se explică aceasta. 


Teorema Cayley-Hamilton și consecințele ei 


Definim un polinom de anulare de o matrice x, polinomul a(s), care 
= anulează cînd s este înlocuit cu 7 ; adică a(4) = 0. Polinomul carac- 
“eristic, d(s) = det (sU — +7), al unei matrice patrate æ este un polinom 


1) Pentru demonstraţie, se va vedea IL. Minsky, An Introduction to Linear Algebra, Oxford 
""=iversity, Press, London, 1955, p. 332—334. 
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de anulare pentru /. Aceasta poate fi făcută plauzibilă observînd că 
inversa lui (sU — +7) este dată de: 


1 
Z -1 — - | --- adj Z 7 
(sU — A) a(s) adj (sU — 7) (67) 
gau 
d(s)U = (sU — 7) adj (sU — æ). (68) 


Presupunem acum că s este înlocuit cu +/. În partea dreaptă apare un 
factor £ — £; deci d(x) = 0, şi d(s) este un polinom de anulare. Acest 
rezultat este cunoscut ca teorema Cayley-Hamilton. 

Teoremă. Orice matrice patrată satisface propria ei ecuaţie caracteristică. 

Teorema Cayley-Hamilton ne permite să reducem ordinul unui poli- 
non matriceal de orice ordin (oricît de mare) la unul de ordin care nu 
depăşeşte n — 1, unde n este ordinul matricei. Presupunem că s este o 
matrice patrată de ordin 3. Ecuația ei caracteristică va avea forma d(s) = 
= $ + dis? + das + da. Deci, din teorema Cayley-Hamilton rezultă 
UAL) =A +da +d A +d U =0 şi A = — í aA + dA H dU). 
Dînd un polinom de ordin mai mare ca 3, toate puterile de ordinul 3 
sau mai mult pot fi înlocuite folosind expresia patratică în æ pentru «72. 
Întregul polinom se va reduce la un polinom de ordinul 2. 

Ca un rezultat suplimentar, teorema Cayley-Hamilton permite 
evaluarea inversei unei matrice ca un polinom matriceal. Astfel, dacă 
ecuația caracteristică a unei matrice «/ este: 


dls) = s” Asi e H du + d, 
atunci 


A) = A + dat + n. H dot A dp U = O. 


Dacă ecuația este multiplicată prin ~}, ultimul termen devine d, %71. 
Atunci 


gi = — a-l 7 daf ae + dual). (69) 


n 


Această relație explicită este valabilă numai cînd zero este o valoare 
proprie a lui 7, astfel că d(s) nu are un factor s şi d, Æ 0. 

Ne interesează în principal funcțiile f(x) care nu sînt polinoame; 
în particular exponențiale. Cum vom trata astfel de funcții? Se obține 
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o indicație folosind din nou polinoamele. Presupunem date două poli- 
noame p,(8) şi pa($), ordinul lui p,(8) fiind mai mic ca acela al lui p(s). 
Ultimul poate fi împărţit prin primul și se obţine un cît g(s) şi un rest r(s) 
al cărui ordin este mai mic cu o unitate decit cel al polinomului divizor 
p(s). Rezultatul, după multiplicarea prin p,(8) poate fi scris astfel : 


Pa(8) = g(8)pu(5) + r(s). 


Presupunem că în locul polinomului p(s) avem o funcție analitică 
As) gi înlocuim pe p,(s) cu a(s). În mod analog cu ecuaţia precedentă, 
ne așteptăm ca: 


fis) = g(s)a(s) + g(s) (70) 


unde q(8) este o funcţie „cît” analitică, care este regulată la zerourile 
polinomului a(s) şi unde g(s) este un polinom rest” al cărui ordin este 
xai mic decât ordinul lui a(s). 

Presupunem că polinomul a(s) este un polinom de anulare pentru 
.atricea s; adică a(2/) = 0. Aceasta înseamnă că înlocuind pe s cu £ 
in (+0), obţinem 


fst) = gA) (71) 


>ade f(s) este o funcţie şi g(x) este un polinom. 

Acesta este un rezultat; foarte interesant, deoarece f(s) este o funcţie 
arbitrară. În termeni precişi, rezultatul anticipat poate fi orice funcţie 
ie o matrice £ regulată la zerourile polinomului de anulare în £ de ordin 
are nu depășește ordinul lui £ dim care se scade o unitate. 

Rămine încă de determinat polinomul „rest” g(8). Înainte de a face 
=eusta, să mai facem unele observaţii în legătură cu polinoamele de 
anulare. Teorema Cayley-Hamilton ne asigură că o matrice patrată are 
cel puţin un polinom de anulare. (Aţi putea arăta că aceasta implică 
existența unui număr infinit de polinoame de anulare de acea matrice). 
Fie un polinom de cel mai mic ordin, avînd coeficientul termenului de 
zradul cel mai înalt egal cu unu, notat cu m(8), pe care-l vom numi poli- 
“m minimal. 

Un fapt interesant referitor la un polinom minimal este dat de urmă- 
-oarea teoremă : 

Teoremă: Polinomul minimal al oricărei matrice patrate £ este un 
actor pentru orice polinom de anulare de sI. 

Aceasta este ușor de demonstrat. Se dau a(s) și m(8), unde m(s) nu 
c:te de ordin mai mare ca a(s). Putem împărţi pe a(8) prin m(8) şi obți- 
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nem un cât q,(s) şi un rest 7,(s) de ordin mai mic ca al lui m(s). După 
multiplicare cu m(s) obţinem : 


a(s) = qu(5)m(5) + ru(s). 


Înlocuim acum pe s cu æ şi observăm că a(7) =0 şi mÇ) = 0. Deci 
(4) = 0. Dar aceasta este o contradicţie, afară de cazul în care 7, este 
identic zero, deoarece r(x) = 0 înseamnă că r,(s) este un polinom de 
anulare de ordin mai mic ca al lui m(8). Deci ri(s) =0 și m(s) este un 
factor al lui a(8). 

Nu este necesar să găsim polinomul minimal în orice caz. În oricare 
din calculele care trebuie efectuate poate fi folosit polinomul caracte- 
ristic d(8), uşor de determinat, care este un polinom de anulare și care 
poate uneori să fie polinomul minimal corespunzător. 

Sintem pregătiţi acum să determinăm polinomul g(s), care poate 
fi scris astfel : 


g(s) = Jo H 98 H98? +... +a"! (72) 


în care coeficienţii sînt necunoscuţi. Punctul de pornire este (70). 
Să ne ocupăm de polinomul caracteristic d(s) al matricei 7 care 
este un polinom de anulare și să rescriem (70) astfel : 


fis) = g(s)d(s) + g(s) (73) 


Valori proprii distincte 
Presupunem că valorile proprii ale lui +7 sînt distincte şi să scriem 
pe d(s) în formă factorizată astfel : 
d(s) = (8 — 81) (S — sa)... (8 — Sa) (74) 
Să evaluăm acum pe (73) pentru fiecare valoare proprie s,. Deoarece 
d(s;) = 0, găsim 
fs.) = g(s). (75) 
Există n astfel de relaţii. Folosind (72) pentru g(s), aceste n relaţii devin 
Jo + Sa 9 HI-Fi E 831 n-a = fils): 
Jo + 82 9 + SF Ie F ee + 82" ga = S82), (76) 


Jo Fn 9i HSn Je +H.. E Sn! gy- = S(Sa). 
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În partea dreaptă a acestor relaţii sint cantități cunoscute, deoarece 
f(s) este funcția iniţială dată. Acesta este un sistem de n ecuaţii cu n 
necunoscute şi coeficienţi g, După rezolvarea acestui sistem de ecuaţii, 
funcţia g(s) poate fi scrisă direct. 

Să ilustrăm această metodă cu ajutorul aceluiaşi exemplu simplu 
considerat anterior. Pentru + din (40), polinomul caracteristic a fost 
dat in (64). Ecuațiile sînt reproduse și aici: 


a o T9662) 
Ta S2 = —2 


Funcția matriceală dorită este e%', astfel că f(s) = 2%. Prin subs- 
tituire în (76) obținem : 
Jo — = = e~, 


-— ht — -2 
Jo — 29; = eh =”, 


din care: 


Deci 
g(s) = (287! — 292) + (e7! — £72) s. 


Etapa următoare este să înlocuim pe s cu æ și să găsim g(s), care este 
egal cu f(A) (71) 


KA) = glad) = (267 — TU + (e! — etg 


= erei rea a 


Printr-o rearanjare, aceasta devine : 


care este în concordanță cu rezultatul găsit anterior. 
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Privind din nou setul de ecuaţii din (76), se constată o uniformitate 
certă în matricea coeficienţilor. Este posibil să rezolvăm ecuaţiile în formă 
literală și să folosim avantajele uniformităţii în scrierea matricei pentru 
a ajunge la un rezultat ușor de interpretat. 

Dacă notăm cu A determinantul și A; cofactorul (i, j) al matricei 
coeficienţilor din (76), soluţia pentru g, poate fi scrisă 


ja ȘI Se fe). 


j=1 


Polinomul g(s) poate fi scris acum, folosind acești coeficienți, astfel : 


gs) = Egt = UI > ĉa fe) 


i=l i=l 


n "A ie š A 
TO a er Sere) 


j= 


sau 
n (An | SÅ | SA S) 
= A ge Rp pe pt fise 
g(s) Ia A + ` + + Fr Ks) 


Problema care trebuie rezolvată în ultima etapă este rearanjarea ter- 
menilor avînd în vedere valorile lui f(s;) și nu puterile lui s. 

Deoarece ecuațiile (76) sînt toate similare, trebuie să fie posibil să 
scriem acest rezultat într-o formă mai simplă. Rezolvarea a fost dată de 
Lagrange făcînd să treacă un polinom de gradul n — 1 prin n puncte. 

Aceasta este numită formula de interpolare a lui Lagrange și trans- 
formă suma dintre paranteze într-un produs, după cum urmează : 


= 9 [p $E) fs). 77 
s= 3 (i ; =) e (17) 


(Verificaţi acest lucru). Folosind această expresie, g(%) este obţinută 
cu uşurinţă. În final, deoarece f( 4) = g(<%), obţinem 


n n = U 
ft) = y (2 re (18) 
pi? 


Folosind acest rezultat se poate face o observaţie foarte interesantă. 
Dindu-se o matrice +, valorile proprii s, sînt unic determinate de s. 
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Deci, fiecare din parantezele din (78) este o funcție numai de x și este 
independentă de funcţia specifică f(s) considerată. Odată ce cantitatea 
dintre paranteze este determinată, orice funcţie de matrice poate fi deter- 
minată prin evaluarea funcţiei la valorile proprii ale lui «/. Menţionăm 
că această problemă va fi din nou tratată ulterior într-un caz mai general. 


Valori proprii multiple 


Dacă valorile proprii ale lui æ nu sînt distincte şi există valori mul- 
tiple, este necesară o modificare a acestui procedeu. Fie: 


d(s) = (8 — s1)" (8 — $2)" ... (8 — su, (79) 


unde multiplicităţile sint evident 7, pentru valoarea proprie de ordinul ș. 
Să considerăm acum diferenţiala lui (73), după care vom evalua 
rezultatul pentru s = s, Excepţind derivatele produsului g(s) d(s), 
derivatele lui f şi g vor fi egale. Astfel: 
i j) 3 [AN qi 3 
dfe) P) :) Cia OKON (80) 
ds? dai  So\i] d! dë 
Ce se întîmplă cu suma cind s =s,? 

Dacă ordinul derivatei este mai mic decît ordinul de multiplicitate 
al valorii proprii s, (adică, dacă j < r,), atunci din (79) este clar că 
1d(3)/dsi = 0 pentru s = 8, şi pentru i < j. Aceasta înseamnă că toți 
zermenii de sub semnul de însumare se anulează, și astfel 


gla) _ Ef) 
dai dsi 


=: pentru ordinele de derivare j = 0,1,2, . . . , (r, —1); aceasta este va- 
tabil pentru derivatele de orice ordin mai mic cu unu decît multiplicitatea 
“ui +. Această ecuaţie este o generalizare a lui (75) şi o include. Numărul 
de relaţii obţinute este egal cu acela al valorilor proprii, când fiecare 
valoare proprie este calculată în raport cu ordinul ei de multiplicitate. 
Deoarece g(s) în (72) are de asemenea mulți coeficienţi, ei pot fi determi- 
Zaţi folosind (81). Astfel, primele 7, relaţii evaluate pentru s = s, vor fi: 


Jo 8&9 + Sia... + sg = fils.) 
n + 28192 +... (n — 1)? ga- = f” (8) , 


pentru s=s, (81) 


— li 
e geng, = fra). 


SA 1 
(n Dat aere DI 
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Seturi similare de ecuaţii vor rezulta pentru fiecare valoare proprie 
distinctă. Rezultatul complet prezentat în formă matriceală va fi: 


Ls e: i st! R T fA 7] 
01 25: nsp! eee (n — si? fs) 
i : i : Je (s) 
000e (n1)! (»—1): şn-ri : 
i o (nn)! i fe b(8,) 
ls $ s? si! fisa) 
ral SR n-a J” (52) 
0 1 28,::: Ps (n - 1) s? E pot) (82) 
0 0-0 (r, — 1)! gu-r ge r-v 
( 2 ) (n Esr r,)! t f (82) 
stie cui aia E a ne) te dama aa Ilga 
EE T E fed] 
01 2300 rps ee (a— l)e? f”(s,) 
` f» (s,) 
| (n — 1)! ce : 
000 e (P I)E ee arti e 
BE (n.— 7): al fee” (N A 


Aceasta este o expresie complicată ; ea este dată din dorinţa de a prezenta 
cazul cel mai general. Cazurile reale vor avea rareori o astfel de generali- 
tate, şi ecuaţiile 1cale vor fi în general mult mai simple ca acestea. În 
orice caz, coeficienţii g, sînt obţinuţi cu ajutorul acestei ecuaţii matri- 
ceale. Aceasta este generalizarea pentru valori proprii multiple ale lui 
(16) care se aplică pentru valori proprii simple. 

Ca un exemplu de determinare a unei funcţii f(x) cind = are valori proprii multiple, fie 
f(s) = e şi 


-2 1 3 s+2 -1 -3 
s=| 0-3 o] d(s)= |n s43 0 
0 2-2 0 —2 s+2 


= (s + 2905 + 3). 
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Să luăm s, = —2 și s, = —3; multiplicităţile sint r, = 2 şi r, = 1. Să folosim d(s) ca poli- 
nomul de anulare peniru determinarca lui g(s). Pentru acest exemplu (82) devine: 


e-t 
te-it 1 —4 
e-at 1 —3 


deoarece df(s,)/ds = lst = te~. Soluţia pentru g este găsită ușor prin inversiune, astfel: 


41-1 [et —3 6 47 [e-2 
r|- bi 1 —4 te-2| = |—45 F te-2 
1 -3 ce-a —1 11] Le-% 


—3e—2t + 6le-2 + qe-ăl 
= | —1e-2 + 5te-—2i + 4e-% |: 
— eH 4 te-2 p est 


Cunoscind ge, 9, Și gs obţinem g(s) = go + 9,8 + ga $? astfel: 
g(s) = (—3e-2 + le-a -+ 4678) 4 (—4e-2t + 5te-2t + 4e-3t)s + (—e7Y-+te-2-+e7)s3, 
sau după o rearanjare a termenilor: 
g(s) = (—3 — 4s — s2e-2 + (6 + 5s + slemt + (4 + As + seat, 
Următoarea etapă este formarea lui g(/) prin înlocuirea lui s cu d: 
gt) = (—3U — 48 — Ae- — (GU + 5A + Ale + (AU + 1 + 83), 


Calculele de efectuat după introducerea lui + sint pur aritmetice. Rezultatul final este obţi- 
zat din (71): (4) = g(4) conduce la; 


1-5 0 063 5 0 
est = 10 0 ofle + joo i le-2t 4. 1 O0|e-, 
0 2 1 000 0-2 0. 


Aceasta completează exemplul. (Puteţi verifica dacă această ecuație rezullă din cea imediată 
anterioară prin înlocuirea lui d. 


Matricea constituantă 
Să considerăm ecuaţia (82). Această ecuaţie poate îi rezolvată în 


coeficienţii g; care sînt apoi înlocuiți în polinomul g(s), ca în cazul (76). 
Din nou rearanjăm termenii astfel încît să fie puse în evidenţă elementele 
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vectorului din dreapta lui (82) mai degrabă decit puterile lui sș.Expresia 
rearanjată poate fi scrisă astfel: 


gls) = Kals) fs.) + Kils) — r e + Kals) — PI e 


i i CĂ 
—1)! 


+. et Kin (8 T 


+ Kals) f(s) + Kolo) -Ea z 2) + Ka (8) fete 
(83) 
Ps) 
+... + Koan(8) RE 
is 


K sal »(8 
_ +- + Ke8) si 


K; a fost ales astfel încît coeficienţii derivatelor să fie împărțiți de ter- 
menii factoriali (aceasta pentru o convenție ulterioară). Cind valorile 
proprii sint de o multiplicitate singulară, această expresie complicată 
se reduce la prima coloană, care este (77). 

Etapa următoare este înlocuirea lui s cu . Reamintind că g &() = 
= f( 4) şi obţinem acum : 


fes) 
(1—1)! 
es | (84) 


fete) 
an a 


flat) = Kata) fie) + Rat) EED +... + Kan) EC 


fu (s,) 
+ Kal A) fs) + Ka) ETE Fo. + Ki, 


presupuniînd că funcţiile fi(s) nu sînt singulare, pentru s = s,. Coeficienţii 

LECA din (84) sînt matrice, care sînt adesea notate K,;. Ele sînt numite 
matrice constituante de d şi depind numai de x, nu Şi de funcţia f(s). 
Aceasta poate îi observată din (82). Elementele diferite de zero ale ma- 
tricei coeficienţilor sînt proporţionale cu diferite puteri ale valorilor 
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proprii ale lui „7. K,;(8) este o combinaţie liniară de cofactori ai acestei 
matrice a coeficienţilor. Deoarece valorile proprii și deci intrările matricei 
coeficienţilor depind numai de /, rezultatul este verificat. Acest rezultat 
este foarte important. Înseamnă că matricele constituante K; (4) ale 
unei matrice patrate y pot fi determinate, odată şi pentru totdeauna, 
independent de orice funcţie specifică. Pentru orice funcţie dată f, ex- 
presia din (84) poate fi formată simplu prin evalua ea diferitelor derivate 
de f la valorile proprii ale lui /. 

Pînă acum singura cale pe care o ştim de găsire a matricelor consti- 
tuante cînd + are valori proprii multiple este să scriem (82) şi să rezol- 
văm pentru coeficienţii g,, să-i introducem în g(s), şi apoi să rearanjăm 
rezultatul în forma lui (83). Ar trebui să avem în vedere metode mai 
simple şi din fericire cercetarea se preocupă de aceasta. 

Cind valorile proprii ale lui æ sînt simple, avem desigur la dispoziţie 
formula de interpolare Lagrange. Avem nevoie de ceva similar pentru 
valorile proprii multiple. 


Matricea rezolvanlă 


Deoarece matricele constituante K;; = K;; (4) nu depind de funcția 
=pecifică f, dacă găsim o funcţie simplă pentru care (84) poate fi scrisă, 
atunci K,; astfel determinate vor fi aceleaşi pentru orice funcţie. Suc- 
cesul acestui mod de abordare depinde de găsirea unei funcţii conve- 
rabile. : a , 

Considerăm funcția f(s’) = 1/(s — s’) = (s — s") 1,.unde s' este o 
variabilă complexă care joacă rolul avut anterior de s; de exemplu s’ 
este variabila care va fi înlocuită prin æ. Cu riscul confuziei, noi am folo- 
sit simbolul s pentru o altă variabilă complexă. Am fi putut folosi un 
alt simbol, să zicem 2, în locul lui s, dar algebra a fost făcută astfel din 
dorința de a obţine în final o ecuaţie care conţine pe s. Trebuie evitată 
confuzia de a ne gîndi la „2” cînd vedem „s” în această dezvoltare. Dacă 
luăm derivatele în raport cu s’, obținem: . 


Ps) o l (85) 
=! (s= s} 


unde s; sint valori particulare pentru s'. Substituim acum (85) în (84) 
şi inlocuim pe s” prin æ în f(s') = (s — s”) 1. Rezultatul va fi (sl —)-! 
in termeni ai matricelor constituante. Folosind (67) aceasta poate fi 
seris: 


_ adj (sU — 4), 


i-l 
(sU — A) îi) 


(86) 
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Numărătorul părții drepte este o matrice a căror elemente sînt polinoame 
în s, deoarece ele sint cofactori ai matricei (sU — +7). Deoarece fiecare 
element al numărătorului este împărțit prin d(g) întreaga expresie -este 
o matrice de funcţii raționale. Se poate face o dezvoltare în fracții par- 
ţiale a părţii drepte şi se obţine: | 


7 K : 
(sU = Ay? ER Ka += K: i SID ei 
(9— 81) (8—8) (8 — a), 
+.. 
Ka K, Kin 
pp Rp E e (87) 
(s E 8) (G ar 8)? (s aa LII Bă 


Ținînd seama de (85), această expresie este exact de forma lui (84), şi 
anticipaţia noastră în utilizarea acelorași simboluri K,; = K() pentru 
coeficienţii acestei dezvoltări în fracţii parţiale, ca şi pentru matricele 
constituante este justificată. Adică, matricele constituante sint matrice 
de coeficienţi în dezvoltarea în fracţii parţiale a lui (sU — z7)-1. Matricea 
(sU — 4)’ este numită matricea rezolvantă. 

Dindu-se o matrice £ şi o funcţie f(s), determinarea lui f(s) în forma 
lui (84) este făcută prin dezvoltarea matricei rezolvante (sU — )-i 
în fracţii parțiale. Coeficienţii dezvoltării (care sînt reziduuri dacă valo- 
rile proprii sînt simple) sînt matrice constituante. 


Să facem o ilustrare cu ajutorul exemplului considerat mai sus. Fie f(s) = e! și 
—2 1 3 s+2 —1 —3 
--] 0-3 o], wa- 0 s+3 0 | 
0 2—2 0 —2 s+2 


Pentru găsirea inversei lui sU — , este necesar să calculăm determinantul și cofactorii săi. 
După determinarea acestora obținem : 


0 (5 + 22 0 


0 ______2As+2) Ss a 2 +3)) 


B (s + 8) 3(s + 3) | 
(GU — a)l = 2o 


(s + 2)¥{s + 3). 
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Fies = -2şis, = —3. Dezvoltarea în fracţii parțiale ne conduce la: 
Ku K, za d 
1 —5 063 
0 0 o| | 000 ese], E 
(SU — a- 2 1 000 0 Bel 
s+2 (s + 2} s+3 


În final, aceste matrice constituante sînt folosite in (84) pentru a obţine exponenţiala 
matriceală. 


eat = Re + Kler + Kc, 


Acest rezultat este in concordanţă cu cel obținut anterior. 


Algoritmul matricei rezolvante 


Să ne reamintim procedeul de determinare a niatricelor constituante. 
Este necesar mai întii să determinăm valorile proprii, etapă necesară 
pentru orice altă metodă. Este necesar apoi să inversăm matricea (sU— 4), 
ceca ce am făcut prin determinarea cofactorilor acestei matrice, Dar 
acest lucru devine complicat pentu un » mare. Este necesar în final 
să dezvoltăm în fracţii parţiale matricea rezolvantă (sU — 7)-1. Orice 
contribuţie pentru reducerea volumului de calcule va fi bine venită. 
Se cunoaşte un astfel de algoritm pe care noi îl vom numi algoritmul 
matricei vezolvanie ”. 

Observăm din (86) că matricea Lezolvantă este exprimată în termenii 
polizomului caracteristic la numitor şi ai matricei adjuncte (sU — £) 
ia numărător. Elementele acestei matrice sînt polinoame în s. Putem 
să ne concentrăm asupra puterilor lui s şi să seriem această matrice ca 
o sumă de matrice, cite una pentru fiecare putere a lui s. Fie 


adj (sU — £) = P(s) = Pas”! + Pis”? +... +P,os+P,_u (88) 


dls) = 8" + ds -+ n H dps H (89) 
Mxltiplicamea lui (86) pin d(s)(sU — £) conduce la l 
(sU — /)P(s) = d(s)U, (90) 


1 Referiri anterioare la acest algoritm pol fi găsite in: J. M. Sourian, „Une méthode 
¿ur la Décomposition spectrale à inversion des matrices”, Compt. Rend., Vol. 227, pp. 1010— 
1. 1948; D. K. Fadeev and I. S. Sominskii, „Collection of Problems on Higher Algebra”, 
2: el (in Russian), Gostekhizdat, Moscow, 1949; J. S. Frame, „A Simple Recursion Formula 
¿< Luverting a Matrix”, Bul. An. Math., Soc. Vol. 55, p. 1015, 1949. H. F. Fettis,,,A Method 
= * baining the characteristic Equation of a Malriz and Computing the Associated Madel 
«. îns”, Quart. Appl. Math., Vol. 8, pp 206—212, 1950. 
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care, după inversarea lui (88) şi (89), devine 
(Pos” + Ps + ... + P 8) 
— (Pasi + AP s" H+... + AP) S 
= Us” + Us"? +... + aU. 


Egalarea coeficienţilor puterilor corespondente ale lui s din cele două 
părţi, conduce la 


P, aa U, 
P, = AP, + AU, 
P, = AP, + dU, 


P, = AP,- + dU, (91) 


Pa = AP,- + dau, 
0 = AP + åU. 


Este clar că dacă cunoaștem coeficienții d; ai polinomului caracteristic, 
aceste ecuaţii ne permit să determinăm matricele P,. Desigur, coeficienţii 
d; pot fi determinaţi prin evaluarea determinantului (sU — <). Vom 
arăta acum că aceasta nu este chiar o necesitate. 

Luînd urma matricelor pentru ambele părţi din (90) găsim că 


s tr P(s) — tr [/P(8)] = nd(s). (92) 


Vom arăta acum că tr [P(s)] este egală cu derivata lui d(s). Scriem pe 
d(s) astfel 


n 


d(s) = PX (Sò; — ai) A (93) 


3=1 


unde ô; este simbolul lui Kronecker, (88; — a;) este un element al lui 
(sU — £), şi A; este cofactorul lui (53, — a;;). Vom folosi relaţia (25) 
din Capitolul 1, unde s-a discutat derivata unui determinant. S-a arătat 
că pentru o matrice arbitrară B(s) = [b,,(8)] 


d n db 
A det B(s)= Di A, 94 
den T oo 
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În prezentul caz, determinantul este d(s) = det (sU — s). Folosind (94) 
obţinem 


d d(s8;—a;) tu) A 
ds lâ(e)]= 5 [5 Pola a ds Au) 


== 5 (> 34) = $ A; (95) 
= tr[adj (sU — ot)] = tr P(s). 


Folosind această relaţie, putem înlocui pe trP(s) în (92) şi obținem, 
după rearanjare, 


sŠ [d(s)] — nd(s) = tr [o£P(8)]. (96} 
În final, înlocuim expresiile P(s) și d(e) din (88) și (89) în această ecuație 
şi obţinem: 
(ns” — (n — 1) ds" 1 + (n — 2) dp" 2 + ... + da8) — 
— (ns + nd i + ... + nd) = 
= 8°71 tr (AP) + 8" 72 (AP,) + ... + str (APPa 2) + tr (Pp). 


Egalăm coeficienții aceloraşi puteri ale lui s din ambele părți şi găsim 
soluţiile pentru coeficienții d; : 
d, = — tr (4P,), 
d, = — ; tr (4 P,), 
d, = — tr (4P), 
; (97) 
A 2 tr (AP, 3), 


d, === l tr(zP,_. 


H 
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Acest set de expresii pentiu coeficienții d,, împreună cu (91) pentru 
matricele P,, constituie un algoritm, cu un număr finit de etape, pentru 
calculul matricei rezolvante, (sU — 7) 1. Le vom scrie din nou, parte 
cu pate, arătînd succesiunea etapelor : 


P, =U >d = — tr (4), 
P, =% +AU => d, = — $ tr (BP), 
P, = AP, + dU —> d = — ; tr (2P,), 


B 1 
P, = 4P A >da = — EiS (</P,), (98) 
P, =o P,„-2 azi dai U — d, KeS Lt (By 


n 
= Ál, + dU (resti icție). 


Ultima ecuație a acestui set poate fi folosită ca o restricție, deoarece 
toate componentele sale au fost deja determinate în etapele ante- 
rioare. Dacă ecuația nu este satisfăcută, atunci a fost o eroare (sau 
mai multe). 

O problemă importantă care piiveşte algoritmul matricei rezolvante 
este faptul că toate etapele incluse sînt operații numerice pure: varia- 
bila s nu apare. În consecință, deşi se pare că există o mare cantitate 
de operații aritmetice maticeale, algoritmul poate fi uşor programat 
pe un calculator. 

Un rezultat parțial al algoritmului este o evaluare a inversei lui 
cînd zero nu este o valoare proprie a lui 27. În acest caz d, = d (0) Æ 0. 
Din (86), (sU — 4)! = P(s)/d(s). Punînd s =0 se obține — £~! = 
= P(0)/d(0), sau 


(99) 
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Pentru a ilustra algoritmul matricei rezolvante, considerăm din nou exemplul tratat 
anterior. Etapele algoritmului sint următoarele : 


—2 1 3 
d = 0-3 0f. 
0 2-2 


d, =- lra = (24+3+2) = 7. 


513 —10 8 9 
P=a+7U=|0 4 oj aP =| 0—120 
02 5 0 4 —10 
d, = — } tr (449) = 16, 
6 89 -12 0 0 
P,=4P,416U=]0 4 of} sP,=| 0-12 0f 
046 0 0 —12 


d, = — $ tr (4 P,) = 12. 
Ca o restricție, se găsește că P, + 12U = 0. Se poate scrie acum matricea rezolvantă : 


3 
(SU — s)-1= ip n 
să d,s2 + das + da 
s2 + 55 +6 s+8 3s +9 

0 s2+4s+4 0 

9 2+4 ma a ap 


sê 4 7s? + 16s + 12. 


:= ultima etapă, rezultatul a fost rearanjat intr-o singură matrice. Comparăm acest rezultat 


= soluția anterioară. Deoarece zero nu este o valoare proprie a lui s, (99) conduce la un rezul- 
zat colateral: 


6 8 9 
1 
g= = -Ppp>-- —lo 4 ole 
12 
01: 


Menţionăm că algoritmul dă polinomul caracteristic c(s) în formă 
iezvoltată. Pentru a găsi matricea constituentă mai este necesar (1) 
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să factorizăm d(s) pentru a găsi valorile proprii și (2) să obţinem o dez- 
voltare în fracţii parțiale. Algoritme de calcul pentru prima din acestea 
sînt accesibile direct 1). 


Polinoame rezolvante 


Referitor la (84), ne amintim că matricele constituante K,, depind 
numai de æ, nu şi de o funcţie specifică. Aşa cum am menţionat anterior, 
dacă aceste matrice pot fi evaluate pentru anumite funcţii specifice, 
rezultatul astfel obținut va fi bun pentru orice altă funcție. Am găsit 
0 funcţie care conduce la matricea rezolvantă (sU — 7)"!, cu ajutorul 
căreia se pot evalua matricele constituante. Vom discuta acum un set 
de funcţii care pot face de asemenea acest lucru. 

Considerăm un set de funcţii f,(), fals), ..., f„(8), fiecare fiind un 
polinom. Fiecare din aceste polinoame poate fi folosit în (84) și va conduce 
la o ecuaţie în care necunoscutele sînt matricele constituante. Vor exista 
atitea, ecuaţii, cite necunoscute sînt. În formă matriceală aceste ecuaţii 
se scriu astfel : 


(13) -Dfe . m=1) 
Als) fi ki D A fils) T Ky SL) 


Dl. r—1)! 
$ Kie 
t) =D f W =D i 
RAGI) e ae aria falsa) ea Kn | 7 falt) 
m E a e 
ACI) 11 (mi)! “În (82) (r,—1)! [Kan fix) 


(100) 


Numim această ecuație, ecuația rezolvantă. Deşi elementele vectorului 
sint matrice patrate de ordinul n, aceste matrice sînt tratate ca o singură 
cantitate cînd este interpretată multiplicarea matricei date. Astfel, cînd 
se realizează multiplicarea matricei, se obţin termeni în care o matrice 


1) Algoritmul diferenţei citurilor este una din cele mai cunoscute metode de determinare 
a zerourilor unui polinom. Algoritmul este descris în: P. Henrici, Klements of Numerical 
Analysis, John Wiley, New York, 1964, Chap. 8. 
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este multiplicată printr-un scalar — o operaţie perfect valabilă ; de exem- 
plu, în primul rînd al produsului, 


fi” (s) „i (a) 


fi(s)Ru + I K + mii K., + 
(101) 
` ik -D(g ) 
E flat ne Gy Em 


matricea Ką este multiplicată prin scalarul f,(5,). 

Dacă este acceptat acest mod de abordare, matricea coeficienţilor 
din (100) trebuie să fie nesingulară şi uşor de inversat. Apare o problemă 
de alegere a unui set corespunzător de polinoame care vor fi numite poli- 
noame rezolvante. 

Cel mai simplu polinom este o putere de s. Astfel, un set posibil de 
polinoame rezolvante este : 


fils) = si”! i =1,2,..., (102) 
Decit să scriem expresia generală în acest caz, presupunem de exemplu, 


că polinomul caracteristic este d(s) = (s — $1)? . (8 — s2)2. Atunci n = 4 
și fi = 1, fa = 8, fa = 8? şi fa = 83. Deci (100) devine 


1 0 ı1 0 ]f[K, U 

Ss 1 s 1 K A 

1 = 12 | _ i (103) 
s 28 825% || Ka a? 

S 332 L 352 | |K» A? 


Este clar că elementele vectorului din partea dreaptă sînt ugor de deter- 
minat în acest caz, dar că inversa matricei va necesita eforturi conside- 
rabile, mai ales cînd n este mult mai mare. 


Pentru o ilustrare mai explicită să considerăm exemplul dat anterior în care: 


-2 13 d(s) = (s +25(5+ 3), 
z=| 0-30 s= 23, (104) 
0 2-2 s= —3, 


Cu polinoamele rezolvante alese in concordanţă cu (102), obținem pentru (100) 


= all 
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Inversăm această ecuaţie și obţinem 


ki -3 —1 -1]fU 
JE 
Ka 44 jle 
care în formă dezvoltată dă: 
Rp —3U—d at, 
Ka = 6U + 5a + d°, (105) 
Ky = 4U HA4 A. 
Rezolvarea completă a pr oblemei se obține prin introducerea lui £ și s? 
în aceste ecuații și verificarea obținerii acelorași matrice constituante 


ca mai înainte. 
O altă alegere a setului de polinoame este următoarea : 


fı (8) T 1, 
fa(8) = ($ — 31), 
fals) = (8 — 3), 


faai (8) = (8 — 8)", (103) 


Însa (3) == ($ — 81)" (8 — 82), 


Raa (8) = (8 — 8)" ($ — 32)", 


Jn+r+2 (8) = (8 — sa) (8 — 82)” (8 — Sa), 


fals) = (8 — an (8 — 82)... (8 — SAE, 


unde s; sînt valori proprii. În acest caz evaluarea lui f;(%) va necesita 
un efort mare, dar matricea (100) va fi ușor de inversat. Considerăm 
din nou cazul particular în care d(s) = (8 — 8,)?($ — 32). Atunci: 


f(s) = 1 fit) = 
fals) = (8 — a), fA) = (4 -— sU), 
fals) = (8 — a), fal) = (4 — 3U’, 


fale) = (e — se — 82), JAS) = (2 — 8U) — $:U), 
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şi (100) devine: 


10 1 Ku U 

0 1 (8—8) 1 Ka _ d — sU 

0 0 (82 — 8)? i s) [Kal (4 — sU)? 
00 0 — a) | |Ka | oz — at sU) 


(107) 


În acest caz matricea coeficienţilor este superior triunghiulară și poate 
Îi ușor inversată. Aceasta este în general adevărată pentru această selec- 
tare a polinoamelor rezolvante. 


Pentru exemplul tratat anterior, dat în (104), ecuaţia rezolvantă devine : 


1 
1 K, (A + 2UF 


care poate fi inversată direct obţinind: 


Ka = U — (s i 2U) = — 3U - ig — a’. 
Kjo = (4 + 2U) -+ (g i 2U) = GU H ia at, 
Ky = (ar + UP = 4U da at. 


Cxnparind aceste ultime relații cu (105) găsim că ele siat identice. 


În acest paragraf am tratat un număr de metode de evaluare a func- 
ņiei de o matrice. Fiecare metodă are anumite avantaje şi dezavantaje. 
Unele se aplică mai ușor la matrice de ordin redus; altele sint adecvate 
rentıu evaluarea numerică cu ajutorul calculatorului. Ceea ce este impor- 
zant este să se determine expresiile în formă închisă echivalente pentru 
iuncția 24, care constituie soluția unei ecuații de stare omogenă. 
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Să trecem în revistă pe scurt rezultatele obținute pină acum în acest 
capitol. Am început prin a considera ordinul de complexitate al unei rețele. 
Am găsit că numărul de variabile independente dinamice pentiıu rețelele 
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RLC este egal cu numărul de elemente reactive, din care se scade numărul 
contururilor de capacități şi numărul secțiunilor de inductanțe. Pentru 
o rețea care conține componente multiterminale (surse comandate, etc.) 
pot fi introduse constrîngeri algebrice adiționale, între tensiunile pe 
capacități și curenții prin inductanțe, reducîndu-se astfel ordinul de 
complexitate. Noi presupunem aici că în toate cazurile, ordinul de com- 
plexitate este acelaşi cu cel calculat pentru o rețea RLC. Dacă reiese 
că presupunerea este falsă pentru o rețea particulară, atunci va fi impo- 
sibil de obținut ecuațiile în forma dorită, folosind metoda pe care o vom 
descrie. Se va da un exemplu pentru verificare. 

În continuare, am definit un arbore normal al unui graf, ca unul 
care conține numărul maxim de capacități şi numărul minim de inductanțe 
ca şi toate sursele de tensiune independente, însă nici o sursă de curent 
independentă. Am arătat cu ajutorul exemplelor că poate fi scris un sistem 
de ecuaţii de reţea, care să aibe ca variabile tensiunile ramurilor de capa- 
cităţi şi curenţii coardelor de inductanţe dintr-un arbore normal. Ecuațiile 
au forma generală : . 


dx de 
— = Ax + Be -tB — 1084 
dt : dt ( ) 

de 
w=6x+2e +2, t . (108b) 

Prin transformarea x —> X + ze, acestea pot fi reduse la: 
PTE de, (109a) 
dt 

A de 

w =x + 2e4+2 d , (109b) 


unde : 


3 = 8, + 48, D= 2, +82, 3i D= 2y 


Ecuația (109a) este forma normală a ecuației de stare; x este vectorul 
de stare, şi elementele sale sînt variabilele de stare. În realitate, vectorul 
de stare din ultima pereche de ecuaţii este o combinaţie liniară a „vecto- 
rului de stare” iniţial (cu tensiunile ramurilor de capacități și curenţii 
contururilor de inductanţe ca variabile) şi vectorul sursă e. Chiar cu 
această transformare, ecuația a doua din pereche — ecuaţia de ieşire — 
poate să conţină încă termenul de/dt. Vom stabili pe scurt condiţiile în 
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care va apare aceasta. Pentru mai multă exactitate, ne vom referi la, 
prima ecuaţie din fiecare pereche ca la ecuația de stare şi la a doua ecuaţie 
a fiecărei perechi ca la ecuația de ieşire. Cele două ecuaţii vor forma 
ecuatiile de stare. 

În continuare ne-a preocupat rezolvarea ecuaţiei de stare și aceasta 
a fost făcută prin găsirea în primul rînd a unei soluţii pentru ecuaţia 
omogenă (cu e = 0). 


+ 


Simbolic această soluţie implică exponențială matricială e, astfel 
«a am căutat să determinăm metode de evaluare a acestor funcţii de o 
zatrice. Odată ce exponenţiala matricială este evaluată, vectorul de stare 
«se găsit din (45). Vom amîna consideraţiile următoare de evaluare 
a acestei integrale şi consecinţele ei pentru capitolul următor. 

Trebuie să găsim o formă de scriere a ecuaţiilor de stare (109) pentru 
© reţea dată şi să arătăm că este generală. Să observăm pentru început 
«å este posibil să alegem ca variabile de stare, unele variabile care nu sînt 
teusiuni pe capacități şi curenţi prin inductanţe. 

În fig. 4.6 de exemplu, trebuie aleasă ca variabilă de stare curentul 


win rezistenţă îp, şi nu tensiunea pe capacitate — deoarece v, este direct 
proporţional cu ip. 


Consideraţii topologice 


Prima etapă constă în selectarea unui arbore normal (sau arbores- 
««=ţă normală). În general acesta nu este unic. Dacă nu există degenerări 
-centururi de capacităţi sau secţiuni de inductanţe), cel puţin elementele 
active vor fi atribuite în mod unic la arborele sau coarborele normal — 
sa? nu şi elementele rezistive. Totuși, cînd există degenerări, va fi necesară 
+ alegere chiar pentru elementele reactive. 

În concordanţă cu convenţia noastră obișnuită în scrierea unei matrice 
¿=+ contururi sau secțiuni, numerotăm mai întîi ramurile și apoi coardele. 
Vom face aici o convenţie mai detaliată de numerotare a laturilor şi adop- 
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tăm următoarea ordine in interiorul celor două categorii de ramuri și 
coarde : 


Ramuri Coarde 
1. Ramuri de surse de tensiune 1. Coarde de capacităţi 
2. Ramuri de capacităţi 2. Coarde de rezistenţe 
3. Ramuri de rezistenţe 3. Coarde de inductanţe 
4. Ramuri de inductanţe 4. Coarde de surse de curenţi 


Menţionăm că termenii „ramură de rezistență” şi „coardă de rezis- 
tenţă” includ laturi de multiterminale ca: giratori și surse comandate 
a căror relaţii v — i sînt algebrice ca la o rezistență. Nu impunem o ordonare 
specială în numerotarea unor astfel de laturi, dar ele sînt incluse printre 
laturile care reprezintă rezistenţe. Această numerotare a laturilor conduce 
la o separare a vectorilor de curent şi tensiune după cum urmează : 


Vp Va 
v v, À v 
Y = | j >, = ci ȘI VW = Ri , (110a) 
vi Va Yu 
Viu Vj 
lg ia 
. i 1 . i . . i 
i = i] >i = kj şi i= ii A (110b) 
ui lk; lz 
iz: ly 


unde, de exemplu, Ve, este vectorul tensiunilor ramurilor de capacități 
Şi Va este vectorul curenților coardelor de rezistență. Nu am mai folosit 
indicele ţ corespunzător ramurilor (twigs) în scrierea lui vg și ip, şi nici 
a indicelui ! corespunzător coardei (link) în scrierea lui i, şi vy, deoarece 
sursele de tensiune sînt totdeauna ramuri şi sursele de curent sînt tot- 
deauna coarde. 

Următoarea etapă este scrierea ecuaţiilor LKV pentru contururile f 
şi ecuaţiile LKC pentru secțiunile f, ca în (6) şi (7). Ele sîntrepetate 
mai jos: 


Qi = 0, sau i = — Qi, (111a) 
Bv = 0, sau v, = — Bw, = Qv, (111b) 


descompunerea obişnuită fiind: Q = [U Q,], B = [B, UJ]. Ultima etapă 
de calcul rezultă din B, = — Q',. Dacă introducem aici vectorii de curenți 
şi tensiuni descompuși în concordanță cu (110), trebuie descompusă şi 
matricea Q, în mod corespunzător, adică în 4 linii şi coloane. Fiecare 
linie a lui Q corespunde unei secţiuni f definite de o ramură a arborelui 
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normal. Coloanele corespund coardelor. Dacă aranjăm coloanele și liniile 
in ordinea convențională stabilită mai sus, Q, trebuie să ia forma 


coarde — 0 R LJ 


ramuri ĻEf— — — — 
Qh cae o za 
Q, m 
[Iza 


Dacă există o coardă de capacitate, existenţa ei va fi determinată 
de existența unui contur de capacităţi. Deoarece nu există rezistențe 
şi inductanţe într-un astfel de contur, coloana C care corespunde unei 
coarde de capacităţi nu poate avea o intrare diferită de zero în liniile care 
corespund ramurilor R şi L; adică, intrările din prima coloană și liniile 
trei şi patru trebuie să fie zero. În mod similar, dacă există o ramură 
de inductanţe, ea va fi determinată de existenţa unei secţiuni de induc- 
tanţe. De asemeni nu pot exista rezistenţe și capacităţi într-o astfel de 
secțiune, linia corespunzătoare ramurilor de inductanţe nu poate avea 
intrări diferite de zero în coloanele care corespund coardelor C și R. 
Deci Q, poate fi scris astfel : 


coarde — 
ramuri [Ose Ora Qer Qes 


Q iu Qoo Qor Qer Qos , (112) 
[0 Orr Qr Os 
0 0 9, Qus 


“ind introducem aceasta în ecuațiile Kirchhoff din (111), rezultatul poate 
ži dezvoltat iar ca mai jos: 


is = — Ozciaa — Qsrirn — Qrin — Qruiz (113a) 
ic, Zi Qccia > Qcrin azi Qcriu = Qui, (113b) 
in, = — Qrrirı — Qrzizı — Qazis (113c) 
i = = Qui = Qris (1134) 
Vor = Vzove + Q'ccYor (113e) 
Vri = O'zave + Q'onto: + Q'rRYR (113f) 
Vu = Oz + Q'ewe + Qara + 0 ut (1139) 


Vy = Oz HoN + Oana + Qi (113k) 
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Pentru a ilustra această divizare să ne intoarcem la exemplul consi- 
derat anterior în acest capitol. Din fig. 4.4 matricea Q, este: 


R d 
3 Sei „atozifl 


o... .. . ... . .. .... os ows 


R 1 0 0. 1 aa =lL 0 0], Qz: = [1]. 


Deoarece nu există ramuri de inductanțe, coarde de capacități, sau suse 
de curent în rețea, matricea Q, apare într-o formă simplificată. 


Eliminarea variabilelor nedorite 


Pină în acest punct, discuția a fost făcută pe considerente topologice. 
Trebuie să ne întoarcem acum la relațiile v — i. Să seriem în primul rînd 
aceste ecuații pentru elementele reactive; astfel : 


iy d fC 0) fve | 
ze 114 
bu | di p și [e PESA 


kika e 
vu dt (La Lal Liz 


În aceste expresii C, şi C, sint matricele ramurilor şi coardelor de capa- 
cități; ambele sînt diagonale. Deoarece pot exista inductanțe mutuale, 
pot apare cuplaje între ramuri și coarde de inductanțe tot aşa de bine 
ca şi între ramurile de inductanțe şi între coardele de inductanțe. Nu este 
necesar deci ca matricele de inductanţe să fie diagonale. (L, şi L, nu 
sînt chiar patrate), dar L, şi L, sînt simetrice și Ly = Li. Menţio- 
năm că menţinînd matricele de capacităţi și inductanţe sub semnul deri- 
vatei, aceste expresii se aplică tot aşa de bine reţelelor variabile în timp. 

Variabilele care pot interesa sînt va, şi iz; toate celelalte trebuie 
eliminate. Pentru capacităţi, aceasta înseamnă eliminarea lui ic, Vo şi 
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im. Să începem această operațiune prin scrierea lui (113b) după cum 
urmează : 


A E ice 
iar + Qocia = [U  Qec] =] (115) 


>= Qonrizı că Qcziu = Qoziy 


În partea stîngă, introducem relația v — i pentru capacități din 
114). Aceasta devine : 
[a 
Ve 


[U fejo el e 
RA A 
at tlo allo" 


+E [U Oe) fi ci ME 


Următoarele etape rezultă din substituirea lui va, din (113e). Pentru 
-implificare definim : 


Ei C, 0 U oC Aa’ „ 
= [U Qolla c] lo; |= e: + tit» (117) 


wte este egală cu C, dacă nu există contururi de capacități, şi 


= [U valy c] lqz, |= — acte (118) 


=: este matricea zero cînd nu există contururi care să conţină numai 
—vacităţi şi surse de tensiune independente. Prin introducerea ultimelor 
:ă ecuaţii în (115), obţinem : 


EP T lev, o) = — Qorizni — Qeziz: — Qoziy ta ér E). (119} 


Xai există încă o variabilă nedorită aici, ip, dar înainte de a discuta 
+-r.inarea ei, să ajungem la un rezultat similar pentru inductanțe. 
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Începem această operaţiune prin scrierea lui (113g) astfel : 


— Qui = [U_— Q] ke] = Oare + OoWer + Qrir (120) 
Le 


În această relaţie vom introduce de asemenea relaţiile v — i din (114). 
Partea atingă a acestei relații devine : 


7 ea YVr d | l ba 
[U tafi] A E h 


lti 


U— 

=al vfi aE Pina Sa 

d _ o aa Lu U |]. (121) 
ai tale ll- onl” 

l uo: L, Lı 0]. 

i dt I i L, los i 


Următoarea etapă constă în înlocuirea lui iz, din (113). Pentru simpli- 


ficare, definim : 
L, L U 
7 = 00 -oaf u if | 
(La La] LOr 


= La — Lu Qir — Qiru + Orlea, (122) 


care este egală cu L, atunci cînd nu există secțiuni de inductanțe, și 


A , L L 0 Li 
Į = — [U — Q] p | |_ 0,,] = — 9 LO + LO, 


=(Ly za: Qila) 


(123) 


care este matricea zero, dacă nu există secțiuni care să conțină numai 


inductanțe și surse de curent independente. Introducînd ultimele două 
ecuaţii în (120), se obţine: 


A pa , ; d 4 
£ (Lin) = Qoro: + QazVa: + Qerve + Fa (Fi). (124) 
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Aceasta este duala lui (119). Ea conţine de asemeni variabila nedorită Vg, 
tot aşa cum (119) conţine pe ir; 

Pentru a continua procesul de eliminare va fi necesar să exprimăm 
relaţiile v — i ale laturilor rezistive în termenii acestor două variabile 
im Și Va, (curenţii coardelor de rezistenţe şi tensiunile ramurilor de 
rezistenţe). Vom presupune că relaţiile v — i pe laturile de rezistenţe 
pot fi scrise astfel : 


ip. = Ga + Gui (125a) 
Ype = Gam + Guin (125b) 
5 3 
a 
4 
3 
d b 


Fig. 4.7. Exemplu numeric. 


Aceasta este una din formele parametrilor hibrizi 1). Ea este diferită 
ie aceea din capitolul 2 pentru ecuațiile de variabile mixte. Pentiu rețelele 
ELC, matricele G, și G, vor fi diagonale, şi G, şi G, vor fi matrici 
zero. Mai general, nu este necesar ca vreuna din matrici să fie diagonală, 
=. pot fi toate diferite de zero. Aceasta nu ne asigură că pentru o rețea 
dată, există ecuaţii de forma (125) ; dacă ele nu există, metoda dezvoltată 
aici nu este aplicabilă. Aceasta nu înseamnă că nu există ecuaţii de stare, 
-1 doar că această metodă nu este bună în acest caz. 

Ca un exemplu simplu, să considerăm reţeaua din fig. 4.7. Arborele 
zormal include numai două din capacităţi. Laturile de rezistenţe ale 
zabului sint toate coarde, iar relaţiile lor v — i au forma 


is = 0, 
Va == kos = koz 
is Ja (07 


1 Pulem folosi relațiile v — i, pe laturile de rezistențe şi intr-o altă formă decit a para- 
zw :zioe hibrizi (aceea a parametrilor y, a parametrilor z, sau a parametrilor A BCD). Lăsăm. 
ansie alte posibilități de reprezentare a relațiilor o — i pe laturile rezistive, ca un exerciţiu 
==": dumneavoastră. 
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Ecuația a doua, ne împiedică să scriem o ecuaţie de forma lui (125). Aceasta 
din cauza sursei de tensiune comandată de tensiunea pe o capacitate. 
care introduce o restricție algebrică suplimentară între tensiunile pe 
capacităţi, reducînd în felul acesta ordinul de complexitate. Aceasta 
înseamnă că arborele normal trebuie să conţină numai o singură capacitate. 
Putem scrie ecuaţia de stare pentru această rețea, cu un efort foarte 
mic, demonstrînd că: 


dv, G; 


d OOk) 


Va. 


Întorcîndu-ne acum la problema eliminării lui în, şi Va, din (119. 
şi (124), putem folosi pentru aceasta, relaţiile v — ¿i din (125) şi relaţiile 
topologice din (113e) şi (113f). 

După ce ultimele două sînt substituite în primele două şi termenii 
rearanjaţi, rezultatul va fi: 


(U + Gu Qan) in: — Gu Okr Vr: = 
= Gu Qor Vor — Gu Orrin + GuQen Ve — Gu Qr in, (126a' 

Gu Orn in + (U — Ga Oin)V = 
= Ga Oor Va — Gu Orrin + Gu Orr VE — Gu Qas iv. (126) 


Acestea sînt o pereche de ecuații algebrice vectoriale de două variabile 
în Și Va Ele vor avea o soluţie dacă următoarele matrice au inverse : 


(U + Gu Qrr) (127a; 
şi 
Kı = (U — Gu Qor) + Gu Orr (U + Gu, Open )-1GuQae (127b) 
sau 
(U — Gu Qan) (128a) 
şi 


Xa = (U + Gu Orr) + Gu Orr (U — Gu Qrr)™ Gu Orr- (128b) 


Rămîne ca un exercițiu pentru dumneavoastră să verificați aceasta. 


Dacă aceste inverse nu există, nu putem aplica această metodă. 
Presupunem că ele există, şi că (126) poate fi rezolvat pentru ip Şi Va. 
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După ce substituim soluţiile în ecuaţiile pentru derivatele lui Cv. şi 
i, în (119) și (124), expresiile care rezultă sînt extrem de complicate 
şi neinteresante. 

Este clar, totuşi, că există termeni care implică variabilele de stare 
Va, Şi Îz sursele vp şi i, şi derivatele lor, Nu vom intra în detalii, 
ci vom indica forma finală. 


d EN LR Va _4â [Ye dr ve, 
E (eva) = ofie + EME (1294) 


lz; 
Î (pi) = 19 — [ie] + [= | ie] + o aie] (129b) 
dt in i; dt i, 


Simbolurile folosite pentru matrice au fost alese ținîind seama de dimen- 


siuni. Astfel Y% și Y exprimă raportul între un vector de curent şi un 
vector de tensiune; astfel are dimensiuni de admitanță. 3 şi Y sînt fără 
dimensiuni; ele corespund matricelor hibride h şi matricelor hibride g. 
În această formă, ecuaţiile se aplică la fel de bine reţelelor variabile 
in timp ca şi la reţelele invariabile în timp. De asemenea, ele pot fi gene- 
ralizate simplu pentru reţelele neliniare. Menţionăm că pentru a ajunge 
la aceste ecuaţii, am folosit toate relaţiile v — i şi toate relaţiile topologice 
+ Kirchhoff) din (113) cu excepţia primei și ultimei ecuaţii, referitoare la 
curenţii surselor de tensiune și tensiunile surselor de curent. Acestea 
două vor fi folosite pentru determinarea variabilelor de ieșire, presupunînd 
că toate elementele i, şi v, sînt variabile de ieşire. ] 

De fapt, vom stabili că, odată ce ecuaţia de stare şi soluţia ei sînt 
accesibile, toate celelalte variabile pot fi exprimate în termenii variabilelor 
de stare Va şi i, variabilelor vg și i, ale surselor, şi derivatelor ultime- 
lor, ca în (109). Verificarea acestei afirmaţii poate fi făcută analizind 
ecuaţiile obținute anterior. Lăsăm această verificare ca un exercițiu pentru 
Yumneavoastră. 

Avind în vedere (129) şi modul în care oricare din variabilele de ieşire 
este exprimată în termenii variabilelor de stare, rămîne de clarificat 
o problemă şi anume că derivatele tensiunilor surselor vor apare numai 
atunci cînd există un contur de capacităţi — și chiar numai atunci cînd 


acest contur include o sursă de tensiune, ceea ce face pe €= — Q., C, Qro 
diferită de zero. În mod similar, derivatele curenților surselor vor apare 
numai atunci cînd există o secţiune de inductanţe — şi numai cînd această 


secțiune include o sursă de curent, ceea ce face ca Z = — Qis Lu Qiy + 
— L, Q, să fie diferită de zero. Numai în aceste cazuri, derivatele 
variabilelor asociate surselor pot apare în ecuaţia de stare. 


Za — e. 354 
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Reţele invariabile în timp 


Să ne limităm acum la reţele invariabile în timp. În acest caz, (129) 
poate fi rescris în forma : 


e e ali) Cs zl] 
+ [7 Sale e cn 


În final, presupunînd că € și Z sînt matrice nesingulare, obţinem : 


d d 
D= thera e (131) 
unde 

iel «tel 
iu i; 

yale || pă, (132) 
0 z-]|l 3 -z 

a Js 3] (133) 
o r| 3 -2 
e- 01/60 

£ 134 
% BPAH] A 


Acesta este rezultatul dorit. Ceea ce s-a făcut aici, are ca scop să 
prezinte o metodă de a ajunge la o ecuaţie diferenţială vectorială de 
ordinul întîi, pentru o reţea dată, în forma din (131). Totuşi, nu am obţinut 
formule pentru matricele s, 4, şi 4, în termenii matricelor parametrilor 
de laturi și submatricelor Q;,, deoarece aceste formule ar fi extrem de 
complicate şi imposibil de utilizat. Rezultatul depinde foarte mult de 
existența inversei matricelor (127) şi (128) şi matricelor € şi Z. Din 
nefericire, nu se cunosc niște condiţii necesare și suficiente, simple, care 
să ne spună cînd există aceste inverse şi cînd se poate aplica acest procedeu. 
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Reţele RLC 


Există totuşi o clasă de reţele — reţelele RLC invariabile în timp 
pentru care metoda dată mai sus este totdeauna aplicabilă. Este util 
să terminăm dezvoltarea pentru această clasă, deoarece rezultatele pot fi 
scrise explicit și sint de o generalitate mai mare. 

Prima simplificare apare în relaţiile v — ¿ ale laturilor de rezistențe 
din (125). Nu vor exista termeni de cuplare în matricele parametrilor. 
Deci Gu și G, sînt ambele matrici nule, iar matricele G, și Gy 
sint diagonale, deci nesingulare. Să notăm din nou aceste matrice în 
«oncordanță cu dimensiunile elementelor lor; G, este dimensional con- 
ductanță, şi G, este rezistenţă. Notăm : 


Gi=G =R 
Gi =R =G 
din care: | 
iu = G; Va (135a) 
Va = R, ix- (135b) 


Ecuațiile (126) se reduc la : 
ini — Gi Oke Ver = G; Qor Vo + G, Orr Ys, (136a) 
R, Orriz + Va = — R, Orriu — R, Qs is. (136b) 


Condițiile de existență a unei soluții se reduce la existența inversei X, 
și X, care devin: 


X, = U + R, Qaz G; Qor, (137a) 
X, = U + GQiR, Qer- (137b) 
Definim 
G = G, + QanG, zz, (1388) 
R = R, + QazR,Qas, (138b) 


astfel incit X, = R, G și X, = GR. Rezultă că X, şi X, vor fi nesingulare 
dacă G și R sint nesingulare. Este ugor de arătat că R şi G pot fi inter- 
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pretate ca matricele parametrilor contururilor şi nodurilor gi sînt în conse- 
cință nesingulare. Acceptind acest fapt aici, tragem concluzia că totdeauna 
există o soluţie pentru (136). Rezolvăm acum această ecuaţie pentru 
im Și Va, Și înlocuim în (119) şi (124). Detaliile procedeului sînt neinte- 
resante şi nu vor fi date aici. Rezultatul va fi 


aloe) Lee 


(139) 
-9 » Vg d Pi 0 Vege 
a a a A 
unde : 
Y = QoRR”! Qor, Æ = — Qor + Qor R- Qan R, Qaz, 
(140) 
2 = Qr C? Ore, F = Qor — Orr C7 Orr Ci Qcr = — W” 
și 
ğ = Qoa! R- Qer, X=- Qos + Qor R! QrR Qr, 
(141) 


3 = Qor G1Qan 9 = Oa — Orr 6-7’ OrrG, Okr- 


Menţionăm că matricea $ în cazul 1ețelelor .eciproce este transpusa 
negativă a lui X, rezultat la care ne-am fi aşteptat. Forma lui (139) este 
aceeaşi cu aceea a lui (129) pentru reţeaua generală. Diferența constă 
în faptul că în cazul de față am explicitat expresiile pentru matricele coefi- 
cienţilor vectorilor de stare şi de surse. 

Acum, într-o reţea RLC invariantă în timp, € şi Z vor fi matrice 
diagonale invariante în timp. Deci, inversele lor există şi (139) poate fi 


rescris în forma dorită. 
i i ee IE 
in di 


ali 


unde sf, 4, şi 4, sînt cele indicate în (132), (133) şi (134). 
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Simplitatea aparentă a acestei ecuaţii finale maschează operaţii 
matriciale laborioase care trebuiesc efectuate asupra matricelor £, 4, 
şi Ja Pentru comoditatea referirii, rezultatele importante sînt concen- 
trate în tabelul 4.2. 


Tabelul 4.2 
$ coarde => C R J 
2 ramuri 
2 4  Ef[Ozc Oua Qac 0 
Z = [UQ] Q= C|Occ Qor Qor Qos 
E R| e das On Ory 
& L 0.0 O) 
ic BAS Tesan C, 0 va 
Z la] a| o cl va 
SẸ | vu] _ dfin oi 
z5 EX “alo Lulliu 
č ig at G 0 =] 
Vai 0 R, lia. 
z PE € = + Qoc Cı éc € = — Qcc & Ec 
Z să L = Li + Oir Lu Or R = R; = ORRR.Oax 
ZE | £= — Qir tuis 6 =64+ OnnGiOha 
E Y = Qor R-! Qór H = — QoL + Qca R-1 Qpr R; ORL 
5, | Z= Oir 6-0 $ = Qr — Oár 6-1 Orr Cı Qi = — X’ 
= s3 A E A 
EET: Y = Qor R-! Qrr X = — Qes + Qor R-10aRR, Qay 
| Z=0kG' On S- Qi- Oir G- Orr GMiR 
3 e- oÊ 
z < I= vc 10 = » 8, = -| , | A 
á- sig luj > F 0 L- |le L 
ži} g o -gr €-1 0 ][- x 
Ei a'o A= a. i ` i 4, Pn A aj 
>= e L-|L9-—z e Z~. 9-2 
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Matrice de parametrii pentru rezistenţe RCL 


Cu ocazia diverselor etape de calcul efectuate în scopul obţinerii 
ecuaţiei finale au fost introduse un număr de matrice ca €,R gi Y. 
Pentru simplificarea notaţiei se pot da interpretări relativ simple acestor 
matrice, interpretări pe care le vom schiţa acum. 

Să considerăm pentru început matricele de parametrii R, G, €, Z. 
Deși aici ne preocupă ecuaţiile de stare, temporar ne vom îndrepta atenția 
asupra matricei impedanţelor în gol Z, = BZB’, unde Z este matricea 
impedanţelor laturilor obținută după ce am îndepărtat sursele, înlocuind 
sursele de tensiune v prin scurteircuite şi sursele de curent ¿ prin circuite 
în gol. Să rearanjăm liniile şi coloanele lui Z în următoarea ordine : ramuri 
de C, R și L; apoi coarde de L, R şi C. Matricea impedanţelor latu- 
rilor poate fi scrisă după cam urmează : 


1 qi 


1 ca 
8 


În continuare descompunem pe B în forma obișnuită [B, B,]. Apoi 
descompunem pe B, = (— Q',) în concordanță cu descompunerea lui Q, 
din (112) ținînd seama că acum liniile gi coloanele corespunzătoare surselor 
lipsesc. Acum, din cauza ordinei în care sint aranjate elementele în Z, 
B, = U dar obţinem o rearanjare a coloanelor lui U. Astfel, descom- 
punerea lui B devine: 


coarde ramuri coarde 
0 R L L R€ 
Cf~-Ooe 0 0 0 0 U 
B=R|1—0a — 0r 0 0 U 0 
Si Q'er = 9. 9. U 0 0 
Este formată acum matricea impedanțelor buclelor. Aceasta va fi o 
expresie foarte complicată. Detaliile vor fi lăsate ca exercițiu pentru 
dumneavoastră. Fo'osind matricea impedanţelor buclelor putem scrie 


matricea parametrilor buclelor (rezistenţe și inductanţe). Cînd acest lucra 
este făcut constatăm că: 
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1. R = R, + Qpr: RQ este o submatrice a matricei buclelor de rezis- 
tenţe pentru contururile f definite de coardele de rezistență pentiu un 
arbore normal, cu toate sursele îndepărtate. 

2. L = Ln + Qir Lu Qz, este o submatrice a matricei buclelor de 
inductanţe pentru buclele f definite de coardele de inductanțe pentru 
un arbore normal, cu toate sursele îndepărtate. 

Într-un mod analog, prin formarea matricei admitanţelor perechilor 
de noduri QYQ' şi printr-o partitionare ca mai sus se va găsi: 

1. € = C, + QccC: Oco este o submatrice a matricei secţiunilor de 
capacități pentru secţiunile f definite de ramurile capacităţilor pentru 
un arbore normal, cu toate sursele îndepărtate. 

2. G=6, + Qrr 6, Qkr este o submatrice a matricei secţiunilor 
de conductanţe pentru secţiunile f definite de iamunile de conductanţe 
dintr-un arbore normal, cu toate sursele îndepărtate. 

Cu aceste interpretări este posibil să evaluăm aceste matrice de 
parametri — evitind multiplicările de matrice implicate — numai pin 
inspectarea rețelei după un arbore normal. 


Pentru ilustrare, considerăm exemplul din fig. 4.4. În acest exemplu, Z este dat direct 
de [Lẹ]. Pentru a găsi pe R, menţionăm că coardele de rezistenţe sint laturile 6, 7, 8. Bucla f, 
finită de coarda 6, de exemplu, conţine pe R; și Rẹ Nu există rezistenţe comune bucle- 
r f formate de laturile 6, 7 și 8. Deci R este 


R+R 0 0 
R=| o R,0 |: 
o 0R 


Tm: asemenea, pentru G, există o singură secţiune f definită de o ramură de conductanţe, 
+. anume ramura 5. Această secţiune conţine pe G, şi Ga. Deci G = [G, + Ge). În sfirșit, 
pentru € există două secţiuni f definite de ramuri de capacităţi (laturile 3 și 4) și cle nu 


emțin alte capacităţi. Deci: 
C, 0 
g= ă 
0 G 


Acest exemplu este prea simplu pentru a permite o ilustrare semnificalivă. Să găsim 
zatricea ( pentru exemplul din fig. 4.5. Aici există de asemenea două secţiuni f definite 
2 ramuri de capacităţi (laturile 3 și 4). De data aceasta, fiecare secţiune conține două capa- 
ctăţi, şi Ce este comună ambelor secțiuni. Totuși, ramura 6 este orientală intr-un sens 
*atr-o secţiune şi în sens opus în cealaltă. Deci termenii care intră în diagonala matricei vor 


avea semnul minus. Astfel: 
Cs+ Ce, — C; 
= | | 
— C, C +C 


Aceasta corespunde cu rezultatul anterior din (24). 

Pentru a ilustra metoda anterioară de scriere a unci ecuații de slare vectoriale, să consi- 
3erăm rețeaua din fig. 4.8. 

Trebuie să găsim in primul rind an arbore normal. Există în total 6 elemente reactive, 
ĉar există o buclă de capacități C care include o sursă de tensiune și o secțiune de induc- 
tante L. Deci ordinul de complexitate este 4, astfel că vor fi patru variabile de stare. Una 
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din capacităţi trebuie să fie o coardă, și una din inductanţe o ramură. Un arbore normal posibil 
este arătat cu linii îngroșate în fig. 8b. Ramurile sint numerotate în concordanţă cu schema: 
ramura sursei — v, C, R ṣi L; apoi coarda C, R, L și sursa — i. Pentru simplificare, presu- 
punem că numerele ramurilor sint de asemenea valori numerice pentru elemente: rezistența 


Fig. 4.8. Exemplu ilustrativ pentru ecuațiile de stare. 


fiind dată in ohmi, inductanţa în henry şi capacitatea in farazi. Cu această alegere a arborelui 
normal, paramatrii ramurilor sînt : 


2 0 1 0: 
G= 1&=|¢ | 
03 053 


Q = [7], R, = [8], 
9 0 
Lu = e L= [ô]. 
0 10 l 
Următoarea etapă este să se scrie matricea Q și să descompună în mod adecvat: 
coarde E Cc R L c R L J 
— —— — 
ramuri 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
4 
E1 [1 0 0 0 o0 0 1 1 0 0 0 
2 |0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 
C 
3 10 0 1 0 0 0 —1 0 1 0 0 
Qg= |:::::-: : I E Cota A R TA de to da PIET D cale ETE AnD ` 
410 00.1 0 0 0 0 0 —1 0 
R 
5 10 0 0 0 1 0 0 —i —_1 1.-—i 


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ‘Hl . . . . . . . |. . . 
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Diferitele submatrici sint evidente din partitionare. Matricele parametrilor se calcul.ază după 
cum urmează: ` 


2 0 1 9 -7 
€ = C+ Ootie = | +] mu -u=| l 
03 -1 -7 10 


i9 0 —1 15 —6 
= + Oir tutas = | lef Jo n-[ | 
0 10 1 —6 16 


4 0 0 
R = R; + Okr R: Orr = [8] + [0 al I „jena 
5 || — 


b 


1 0 0] A 
G= Ci + Om C1 0a = | ef Jie- f 
(O - 0 


În etapa următoare se calculează matricele Y, Y şi H. 


1] 1 0 
Y = OcRR-'Qen= | | sl 0]= h } 
0 0 o0 


; 0 —1J]r4 o0 o -1 An 
rm SIL PL 
-i1 1 0 35 -1 1 -53 B 

IP = — QoL + QcRR-! Ofr Ri QrL 


-E iee IL E, 


A 


A A A 
În continuare calculăm matricele Y, Z, Æ și g: 


A 1 1 
= oca n= ofr- | | (3 0] = | 15 } 
0 0 


A. 0 —1 4 0 0 
Fe acam Îl, lla 
-1 alo işzjJl-ı 
a 11, 4037 01 pé 
È = oan 0mm 0m = | rit -n| | J-f | 
0 o 5]l—:] lo 


Ş = — Obr G-1 Orr Ci Otr 


1l 
| ca | 
l 
le pi 
«| o 
— 
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În stirșit, calculăm termenii care includ derivatele surselor : 


A 1 i, 
t- - oeâttc= -| Jau- | 
—1 7 


A —1 
L = — lir Lu liy = -Í ] [6] [0] = o. 


După ce toate acestea sint introduse în (139) și ecuația rezultată este premultiplicată 
prin 


obținem : 


dili —10 —41.6 80 —1.6 i 
io 9 15.6 —72 228 io 
—10 50 -21 0 
— D, 
pi 7 35 + 14 0 al (43) 
—10 -80| Liz o ofli 
9 72 0 0 


o > > o 


z, LA —21 
2] aS LAS SE S 14 
Ta is = 0 
EA i, 0 
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si substituim aceasta în ecuația de stare de mai sus, obținem următoarea ecuaţie de stare 
în formă normală: 


-Ty —10 0 —41 —50 z 
diz, 1|— 7 0 —82 —35 T; 
dafa | | 10 -416 80 -16| |z 
z 9 156 —72 2284 Laz, 

-4.9 50 

+4 —3.4 35 "| (144) 
i —191 —80] Li 
97 2 


Puteţi verifica, acest rezultat. Noile variabile de stare z, și x, sînt combi- 
nații liniare a unei tensiuni pe capacitate şi tensiunea sursei. Ele nu pot 
fi identificate pe diagrama 1ețelei ca tensiuni măsurate. 

Volumul de calcule implicat este foarte mare. Să observăm însă 
că tipurile de operaţiuni matematice care apar sînt : multiplicări şi adunări 
de matrice. Astfel de operațiuni sint ușor programabile pe calculator și 
astfel munca se reduce la scrierea unui program convenabil. 

Menţionăm în acest caz, că matricele parametrilor ar putea fi scrise 
prin inspectarea arborilor, de exemplu, Z este submatricea de inductanţe 
a buclelor f definite de coardele de inductanţe 9 și 10. Fiecare buclă 
conţine de asemenea inductanţa 6 a cărei orientare coincide cu aceea 
a primei bucle, dar este opusă faţă de aceea a celui de al doilea. Deci: 


z-| 6+9 —6 | 
—6 6 +10 


care este aceiași cu cea obținută anterior. Puteți verifica, în același fel, 
celelalte matrice de parametrii. 


Ecuația (143) conţine derivata sursei de tensiune. Pentiu a obţine 
o ecuaţie de stare în formă no: mală am făcut transfor marea x — (x — e). 
Observăm că prezenţa derivatei tensiunii sursei este determinată de bucla 
de capacități care include sursa de tensiune. Sursa de curent nu este 
conținută în secţiunea de inductanţe, astfel că nu apare derivata curen- 
tului sursei. Deși am rezolvat complet exemplul de evaluare a tuturor 
matricelor definite în prealabil, introducîndu-le apoi în formele, pentiu 
crice problemă dată am fi putut de asemenea proceda printr-o revenire 
de fapt la etapele derivării. Aceasta poate necesita uncori un efort 
mwai mic decit înlocuirea in formulă. Aţi putea rezolva exemplul şi în acest 
fel şi să comparaţi volumul de muncă. 
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Consideraţii privind sursele comandate 


În scrierea ecuaţiilor de stare pentru exemplul precedent, am evaluat 
matricele care apar în ecuaţiile finale și le-am substituit în acestea. Cind 
ne referim la reţele nepasive. nereciproce, acest mod de abordare nu este 
posibil. Va îi necesar să ne întoarcem la un punct intermediar în deducerea 
ecuaţiilor și să continuăm etapă cu etapă de acolo. Ecuațiile de bază 
sînt (119), (124), (125) şi (126). Etapele de parcurs şi diferențele faţă 
de cazul RLC sînt următoarele : 

1. Se scrie matricea Q şi se descompune — ca pentru RLC. 

2. Se evaluează matricele € şi Z — ca pentru RLC. 

3. Se scriu relaţiile v — i pentru laturile de rezistenţă ca în (123). 

~ 4. Se formează perechea de ecuaţii (126) şi se rezolvă. Acesta este 
punctul critic. Dacă nu există soluţie, ne oprim. 

5. Se foloseşte (126) pentru a elimina pe Vp; din (119) și i, din (124). 

În construirea arborelui normal trebuie să avem grijă în atribuirea 
laturilor de rezistență corespunzătoare elementelor multiterminale, așa, 
cum s-a discutat în Capitolul 2. În cazul unui girator ambele laturi trebuie 
să fie ori ramuri, ori coarde. Pentru un transformator ideal şi un convertor 
de negativare o latură trebuie să fie o ramură şi cealaltă o coardă. În cazul 
surselor comandate, fiecare latură este atribuită unic fie ca o. ramură, 
fie ca o coardă. Dacă o latură (care comandă sau este comandată) este 


Fig. 1.9. Exemplu cu componente multiterminale. 
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o ramură sau o coardă, aceasta depinde de tipul variabilei care este speci- 
ficată. Ecuația (125) exprimă explicit curenții coardelor şi tensiunile 
ramurilor. Deci, dacă este specificat curentul unei laturi, ea trebuie să fie 
o coardă, şi dacă este specificată tensiunea, ea trebuie să fie o ramură; 
ca exemplu, să luăm sursa de tensiune comandată în curent, cantitatea 
care comandă este curentul în scurtcircuit ; dar pentru un scurtcircuit, 
tensiunea, este specificată (ea este zero). Deci această latură trebuie să fie 
o ramură. Pentru latura comandată tensiunea este aceea care este speci- 
ficată. Deci această latură trebuie să fie de asemenea o ramură. 


Ca o ilustrare, considerăm rețeaua din fig. 4.9. Transformatorul este ideal. Graful reţelei 
este format din două părți din cauza transformatorului. Un arbore normal trebuie să conțină 
patru laturi, din care două sint sursa de tensiune şi capacitatea. Una din cele două laturi ale 
transformatorului trebuie să fie de asemenea o ramură. Ambele laturi ale sursei comandate 
trebuie să fie coarde, deoarece în ambele cazuri este specificat curentul. Arborescența normală 
este arătată prin latura îngroșată în fig. 4.9, b. 


Se scrie mai întti matricea Q şi se descompune. 


R L 
eee ——— 
E c R 5 6 7 8 9 10 
E . . 
1 0 00 0 1 1 0 0 0 


1 0 00:0 0 


0 —1 -1 o] 


@sr= [0-1 1 0] =l, o 00 


Qcg=[0 1 1 1] 9 - | a] 
Qc_ = [0 —1] OQzr=|0 0] 
Relaţiile v — i ale transformatorului și sursei comandate sînt: 
i= — ni, i = 0, 


Vy = ND;, ig = Jm Da: 
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Folosind aceste relaţii, relaţiile v — i ale laturilor rezistive, în concordanță cu (125) devin: 


i; 0 0 0 0] pa’ =n 0 

ie 0 G0 0 Te [:] 
ii lo oo oflo [+] 
is 0 O Jm 0. Va 


pa ta i E 


Trebuie să introducem, acum, toate submatricele în (126). Aceste ecuații dev'n: 


n n 0 - 
0 =i 00 Gs 
i v Sa-i v 
ol #7 : |- |; l c t o olti o |'e 
1 —9m 0- - Im 0 0. Im 


lose +P o] å 
va = 0. 
Roo 0] "lo a] 


Deoarece coeficientul lui va, din a doua ecuaţie este nesingular, putem determina pe Ya 
funcţie de igr, introducem soluţia în prima ecuaţie și obţinem pe ipp care este utilizat apoi în 
determinarea lui vg Rezultatul acestor etape este: 


-nR 0 0 0], 
Vp = Li 
Ri -R, 000 RI 


> oo 
O © m. 3 
Oom. oaa 


1 n n 0 0 n n 0 
—nRG 1 0 0 Ge 0 0 G; 
ip = 9 i k 
o o 1 o| #5 o [Eto ot] o l" 
—nNRm0 0 1 Im 00 Im 


Matricea din stinga este nesingulară, şi determinantul său este A = 1 + n?R,Ge După 
premultiplicarea prin inversa sa, se obține: 


— nG n n — nGg 
1 n? RG n? RG 1 
„| 3 ei aas A eili h 
n? k Im rÈ Ri 9m- Im 
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și deci: 
e E — RI, E pp 
Vp = va + VE 
| = nR, |! nR,G, 


Pentru acest exemplu, matricele stii elementelor reactive sint simple. Există 
numai o capacitate, astfel ca £ = [C4] şi €71 = [1/C4]; matricea X este matricea diagonală. 


[Le 07 a [ile d 
2-[; M -[e 10] 


În final, le substituim în (119) și (124), multiplicăm prin -+ şi respectiv -!, şi combinăm 
cele două ecuaţii într-una singură. Pentru simplificare fie R,= KR,, astfel ca R,G, = k. Rezul- 
tatul va fi 


(Im + Ge)  — ÈR, (Om + Ge) 1 — RR gm 


Va G, C, R: C, Va 
d| 1 nâk — èR, —n2R, Ă 
a] [oil Le L E a 
iio = a Sei iie 
Lio Lio Lio 
— (9m + Ge) 
Ca(1 + n2k) 
nêk 
La mat) Dy. (445) 
n?k 


Lioţi + n2k) 


Referitor la acest exemplu, observați că multe submatrice sint rare (ceea ce înseamnă 
că multe elemente sint zero). Aceasta rezultă din necesitatea de a avea multe operaţii cu 
rezultat zero şi deci mai puţine calcule. Este posibil să parcurgem aceleași etape cu ecuaţiile 
scrise in forma scalară. Aceasta elimină necesitatea de scriere a unui număr mare de zerouri 
dar sacrifică concizia. Puteţi parcurge etapele de rezolvare cu ecuaţii în formă scalară pentru a 
observa diferenţa. 


Trebuic de asemenea menţionat că în acest exemplu 9 + — # din cauza prezenţei lui gm ; 
dar, dacă gm = 0, atunci 9 = — g”. 


4.6. FORMULAREA ECUAȚIILOR DE STARE 
A MULTI-PORȚILOR 


Să ne întoarcem acum la interpretarea matricelor Y, Z, X şi $. Vom 
face aceasta pentru cazul general, nu numai pentru cazul RLC. Pentru 


aceasta să considerăm (115) și (116), împreună cu definiţia lui € şi & 
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din (117) şi respectiv (118). Combinarea acestor ecuaţii ne conduce la 
d d ^ 
ic, = — (E Vo) — Occia — — (€v g). 
ct dt ( cu) Qec ct a ( e) 


Similar, din (120) şi (121) impreună cu definiția lui Z şi Z din (122 
şi respectiv (123), obținem : 


d y d 1. 
Vu = gliw + Ov — F (Lis). 


Surse de 
Curent 


Ša Se, 
vie [9] . e] as 
33 þe Subrezea de romuri | XS 
te de rezistente 3] SS 
SS j =] S$ 
aa 3S 


Surse de 
tensiune 


Fig. 4.10. Descompunerea rețelei în subreţele. 


Acestea două pot fi combinate într-o singură ecuație matr icială. Derivatele 
pot fi eliminate prin înlocuirea ecuației de stare din (129), care se aplică, 
pentru rețeaua generală. Rezultatul va fi 


ie -Y Æ||va -7 e Ve Qe 0 ic 
== A A + z (1 46) 
Va 9 —Ziliu 4-7] li, 0 Qulu 


Aceasta este o ecuație pur algebrică care leagă tensiuvile şi curenții 
elementelor reactive şi mărimile care caracterizează suisele. Menţionăm 
că derivatele surselor au fost de asemenea eliminate. O interpretare a 
diferitelor matrice se poate obţine considerînd reţeaua din fig. 4.10. Rețeaua 
este prezentată ca o interconectare de subreţele. Subreţeaua centrală 
constă din toate laturile de rezistenţă (inclusiv sursele comandate etc.) 
la care sînt conectate subrețelele de capacităţi, inductanţe și surse inde- 
pendente. Subreţeaua de rezistenţă poate fi considerată ca un multiport: 
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cu tot atitea porţi cite elemente reactive și surse independente există. 
Trebuie acum să distingem care elemente reactive sînt ramuri și care 
sint coarde. 

Aceasta poate fi examinată simbolic ca în fig. 4.11, unde fiecare 
element reprezintă o subreţea din clasa sa. Fiecare variabilă asociată 
porţilor este valabilă pentru toate variabilele scalare din clasa sa şi astfel 
este un vector. 


Multipori . 
rezistiv 


Fig. 4.11. Interpretarea multiportului. 


Orientările variabilelor sint compatibile cu orientările considerate 
în obţinerea ecuaţiilor. Orientările curenților sînt opuse referinţelor stan- 
dard pentru curenţii porţilor. Astfel, în multiportul de rezistențe puterea 
eare intră la oricare din porţi este — v'i. Ramurile şi coardele de capacităţi, 
și ramurile și coardele de inductanţe sint arătate ca subreţele separate. 
Să ne amintim, că pentu a ajunge la (146) pentru cazul general, presu- 
punem că nu este introdusă nici o restricţie algebrică de laturile rezistive 
are să reducă ordinul de complexitate sub acela obținut din consideraţii 
asupra elementelor reactive exclusiv. 

Presupunem circuitul în gol la toate coardele reactive şi sursele de 
cuent independente şi semtcircuit la sursele de tensiune. Aceasta face 
ca vectorii ic, iz, iy Şi vz să fie zero. Dar dacă toţi curenţii coardelor 
de inductanţe sînt zero, tot aşa curenţii ramurilor de inductanţe vor fi 
zero, fapt care rezultă din KCL pentiu secţiunile de inductanţe ; adică 
i, = 0. Cu aceste consideraţii făcute, din (116) se poate serie: 


— ia = Yro. (147) 


N-e 354 
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Reamintindu-ne orientarea opusă a curenților de poartă, conchidem că 3 
este matricea admitanţelor în scurtcircuit a multiportului rezistiv ale 
cărui porţi sînt terminate pe ramuri de capacităţi, în timp ce toate celelalte 
elemente reactive sînt scoase din circuit (în gol) și toate sursele inde- 
pendente sînt îndepărtate (ceea ce înseamnă că sursele de tensiune sint 
scurteircuitate și sursele de curent sint în gol). Această interpretare ne dă 
o metodă de calcul a matricei Y pentru o reţea pur rezistivă, fără a par- 
curge tratarea formală din ultimul paragraf. 

Celelalte matrice pot fi evaluate într-o manieră similară. Pentru 
a găsi Z, scurteircuităm toate ramurile reactive și sursele de tensiune 
independente, şi lăsăm în gol sursele de curent, astfel ca Ven va, ve și i; 
sint toţi vectori zero. Din (146) putem scrie 


va = Z(— în). (148) 


Conchidem că Z este matrice de impedanţe a circuitului în gol a multi- 
portului de rezistențe ale cărui porți sint terminate pe coardele de induc- 
tanţe în timp ce toate celelalte elemente reactive sînt scurteircuitate 
şi toate sursele sînt îndepărtate. 

Matricele X şi Y pot fi găsite într-o manieră similară, Noi vom da 
rezultatele, lăsînd restul în seama dumneavoastră. 


ic, = Fim (149a) 


Yu = FV or (149b) 


Astfel Æ este matricea transferului de curent a multiportului de 
rezistențe, care are ca porți de intrare terminalele coardelor de inductanțe 
care sînt înlocuite cu surse de curent, și ca porți de ieşire terminalele 
ramurilor de capacități scurtcircuitate, cînd coardele de capacități sînt 
lăsate în gol și toate sursele independente sînt îndepărtate. Ramurile 
de inductanțe vor fi înlocuite de sursele de curent aşa cum rezultă din 
LKC la secțiunile de inductanțe. 

În sfirgit, 9 este matricea de transfer de tensiune a multiportului 
rezistiv, porțile de intrare fiind terminalele ramurilor de capacități care 
sînt înlocuite cu surse de tensiune, şi porțile de ieşire fiind terminalele 
coardelor de inductanțe lăsate în gol, cînd ramurile de inductanțe sînt 
scurtcircuitate gi toate sursele independente îndepărtate. 

Pentru a ilustra aceste interpretări să considerăm exemplul din fig. 9. 
Vom începe prin calcularea fiecărei matrice, pe rînd. Pentrua găsi Q. 
lăsăm în gol cele două inductanțe, îndepărtăm sursa de tensiune prin 
scurteircuitarea ei, înlocuim capacitatea cu o sursă de tensiune v, care 
are aceeaşi polaritate ca şi tensiunea pe capacitate, şi apoi găsim curentul i, 
prin această sursă de tensiune. În fig. 4. 12 este arătată o diagramă adec- 
vată, unde transformatorul ideal terminat în R, este înlocuit cu o rezis- 
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tență n?R, sau n?kR, considerind ca mai înainte R, = kR, Rezultatul 
eate o conexiune în serie a lui R,și n?R, la bornele căreia tensiunea, estev. 
Curentul rezultat ¿è se găseşte ușor şi odată cu acesta și tensiunea v. 


Calculul lui g Calculu' 9y 


E V2 __ Ow 
Re+ R, Link 


vo = — Rei iz = — (9mda + î) = — (ImRe + 1)i 
nèk 
aj Jiye i 
a [04] ţi] = o, z a [o] 
—1 
w| Fe 
n?k 
I F mk 
—1 1 + n2k 


Fig. 4.12. Calculul lui g și 9. 


Curentul sursei comandate este acum cunoscut. Aplicind LKC la 
E: din terminalele lui v, se obţine i. Detaliile de calcul sînt date în 

4.12, 

Deoarece nu există ramuri de inductanțe, diagrama de calcul a lui $ 
este prezentată în fig. 4.12. Totuşi, acum mărimile de ieșire dorite sînt 
iensiunile la bornele inductanţelor în gol. Desfăşurarea calculului este de 
asemenea arătată în fig. 4.12. 


308 4. ECUAŢII DE STARE 


Pentru a găsi pe Z se îndepărtează sursa de tensiune, scurteireuităm 
capacitatea, se înlocuiesc cele două inductanțe cu sursele de curent i; 
Şi do, cu referințele corespunzătoare. Rezultatul, arătat în fig. 4.13 este 
că se conectează în paralel R, și n?R, şi se alimentează cu curentul i + io 
Tensiunile v și v sînt egale şi se calculează uşor. Calculul lui Z este 
arătat în fig. 4.13. 


Calculul lui z Calculuil lui x 
ep N Ra Re n? R; . 
Ty = Vio R, 4n? R (is + iio) IPEE (ia -- i10) 
v XR, WR — i iz = ho — 9m 7 — is 
E] O 
£ 1+n?k 1+n?k is = ha 
nR, wR , V, = — vo 
vie E A "100 i A 
1+mk 1+-n2k da = io + (Jm + Ce) vio) 
MR SRJ pn | Eat Ran fi 
1+n2k 14 nk 1 + n2k 1 +na?k Jlis 
F = 
wR, Re x = a a +06) 1 — Ra]. 
1+n2k 1+n2k | 


1 + n2k 1 + n2k 


Fig. 4.13. Calculul lui 7 și x. 


În sfirit, diagrama de calcul a lui X este arătată tot în fig. 13, 
cu menţiunea că mărimea de ieșire dorită este curentul prin capacitatea 
scurtcircuitată. Acesta poate fi găsit aplicînd LKC pentru terminalul de 
jos al sursei de curent comandată, care conduce la i, = iio — 9m a — ie- 
Dar îs = 07 Re 07 = — Vio Şi Vio & fost găsit în diagramă în funcţie de i, 
Şi io Matricea, X se obţine dacă introducem toate acestea în expresia lui 
i, Setul întreg de calcule este arătat în fig. 4.13. 

Deși prezentarea calculului acestor matrice pentru acest exemplu pare 
a fi cam lungă, efortul real de calcul este foarte mic. Comparaţi rezulta- 
tele cu matricea s din (145), pentru a verifica că s-a obținut același rezultat. 
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Să ne intoarcem acum la submatricele g, z, # şi 3 care alcătuiesc 4,, 
matricea coeficienţilor surselor. Considerind din nou (146) şi fig. 4.11, 
presupunem că lăsăm în gol toate coardele reactive şi sursele de urent 
independente, şi seurteireuităm toate ramurile 1eactive. În aceste condiţii 
1146) conduce la 


ia = — Yip (150a) 
Vu = Svp. (150b) 
Astfel, g este calculat prin găsirea curenților în ramurile de capacități 


scutceircuitate, şi % este calculat prin găsirea tensiunilor pe coardele de 
inductanțe în gol, ambele rezultind ca urmare a prezenței surselor de 
tensiune independente. 

Similar, presupunem că scurteircuităm toate ramurile reactive și 
sursele de tensiune independente şi lăsăm în gol coardele reactive. Atunci 
(146) conduce la 


iu = Ži, (151a) 
vu = — Îi. (151b) 
Astfel, Æ este calculat prin găsirea curenților în ramurile de capacități 


scurteireuitate, şi 3 este calculat prin găsirea tensiunilor pe coardele de 
inductanţe lăsate în gol, — ambele rezultind ca urmare a prezenței surselor 
de curent independente. i 


za ta Z Gat, 
Re+ wR, Luk 


t; = Rei = do 
1+n2k 
a . (Im + Ge) 
= — Jp, — 1 = — ——— 
te Im? 1 + nèk g 
nèk 
t; = Ri = v 
d * lpnk” R 
nèk Fig. 4. 14. Calculul lui Y şi J. 
to = — Rit, = 
l+a nk” 


Vom ilustra aceasta cu ajutorul exemplului din fig. 4.9. Nu există 
surse de curent în acest caz, astfel că z şi J sînt ambele matrici zero. 


Pentru a găsi pe gy şi ş, lăsăm în gol ambele inductanţe şi scurteircuităm 
capacitatea. Rezultatul este arătat în fig. 4.14. Curentul ¿ este determinat 
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în mod obișnuit, observind că R, și n?R, sînt în serie. Se obţine 
acum direct v, ca Ri. Aceasta determină curentul sursei comandate, și 
din LKC se găseşte i. Tensiunile v, și vı se obțin de asemenea direct. 
Detaliile sînt arătate în fig. 4.14. Rezultatul este 


nk 

Pe A 1 +n?k 
ĝ= Ltl, J= i 

[1 + n2k2] nmk 

1 + n2k 


care este în concordanţă cu (145). 


În rezumat, cu excepţia termenilor care conţin derivatele surselor, 
am obținut ecuaţia de stare vectorială completă din calculul unei rețele 
multiport rezistive, împreună cu evaluarea lui £ și Z ca submatrice 
ale matricei capacităţilor secţiunilor și matricei inductanţelor buclelor. 
Nu am obţinut termenii conţinuţi în derivatele surselor şi care apar cînd 
există degenerări. Relaţiile (118) și (123) arată însă că acești termeni 
se pot calcula destul de uşor prin altă metodă, în comparaţie cu matricele 
de multiport. Pentru acuratețe, se precizează că ecuaţiile de stare au fost 
obținute printr-o serie de calcule referitoare numai la relaţiile la porţi 
dar trebuie totuși să admitem că termenii derivatelor surselor nu apar. 
Aceasta înseamnă că presupunem că rețeaua nu ae surse de tensiune 
într-o buclă de capacităţi şi nici surse de curent într-o secţiune de con- 
ductanţe. În termenii submatricelor Q,, presupunem că Oc =0 și 
Qis =0. 


Ecuaţii de ieșire 


Avînd găsită o metodă de determinare a ecuaţiei de stare vectorială 
prin calcule asupra multiportului rezistiv, să încercăm să găsim în mod 
similar, orice variabilă care poate fi aleasă ca o ieşire. Considerăm din 
nou fig. 4.11. Variabilele porților conţin toate variabilele de ieșire posibile. 
Această afirmaţie este clară pentru tensiunile şi curenții elementelor 
reactive şi surselor. Numai că sînt ca necunoscute şi variabilele ramurilor 
rezistive. Pentru orice variabile de rezistență putem folosi tensiunile 
surselor de curent și curenții surselor de tensiune în modul următor. 
Orice variabilă de tensiune a unei laturi de rezistenţă, poate fi inter- 
pretată ca tensiunea pe o sursă de curent, prin conectarea în parak] a unei 
surse de curent de valoare zero. Similar, orice curent prin latura de rezis- 
tență poate fi considerat drept curentul unei surse de tensiune prin pla- 
sarea, unei surse de tensiune de valoare zero în serie cu latura respectivă. 
În felul acesta ne complicăm puțin, dar interpretarea este mai uşoară, 


În fig. 4.11, variabilele de stare sînt acum va şi iu. Termenul va 
poate fi exprimat în funcţie de v., prin KVL aplicată pe buclele de 
capacităţi. Similar, i,, poate fi exprimat în funcţie de i, prin KCL 
aplicată la secţiunile de inductanță. Aceasta permite scrierea următorului 
set de variabile 


Vu Vu Ws 


Considerăm primul set. În relaţia v — i ic, = C, dvajdt introducem ecua- 
tia KVL din (113e). Amintindu-ne presupunerea că Qsc =0 obţinem 
ia = Cı Qcc doc/dt. Dar dvaldt este exprimată în termenii variabilelor 
de stare şi a surselor prin ecuaţia de stare. Folosind (129) în această 
ecuaţie, obţinem : 


ic = Cı Qc tare yY nfe] +[-% ae] (152a) 
J 


SA 


O dezvoltare similară pentru vz, ne conduce la 


vu = (Lu — Lu Qu) Z! fis = afie Hs 2 afi] (152b) 


lu 


Astfel, atît curenţii coardelor de capacităţi cît şi tensiunile ramurilor 
de inductanţe pot îi exprimate ca variabile de ieşire în termenii variabi- 
lelor de stare şi variabilelor surselor. În afară de matricele deja găsite, 
pentru formarea ecuaţiilor de stare (adică Y, €, Y şi Æ), e necesară o 
cunoaştere a matricelor topologice Qes şi Qzz, și a matricelor de para- 
metrii €, L, și Lp. 

De asemenea pentru ic, şi Vy, care sînt variabilele complementare 
variabilelor de stare, am găsit deja pe (146). Totuşi, aceasta nu este 
in forma dorită pentru ecuațiile de ieşire din cauza termenilor care conțin 
pe ic, şi Vz. Pentru eliminarea acestora se foloseşte (152), astfel că (146) 
poate fi scrisă astfel : 


DC (0 mie | + [= 8 ae]: (153a) 


iu 


Vu = (Ly — Lu Qz) galis — aji] + [4 -a|e)). (153b) 
J 


Li 


Observăm că orice variabilă de tensiune sau curent a componentelor 
reactive poate fi scrisă ca o ieşire, în forma standard în funcţie de variabi- 
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Tele de stare și surse. Cu excepţia matricelor C, şi Lu — Lu Qz, aceasta 
este făcută în termenii matricelor deja găsite în scrierea ecuaţiilor de stare. 

Aceasta permite scrierea variabilelor v J. şi iş. Reamintim că ecuáțiile 
topologice care exprimau aceste variabile în (113a) şi (113b) nu au fost 
folosite pentru obținerea ecuațiilor de stare. După ce soluțiile pentru 
Va Și În din (126) sînt introduse în aceste ecuaţii, rezultatul va apare 
în termenii variabilelor de stare și a surselor. Ea va avea următoarea 
formă : 


BERRA ee 


Interpretarea matricelor în aceste expresii poate fi obţinută în termenii 
reţelei multiport din fig. 4.11 în același mod ca cel arătat anterior; de 
exemplu, y este obţinut prin lăsarea în gol a coardelor de inductanțe şi 
surse de curent independente (şi de asemenea a ramurilor de inductanțe), 
înlocuind ramurile de capacități cu surse de tensiune vu, scurtcircuitind 
sursele de curent independente şi scriind o expresie care leagă curenţii 
( — ig) în aceste scurteircuite cu va. 

Concluzia acestei discuţii este următoarea. Privind o reţea ca fiind 
formată prin interconectarea unor subreţele alcătuite din componente 
de acelaşi tip, ca în fig. 4.11, am găsit o metodă de evaluare a acestor 
matrice, care sînt coeficienţii variabilelor de atare şi ai variabilelor surselor 
în ecuaţia de stare. Presupunem că reţeaua nu conţine surse de tensiune 
în buclele de capacităţi şi nici surse de curent în secţiunile de inductanţe. 
Printr-o metodă similară putem calcula matricele care sînt coeficienţi 
în ecuaţia de ieşire, indiferent de tipul variabilelor de ieșire. Cînd variabilele 
de ieşire sînt variabile de elemente reactive, nu sînt nccesare alte calcule 
asupra multiportului rezistiv. Ecuațiile sînt prezentate în tabelul 4.3. 


Tabelul 4.3 


Interpretarea Nu Or 


Ei [esa e) i pa e ei 


Ecuaţii de ieșire 


eul e We Ji 
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Pentru ilustrare, considerăm reţeaua arătată în fig. 4.15 a. Folosind 
circuitul echivalent obișnuit pentru triode, se obţine reţeaua echivalentă 
în fig. 4.15 b. Să considerăm ca mărimi de ieşire tensiunea v şi curentul î,. 
Introducem o sursă de curent în paralel pe terminalele din dreapta cu 
i, = 0. În graf, această sursă de curent este reprezentată prin latura 11. 
Latura 8 este latura comandată de sursa de curent. Există o buclă de 
capacităţi, astfel că o capacitate devine o coardă a arborelui: normal. 


Fig. 4.15. Reţea de oscilator RC. 


Secţiunile f definite de ramurile de capacități 1, 2 şi 3 conţin fiecare 
capacitatea 6, cu aceeaşi orientare. Deci matricea € se poate serie uşor 
şi anume: 


20 Co 
€=| 020 C 
C 020 


Deoarece nu există inductanțe şi surge de tensiune, (146) și (154) se reduc la : 
ia = — Yva + Wis — eo iau» (155a) 
vV = Ja — Fi. 155b) 


Pentru a iep pe X și 3, lăsăm în gol coarda de capacitate 6 și sursa 
de curent (În acest caz, ultima etapă nu este necesară deoarece unica sursă 
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de curent are valoarea zero). Înlocuim ramurile de capacităţi prin surse 
de tensiune. Reţeaua rezultată este arătată în fig. 4.16 a. O problemă 
este acum calcularea curenților č, îs şi i din această rețea rezistivă, 
printr-o metodă convenabilă. Detaliile de calcule vor fi lăsate pentru 
dumneavoastră. Rezultatul este : 


—u 3 — u 1 — 2u 
A A 1 
— lo = | — te oara 22+2r/R1l—u+ alls = Yva. 
— iz 1 1+r/RÈ 1+4+2r/R 


Fig. 4.16. Reţea de rezistență pentru calculul lui Wy. 


Din diagramă, este clar, că vy = [v] = [Ri]; astfel că 9 este găsit 
de asemeni ușor și anume: 


age | — (R +27) |-- 


3r + (n + 1)R 3r+ (u + 1)R ea] 


Pentru matricele care au rămas vom lăsa în gol coarda de capaci- 
tate 6 şi vom scurtcircuita ramurile de capacităţi. Detaliile de calcul rămin 
pentru dumneavoastră. Rezultatul va fi : 


(u + 1)R 
f 1 PIE Aa 
-hi = 3r 4 (u4 I)R r +(e +1I)R j= Fi, 
i 2r + (u + 1)R 
rR 


— = za =— Ji.. 
veee reta Y K 
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În acest exemplu, deoarece unica sursă este o sursă de curent de valoare 


zero, nu este necesar să găsim * şi 3; ele vor fi oricum multiplicate 
prin zero în ecuaţiile finale. Le-am calculat aici, dar numai pentru a face 
o exemplificare, 
Putem acum să scriem cu ușurință ecuaţia de stare și ecuaţia de 
1 


iegire. Pentru simplitate, să folosim următoarele valori numerice : 0 = P : 


r=R=10; p=6. Atunci: 


TE: 8 -1 1 
€=] 3 1° |s|- 3] 
Ti T -1 —1 3 

3 —4 —11 70 

a = [2 4-4 |» =: 
1 2 3 „90 


3 =- [—10 —20 —30], 7 = [1]. 


Ieşirea 1, este un curent printr-o ramură de capacitate. Deci, pentru 
a obține ecuaţia de ieşire corespunzătoare, trebuie să folosim (153 a) 
care se reduce la ic, = — C, €719 va, unde C, este o matrice diagonală 


cu elementele diagonalei egale cu C = Fola Din iş, nu ne interesează 


decit linia a treia. Astfel ecuaţia de stare şi ieșire va fi: 


n 2, 6 —18 —32 
d 
~ |o, | =87 | v, | = 14 —4 || | 


A 3 6 


Li? A 


Aceasta completează exemplul. 
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PROBLEME 


P 1. Pentru reţelele din fig. 4.P1 determinaţi: 
- a) numărul de frecvenţe naturale și À 
b) numărul de frecvenţe naturale diferite de zero. Verificaţi răspunsurile dvs. prin consi- 
derarea formulelor topoloBice pentru determinarea matricei admitanţelor la noduri sau a 
matricei impedanţelor pe bucle. 


a 
(7> 


Fig. 4. P1 


P 2. Pentru fiecare din rețelele din fig. 4. P l, irasaţi cel puţin un arbore normal. 

P 3. Arătați cel puțin trei arbori normali pentru rețeaua din fig. 4.3 din text. 

P 4. Ciţi arbori normali există în fig. 4.5 din text? 

P 5. Ecuația 24 referitoare la fig. 4.5 conţine derivata tensiunilor surselor. Faceţi o trans- 
formare de variabile astfel ca ecuaţia corespunzătoare în noile variabile să nu conţină derivatele 
tensiunilor surselor. Puteţi interpreta noile variabile în termenii reţelei? 

P 6. Presupunemcă A și Bsint matrice patrate de același ordin. În ce condiţiieste 
valabilă următoarea relaţie : să 


AB A+B 


Folosiţi acest rezultat pentru a arăta că (44) este o consecință valabilă a lui (36). 
P7. Arătați că fiecare din următoarele matrice satisface ecuaţia sa caracteristică. 


6 3]- —2 1 
(a) | | d) | | 
—5 10 $ —9 4 


3 —2 -1 : | = e | 
(e) |2 —2 2 (0) |. aut a 
1 2-1 -6 4-2 
0 10 0 zoa 
o aies 
-1 —2 —2 -1 i 
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P 3. Folosind teorema Cayley-Hamilton, găsiți inversa fiecărei malrice nesingulare din 
Problema 7. 


P 9. Fie f(s) un polinom și d(s) polinomu? caracteristic al matricei gg. lic g(s) polinomul 


este de cel mai mic grad care se obţine cînd f(s) este împărţit prin d(s). Evaluaţi pe f(a) 
în fiecare din următoarele cazuri : 


(a) KS) = sè + 35 + 352 şi g = [, A 


9 
age i ON 
Gsp ari in- | A 
1 3 —4 
(e) fs) = st + s3+ 1 şi = 10 —23 36|- 
0 —18 28 


__P10. Pentru o matrice dată s, să se observe că d(s) este egal cu polinomul minim m(s) 
dacă zerourile lui d(s) sint simple. Pentru fiecare din următoarele malrice cu valori proprii 
simple, evaluaţi e 4! folosind formula de interpolare a lui Lagrange. 


e săi l 01 0 1 
@Ms=| 0 0 1 ORES Se 
001 
A -26 -9 0-1 0 
0 10 —5 5-3 
) «= 0 0 1 (e) æ =: 1 0 1 
—9 —15 —7 2 3 0 
2 2 -2 7 & 
(e) = [0 2 1 Ma=l o 9 0 
0 0 1 18 -3 10 


P 11. Pentru fiecare din matricele din problema 10, aplicaţi ecuaţiile (76) sau (82) 
dacă valorile proprii nu sint simple, și rezolvați-le pentru coeficienţii. gg, folosind f(s) =e%. 
Din aceasta determinaţi e! și comparați-le cu rezultatul anterior. 


P 12. Pentru fiecare din matricele problemei 10, folosiţi algoritmul matricelor rezolvante 
pentru evaluarea lui [sU—]-1. Apoi faceţi o dezvoltare în fracţii parțiale alui [sU—ag]-! 
pentru a determina matricele constituante ale lui s. 


P 13. Pentru fiecare din matricele problemei 10 determinaţi matricele constituante prin 
metoda polinoamelor rezolvante, folosind f;(s) = si~? 
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P 14. Pentru fiecare din matricele problemei 10, determinaţi matricele constituante prin 
metoda polinoamelor rezolvante folosind setul de polinoame din (106). 


P 15. Evaluaţi următoarele funcţii matriceale. 


1 2 0 
(a) In s, a=|—2 1 0 
1 0-2 
2 3 1 
(b) sin æl, 4 = | —1 —1 —1 
0—1 1 


(c) cosh at, s = p 3] 
4 3 


P 16. Rezolvaţi următoarele seturi de ecuaţii de stare, cu vectorul de stare evaluat folosind 
inițial pe (45), apoi (52) şi în final, cind este posibil (54) cu (49) și (59). În fiecare caz eva- 
luați e t prin găsirea în primul rind a matricelor constituante ale lu! of și aplicind apoi (84) 


sie lei El Pa E ] 
Fo i ata 


ki (h) 
Za(lo) 


e 
E 
“e [e 
G 
- 


ELE R 


z(4) 
Za) | = 
Za((e) 


si lei A AA e 
nana eaf eas] 
pall 

all Ell 
J-e: fel 

=) 

tai el Poet a 
iti > Muta Zi 
E 
SH: E 
E 
=] 
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ETs = j a i 
2a 
— 
eo Va FI ui Y 


L /eşiri :v,, Va i lesire:v 
la. | j 


/eşiri : î3,vg 
k 


Fig. 4. P18 
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P 17. Dacă valorile proprii ale lui g sint diferite de acelea ale lui F, atunci 


k nt 
S=- Y E KZ AF -st 
î=lj=1 
este soluţia unică a 


AS -IF =38ă, 


vnde K;; sint matricele constituante şi s; sint valorile proprii ale lui g. Fie r; notația multi- 
zlicităţii lui s; şi k numărul de valori proprii distincte. Cind valorile proprii ale lui e ṣi F 
sint diferite, rezolvaţi pe S prin folosirea formulei de mai sus, pentru fiecare din părțile pro- 
zmei 16. 


P 18. Pentru fiecare din reţelele din fig. 4.P18. obţineţi ecuaţiile de stare prin a) meloda 
matricei formale și b) metoda evaluării parametrilor multiportului rezistiv. 


P 19. Obţineţi ecuaţiile de stare pentru reţeaua din fig. 4. P19 prin ambele metode: 
etoda mat riceală și metoda evaluării parametrilor multiportului rezistiv. Pentru probă folosiţi 
circuitul echi valent arătat. Variabilele de răspuns sint tensiunile pe toate inductanţele. 


Fig. 4. P 19 


P 20. Determinaţi ordinul de complexitate al reţelelor active, nereciproce din fig. 4. P20. 


Fig. 4. P 20, 
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P 21. Folosind metoda din paragraful 1.6, găsiţi ecuaţiile de stare pentru reţelele din fig. 
4.P21. În a) ieșirea este î,((); alegeţi un arbore normal care să conţină toate capacităţile C. În cio 
ieșirile sînt î, și v}; alegeţi arborele normal care să includă pe La. 


Lb 


Fig, 4. P 21 


P 22. Obţineţi ecuaţiile de stare pentru amplificatorul cu un singur etaj arătat în fig. 4 
P. 22a. Folosiţi circuitul echivalent II hibrid pentru tranzistor, reprezentat în fig. 4. P22Ł. 
Răspunsul rețetei este tensiunea v. 


Kj 


Fig. 4. P 22 


P. 23. Obțineți ecuaţiile de stare pentru rețeavg din fig. 4. P23. Rezolvaţi pentru matricea 
de tranziţie a stărilor. Scrieți ecuația pentru soluția vectorului ce răspuns w = [vw]. Capa- 
cităţile nu sint incărcate la f = 0. Găsiţi soluția 


Fig. 4. P 23 


P 24. În obţinerea formulării generale a ecuaţiilor de stare din consideraţii topologice» 
am presupus că toate laturile pot fi clasificate în : 1) surse independente, (2) capacităţi, (3) in- 
ductanţe, sau (4) rezistențe. Formularea generală a ecuaţiilor de stare poate fi făcută de asc- 
menea folosind latura combinată arătată în fig. 4 P24a in locul unei laturi de capacitate; 


PROBLEME 323 


». 3 latură compusă ca cea din fig.4 P24b în locul unei laturi de inductanțe. Rezistenţele 
-asosiate vor continua să existe ca laturi. Deduceţi în detaliu această metodă. Discutaţi avar- 
"i: și dezavantajele obținerii ecuaţiilor de stare in acest fel. 


Fig 4.P24 


P 25. Folosiţi metoda dezvoltată in problema 21, la determinarea ecuaţiilor de stare, 


3. „zu fiecare din reţelele reprezentate în fig. 4 P25. Sint indicate pentru fiecare caz variabilele 


ze asire 


/esire v 
d 


Fig. 4. P 25 
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P 26. Determinaţi ecuaţiile de stare pentru amplificatorul arătat în fig. 4. P26 a. Folositi 
modelul tranzistorului arătat în fig. 4. P24b. 


Fig. 4. P. 26 


P 27. Obţineţi ecuaţiile de stare pentru amplificatorul cu trei elaje reprezental în fig. 
4. P27a. Folosiţi modelul triodei arătat în fig. 4. P27b. 


1076F 10-87 10% 105 


a , 
SKIO 

o— 

+ 

Ÿ 50° 


Fig. 4. P. 27 
P 28. În text, pentru obținerea ecuațiilor de stare, a fost folosită reprezentarea hibridă 
g pentru deducerea relațiilor v — i la rezistențe. Este posibilă însă și o altă reprezentare. Înlo- 
cuiți ecuaţiile rezistive din (125) cu unul din următoarele seturi de ecuaţii şi arătați că acestea 
împreună cu ecuațiile Kirchhoff determină vectorii ip, şi Vg necesari în (119) și (124). Formu- 
Jaţi explicit orice condiţie necesară care asigură o soluție pentru ip; și Vg 


(a) va: = Hu igi + Hu va (d) vm = Ava — Bip 
in = Hu ini + Hu va Îi = Cyg — Dig, 
(b) va = Zui + Zu in (c) ve = Âvp — Big, 
va = Zu ai + Zu În Ip = a — Dig 


(c) ir = Yu Yg + Ynyr 
în = Ya Ve + YuVva 
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P 29. În reţelele din fig. 4.4 și 4.5 din text, obţineţi pe ip, și Vg folosind metoda bazată 
pe (125) și discutată in text, apoi deduceţi pe i A şi VR; folosind una din celelalte reprezentări 


din problema 28. Unele reprezentări conduc la mai puține calcule în rezolvare? Discuţii. 


P 30. Determinaţi ecuaţiile de stare pentru reţeaua reprezentată in fig. 4. P30. Folosiţi 
modelul tranzistorului arătat în fig. 4. P260. 


Fig. 4. P 30 


P 31. Determinaţi ecuaţiile de stare pentru reţeaua amplificatorului diferenţial reprezen- 
tată in fig. 4.P 31. Folosiţi modelul tranzistorului arătat in fig. 4. P26b. 


feşiri : W, Va 
Fig 4. P 31 


P 32. Delerminaţi ecuaţiile de stare pentru reţeaua reprezentată in fig. 4. P32, folosind 
> lelul tranzistorului arătat în fig. 4. P26b. 


leșire v 
Fig 4. P 32 
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P 33. Dbterminaţi ecuația de stare pentru fiecare din rețelele de oscilator arătate în 
fig. 4. P33a, b. c folosind modelul tranzistorului din fig. 4. P33d. 


K 
a b c 


Fig. 4. P 33 
P34. Rețeaua reprezentată in fig. 4 P34t este un circuit de oscilator RC simplu. Deter- 
minați ecuaţia de stare și indicaţi pentru ce valoare a lui æ există valori proprii imaginare 
ale lui sg. 


10-6F 


10în, t 


Fig 4. P 34 
ay wa 10-67 $ 


P 35. Presupunem că g ṣi. 7 din (57) nu au valori proprii comune. Fie È a, a-i 
i= 

şi S 6; 4" -i polinoamele caracteristice ale lui 2 și respectiv F. 

Fie | 
M= 0 
M, = ZA 
Me = A Mri -t Mea F- AMF, k=2,3,... 

Soluția lui (57) este atunci dată de una din următoarele ecuații: 


rghit 


i=0 
vga E] 


Pentru fiecare parte a problemei 16, găsiţi pe Ẹ folosind una din formulele dè mii sus, atunci 
cind valorile proprii ale lui f și Z sint diferite. 
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P 36. (a). Pentru reţeaua arătată în fig. 4. P 36a., specificaţi numărul de frecvenţe naturale 
s. numărul de frecvențe naturale diferite de zero. b) Repetati aceasta pentru reţeaua din 
?2.4.P 360. Stabiliţi dacă valorile frecvenţelor naturale (nu numărul lor) sint aceleași sau 


2.frite in cele două cazuri. Explicaţi. 
V, 
g 
A >) 
DSa 
b 


Fig 4. P 36 


Vrmăl oarele șase probleme fac pregătirea pentru scricrea unui program pe calculator, 
mi- să ne ajute in rezolvarea acestor probleme. În fiecare caz, trebuie găsită o diagramă de 
zamare (organigramă) și un set de instrucțiuni de programare. Pentru un program pe 
alculator digital, cel mai folosit limbaj este FORTRAN IV. Găsiţi un set de instrucţiuni 
aie pentru program, 

P 37. Pregătiţi un program de evaluare a [su — œ]! prin algoritmul matricei rezol- 
ri: din (98). 

P 38. Pregătiţi un program de evaluare a lui 27”! cin (99). 

P 39. Pregăliţi un program de identificare a unui arbore normal pentru o reţea (conectată) 
zzi fiecare latură este determinată de o succesiune de cuadripleţi de numere : primul număr 
=.2<ă latura, al doilea număr indică tipul ei în concordanţă cu lista dată mai jos; al treilea 
=: patrulea număr identifică nodurile la care este conectată latura. Programul va nunerota 
î = nou laturile in concordanţă cu convenţia din paragraful 4.5, referitoare la „consideraţii 


umăr Tip delaturi 


pi: 


1 Surse de tensiune independente 
2 Surse de curent indepencente 
J Capacitate 
4 Rezistență 
5 Inductanță 
3 D z 
Ss 
Š eè 
N N 
1 L] 1, L] 
2, 3, L] 
3, 1, 
+ b, 


DAFOD ENAN 


RIN 
Rn 
E RUE CX a 


Cl 
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topologice” și va oferi ca date de ieșire succesiunea cuadripleților de numere cu noua numero- 
tare a laturilor. Un exemplu de set tipic de date este dat în fig. 4. P39 pentru rețeaua prezentată 
în această figură. 


P 40. Pregătiţi un program pentru a determina, în primul rind, o reducere a matricei 
de incidenţă la noduri a unei rețele conectate și apoi a matricei de secţiuni f asociată unui 
arbore normal. Luaţi ca date de intrare, datele de ieșire din problema 39. Presupuneţi că al 
treilea număr al fiecărui cuadruplet de numere indică nodul la care este conectată coada 
săgeţii laturei ; atunci nodul de la virful săgeţii laturii va fi al patrulea număr. 


P 41. Pregătiţi un program pentru determinarea lui o, 2, şi Z, din (142) cind rețeaua 
este (a) RC fără coarde de capacităţi și fără ramuri de rezistenţe 

(b) RC fără coarde de capacități 

(c) RC fără ramuri de rezistenţe 

(d) RC (generală) 

(e) RL fără ramuri de inductanţe și fără coarde de rezistențe. 

(f) RL fără ramuri de inductanţe 

(g) RL fără coarde de rezistenţe 

(h) RL (generală) 

(i) LC fără coarde de capacităţi și fără ramuri de inductanţe. 

(j) LC fără coarde de capacități 

(k) LC fără ramuri de inductanţe 

(1) LC (generală) 

(m) RLC (generală) 

Datele de intrare sint oferite ca o succesiune de cvintripleți de numere: primul număr 
indică ramura, al doilea număr indică tipul său în concordanţă cu convenţia făcută în pro- 
blema 39, al treilea număr indică nodul din care pornește latura, a! patrulea număr indică 
nodul în care sosește latura, și al cincilea număr indică valoarea parametrului asociat laturei 
(zero pentru toate sursele independente). Presupunem că evaluarea secțiunii f prin programul 
de la problema 40* este accesibilă. 


P 42. Combinăm programele problemelor 39* și 40* cu fiecare din cele ale problemei 41* 
pentru a obține un singur program care, pornind de la datele de intrare ale problemei 41*, 
să determine ecuaţia de stare a reţelei pentru fiecare din tipurile reţelelor enumerate în pro- 
blema 41*, 


5 


Soluţii integrale 


Am ajuns acum la stadiul în care fiind dată orice reţea liniară, 
=ariantă în timp și o excitație arbitrară, se poate obţine răspunsul com- 
zar. Metodele în domeniul frecvenței complexe din capitolele 2 și 3 sînt 
arte utile în determinarea unei expresii analitice pentru răspuns. În 
zarticular cînd rețeaua nu are energie inițial acumulată am văzut că 
«a poate fi caracterizată prin funcţia sa de transfer. Deci nu este neapărat 
axcesar ca reţeaua să fie dată, atît timp cît funcţia sa de transfer este 
:zroscută. 

Metodele în domeniul timp din capitolul 4 sint de asemenea utile în 
-“ahilirea unei expresii analitice pentru răspuns, dar ele sint îndeosebi 
»iżċvate evaluării numerice a răspunsului în domeniul timp. 

Ca și în cazul metodelor în domeniul frecvenței complexe, dacă 
~zeaua nu are energie inițial acumulată, atunci nu este nevoie ca ea să 
== dată; este suficient a cunoaște relaţia integrală ce dă răspunsul ei în 
izetie de excitație. 

În acest capitol ne vom ocupa mai întîi de problema determinării 
“a:punsului unei reţele la o excitație arbitrară — în cazul în care nu se 
Ži reţeaua dar se cunoaşte răspunsul ei la anumite excitaţii standard. 
Peztru a defini aceste excitaţii standard se vor folosi funcţiile treaptă și 
puls unitate. Vom stabili rezultate analitice folosind ambele metode, în 
¿meniul frecvenței complexe și în domeniul timp. În plus, vom trata 
Jowblema obţinerii rezultatelor numerice în domeniul timp. 

Pentru început, să facem legătura între răspunsul rețelei în domeniul 
?ecvenţei complexe și răspunsul în domeniul timp. Pentru realizarea aces- 
72 scop avem nevoie de un rezultat din teoria transformatelor Laplace. 
I~oarece acest rezultat este probabil mai puțin familiar decit cele obișnu- 
ze cum ar fi dezvoltarea în fracţii parţiale, vom consacra o anumită parte 
+ prezentului capitol, discutării lui. 
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5.1. TEOREMA CONVOLUȚIEI 


Presupunem că o reţea neavînd energie iniţial acumulată este exci- 
tată de o sursă de tensiune și/sau curent la diferite intrări şi se cere a 
se determina tensiunile şi/sau curenţii la ieșirile ei. 


Fig. 5.1. Exemplu. 


În fig. 5.1 este dat un exemplu ; în circuitul reprezentind un ampli- 
ficator există o sursă de tensiune şi o sursă de curent. 
Răspunsurile cerute sint cele două tensiuni v, şi v, şi curentul î,. Trans- 
formatele vectorilor excitație şi răspuns pentru acest circuit sînt după 
cum urmează : 


( 8) h 
E) =eteto)= | 0) W(s)= 2 a(5= |y 


A si) 


presupuniînd că e(t) este transformabil. Fie H(s) matricea funcţiilor de 
transfer, denumită matrice de transfer, legind transformatele excitaţiei şi 
răspunsului. Atunci transformata răspunsului poate fi scrisă: 


W (s) = H(s)E(s). (1) 


În acest exemplu, H este de ordinul (3,2), dar relaţia este cu totul gene- 
rală. În cazul general E este un p-vector ; şi W, un r-vector ; deci H este de 
ordinul (r, p). 

Fiind cunoscut W (s), în majoritatea cazurilor se găsește w(t) făcind 
dezvoltarea în fracții parțiale a lui W(s) calculind apoi transformata 
inversă pentru fiecare termen din dezvoltare. Ceea ce dorim să facem 
acum, este să exprimăm atit H(s) cit și E(s) în raport cu funcţiile de timp 
ale căror transformate sînt. Presupunem că H(g) este transformata. unei 
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matrice de funcţii avind puncte ordinare 1). Dacă putem exprima rezul- 
tatul ealculeior următoare asupra acestor funcţii de timp în forma : 


W (s) = K je-* dt, (2) 
0 


atunci, din definiția transformatei Laplace, putem trage concluziu că 
termenul inchis în paranteze este vectorul răspuns dorit. Ceea ce intențio- 
răm să facem nu depinde de interpretarea lui H(s) ca o matrice de trans- 
fer şi a lui E(s) ca vector excitație. De aceea vom folosi în cursul dezvoltării 
de mai jos o notație mai generală. 

Fie F (s) şi F „() transformatele Laplace ale matricelor de funcţii 
F(t) = [fus (0] şi Flt) = [fz (0)], respectiv; adică, 


F, (8) =| F, (u)e-™ du, (3a) 
0 
F, (e) = f F, (0) e" do. (3 b) 


Am folosit variabilele auxiliare u şi v în locul lui t, pentru a evita confuzii 
in dezvoltarea ulterioară. Presupunem că produsul matricelor F,(s)F,(s) 
este definit. Atunci găsim : F(s) = F,(s). F,(8) 


F(s) = F,(s)F, ($) (4) 


= [e autau l i F (0) do |- pasao du do. 


Ultima egalitate este evident justificată căci fiecare integrală din rîndul 
al doilea este o constantă în raport cu cealaltă variabilă de integrare. 
Produsul integralelor din membrul al doilea poate fi interpietat ca o inte- 
grală dublă calculată pe un plan ale cărei axe coordonate sint u şi v. Inte- 
grarea trebuie să fie făcută pe întreg cadranul întîi așa cum se arată în 
fig. 5.2 a. 

Vom face acum o transformare de variabile după cum urmează : 


i=u+t, 


T=u. 


(5) 


1) Funcție în sensul obișnuit al cuvintului, iar în lucrarea de faţă fiind continuă, sau 
continuă pe porţiuni sau local integrabilă. Aceasta pentru a face deosebirea între funcţiile 
obişnuite și cele generalizate definite în Anexa 1. (N.T.) 
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În realitate, a doua din relaţiile de mai sus este o transformare identitate 
şi este introdusă numai pentru claritate. Acum trebuie să exprimăm inte- 
grala dublă în funcţie de noile variabile. Elementul de suprafață du dv 
referitor la variabilele inițiale este legat de elementul de suprafaţă dz dt 
referitor la noile variabile prin Jacobianul transformării : astfel !), 


(6) 


Calculind derivatele parţiale din (5) și substituind aici se obține rezul- 
tatul dz dt = du dv 

Pentru a completa schimbarea de variabile trebuie să determinăm 
noile limite de integrare. Observăm că deoarece t = u + v = t +79, ĝi 
deoarece v ia numai valori pozitive, t nu poate fi mai mic decît r. Dreap- 
ta t = 7 în planul t—t este bisectoarea primului cadran ; astfel domeniul 
de integrare este suprafața cuprinsă între această dreaptă și axa t, așa 
cum se arată în fig. 5.2 b. Pentru a acoperi această suprafață, integrăm 
mai întîi în raport cu z de la = = 0 la 7 = t; apoi integrăm în raport cu 
t de la 0 la infinit. 

Cu schimbarea de variabile dată în (5) şi cu limitele schimbate aşa, 
cum s-a discutat, din (4) obţinem : 


F (s) = F (| F, (9) Fa (t — 7) a} e™ di. (1) 
0 0 


Aceasta este exact de forma (2), astfel încît putem identifica cantitatea 
dintre paranteze ca F(t) = 2-{F(s)}. Este clar că dacă în (3) seriem F(s) 
în funcție de variabila auxiliară v şi F,(s) în funcție de «u, atunci în rezul- 
tatul dat de (7) argumentele lui F, și F, vor fi schimbate între ele. Ca 


1 Vezi Wilfred Kaplan, Advanced Calculus Addison-Wesley, Cambridge Mass 1953 p. 200. 
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armare, rezultatul final poate fi scris în cele două forme diferite 
echivalente : 


t 
F(t) = | F(T) F(t — 1) dr, (8) 


F(t) = ) F, (t — t) Fa (1) dr. (9) 
0 


Operația executată asupra celor două matrice F, (t) și F, (t) repre- 
zentată de aceste două expresii se numeşte convoluție. Spunem că s-a efec- 
tuat produsul de convoluţie al matricelor. Convoluţia a două matrice este 
adesea notată prin notația prescurtată F, + F, Putem enunța rezultatul 
de mai sus sub forma unei teoreme, după cum urmează. Teorema convolu- 
tiei. — Pie două matrice F (t) şi F(t) transformabile Laplace şi având trans- 
formatele F, (s) respectiv F, (s). Produsul lui F, (s) cu F, (s), dacă ele se pot 
in mulți, este transformata Laplace a produsului de convoluție al lui F(t) 
prin F, (t) 


L {F (t)} = F (s) = F, (s) F, (s), (10) 
unde 


F(t) = Fras, =| Z, (0) Falt — măr = | Flt — =) F,(z)dr. (11) 
0 0 


Deoarece folosim încă notația generală, să enunțăm încă un rezultat 
util referitor la derivata produsului de convoluție a două matrice. Dacă 
cele două matrice F, (t) şi F(t), sînt transformabile Laplace și în plus 
sint derivabile pentru t>0 (ele trebuie să fie numai continue la t = 0), 
atunci produsul lor de convoluţie va fi de asemenea derivabil pentru t >0. 
Derivata va fi 


F(t) = í (5) Falt — 1)dr + F, (t) 740) (12) 


swf de-an + zz0, 45) 


unde punctul indică derivarea în raport cu t. Aceste expresii pot fi obţi- 
nute aplicind formula lui Leibnitz de derivare sub integrală. De fapt, 
putem observa că în realitate nu avem nevoie de ipoteza că F(t) şi Fa (t) 
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sint ambele derivabile. — Dacă una din funcții este derivabilă şi cealaltă 
continuă, atunci produsul de convoluție Fix F, este derivabil. 

Deşi toate relaţiile precedente au fost scrise în formă matriceală, 
rezultatele sînt desigur valabile la fel de bine şi în cazul scalar, un scalar 
fiind un vector unidimensional, 


Astfel, pentru scalari, (8) și (9) devin: 


fi = j ff = id; 


f= fs = r) fy (7) dt. 


5.2. RĂSPUNSUL LA IMPULSUL UNITATE 


Să ne reîntoarcem la problema inițială a găsirii răspunsului w(t), 
al unei rețele neavînd energie inițial acumulată, avînd matricea de trans- 
fer (H(s), la excitația e(t). Reamintim că H(s) trebuie să fie transformata 
unei matrice de funcții avind puncte ordinare pentru a putea aplica teo- 
rema convoluției. Aceasta implică faptul că H(s) tinde la O cînd s tinde la 
infinit în interiorul domeniului de convergență pentru H(s). Fie W, (t) 
transformata inversă a lui H(s); adică ; 


LH (s); = W, (t), (14) 


motivul alegerii acestei notații se va vedea în cele ce urmează. Teorema 
convoluției aplicată lui (1) furnizează rezultatul 


wo =f Wiet- az =f W, (t — e (7) ds. (13) 


Acesta este un rezultat semnificativ. Folosind această expresie putem 
exprima răspunsul în domeniul timp al unei reţele la o excitație 
arbitrară e(t) în funcţie de transformata inversă a matricei de transfer 
a reţelei. 
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Este posibilă şi o altă interpretare, dacă în discuția noastră 
admitem funcția impuls unitate !). 

O astfel de interpretare nu este absolut necesară deoarece (15) este 
de sine stătătoare. Totuşi, interpretarea de mai jos este folositoare în 
anumite ocazii. De exemplu, folosind această interpretare se poate găsi 
în mod experimental o bună aproximaţie pentru W, (t). 

Presupunem că toate excitaţiile sînt zero cu excepţia celei nume- 
rotate cu j și că aceasta este un impuls. În acest caz, vectorul excitație 
notat prin ex (t), are toate componentele egale cu zero cu excepţia celei 
de ordin j, acesta fiind funcţia impuls 3(?). Putem privi eş; (t) ca fiind 
coloana j a unei matrice a excitaţiilor E, (t), de dimensiuni p x p. Astfel, 


de exemplu 0 
è (t) 

es (t) =] 0 

0 


este al doilea vector coloană al matricei excitaţiilor 


În mod analog, fie wẹ (t) vectorul răspuns rezultat din es; (t); adică 
w (t) este mulțimea tuturor răspunsurilor scalare, atunci cînd există 
excitație la o singură intrare și această excitație este un impuls. Să aran- 


1) Funcţia impuls ŝ(/) nu este o funcție avind puncte ordinare; ea este o funcție gene- 
ralizată. În mod simbolic, putem folosi relații matematice ce conțin funcţia impuls unitate 
şi derivatele sale, așa cum folosim relații pentru funcțiile ordinare. Pe de altă parte, rigurozitatea 
matematică implică considerarea fiecărei funcţii ca o funcție generalizată şi fiecare operație 
ca fiind definită in spaţiul funcţiilor generalizate. O scurtă tratare a teoriei funcţiilor genera- 
lizate este dată de Anexa 1. Aici este suficient să observăm că funcţia impuls satisface relaţiile 


b 

de mai jos. Pentru a<z <b ( è (t-— 7)dt=1, 
„a 
4 


) Sl- afd: =, 


( $t- f)d:=}0. 


Pentru valori ale lui 7 în afara intervalului (a, b] fiecare din integralele de mai sus devine zero. 
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jăm aceşti vectori w; în coloanele unei matrice r x p, notată W, (t) şi 
numită răspunsul la impulsul unitate al reţelei. — Observăm cu atenție că 
W, (t) este un set (mulțime) de vectori răspuns avînd cîte o coloană pentru 
fiecare coloană a lui E; (t). Astfel W, (t) nu este un răspuns observabil în 
timp ce fiecare din coloanele sale este un răspuns observabil. Pe de altă 
parte, suma elementelor în fiecare linie a lui W, (t) este un răspuns obser- 
vabil (scalar) şi anume răspunsul la suma tuturor excitaţiilor 1), aceste 
excitații fiind toate impulsuri. 
Să ilustrăm aceasta cu exemplul din fig. 5.1. 


a [O E A Bo=[0 ae 


o 50| 
a. (t) Vosa(t) Dosu(1) Vesa(t) 
Wa (t) = -| za Wag (t) = | Veselt) |e W(t) = | Vesli) Veselt) 
isa (t) îrs2(t) isalt) isalt) 


În final, suma elementelor din prima linie a lui W, (t) (adică, vos (t) + 
+ Vos (t) ) este tensiunea v, (t) cînd fiecare din cele două surse din figură 
este un impuls. 

Să considerăm transformatele Laplace. Deoarece E; (t) = è (t) U 
avem 


L {E (t)} = L {8 (t) U} = U. (16) 
Ecuația (1) leagă coloanele corespunzătoare ale transformatelor lui 
E, (t) şi W, (t). Deci folosind (16) obținem 
L {W; (t)} = H (s) Z {E; (t)} = H (s) (17) 
sau echivalent 
W (t) = 2-1 {H (s)}. (18) 
Ultima ecuație exprimă faptul că transformata inversă, a funcției 


de transfer a rețelei este egală cu răspunsul la impulsul unitate al rețelei. 
Am anticipat acest rezultat folosind notația din relația (14). 


Să ne reîntoarcem la (15). Observăm că această ecuație exprimă 
faptul că fiind cunoscut răspunsul la impulsul unitate al unei rețele nea- 


1 Se aplică la toate intrările impulsuri și se observă răspunsul la ieșirea corespunzătoare 
liniei lui Wg((), numărul total de ieșiri fiind r (N T.). 
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znd energie inițial acumulată, răspunsul la oricare altă excitație e(t) 
te determinat. Ceea ce trebuie să facem este să înmulţim la stînga vecto- 
m excitaţiei în fiecare punct t cu răspunsul la impulsul unitate — nu în 
acelaşi punct, ci într-un punct (t— 7) — și apoi să integrăm. Un alt punct 
ie vedere este acela că vectorul de intrare este „„ponderat” de către răspun- 
-ul la impulsul unitate. Aceasta a condus la numele de ‚matrice pondere” 
î»losit de unii autori pentru răspunsul la impulsul unitate 1. 

Să dezvoltăm puţin conceptul de ponderare. Un exemplu simplu 
va fi satisfăcător pentru ilustrarea celor de mai sus. Deci, să considerăm 
zn circuit cu o singură intrare şi o singură ieşire avind funcţia de transfer 


3 


iii a 


are este funcţia de transfer V.(s)/V,(s) a circuitului din fig. 5.3. Atunci 
zăspunsul la impulsul unitate este dat de 


w; (t) = = te”. 


Fig. 5.3. Exemplu pentru conceptul de funcţie 
de pondere. 


2 


t— 


Fig. 5.4. Răspunsul la impulsul unitate al circuitului 
din fig. 5.3. 


1 Termenul! de funcție pondere a fost folosit ca un alt nume pentru răspunsul laimpul- 
ş-! unitate al unei reţele cu o singură intrare și o singură ieşire. Matricea pondere este o gene- 
zalizare naturală pentru cazul reţelelor cu mai multe intrări și ieşiri. 


23-c. 854 
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Presupunem că dorim să calculăm răspunsul acestui circuit la o 
anumită funcţie de intrare e(t). 

Pentru ușurința interpretării, să considerăm convoluţia lui w(t) şi e(t; 
în cea de a doua formă dată de (15). Vom folosi t ca variabilă auxiliară. 
Pentru a obține valoarea răspunsului pentru orice moment de timp dat 
+, mai întîi vom inversa răspunsul la impulsul unitate şi îl vom tran- 
slata de-a lungul axei = astfel încît să obținem w; (t— 7) ca funcţie de zt. Să 
comparăm w; (t) în funcţie de t din fig. 5. 4 cu w, (t— zq) în funcţie de + din 
fig. 5.5a. În. intervalul de la 0 la t excitația este suprapusă peste 


e(€) MEn 


, 


t-3 t-2 t-1 t 
t — 
Q 
FR 
è 
F 
O 
Ş 
8 
t-3 t-2 t-!/ t 
t — 
b 


Fig. 5.5. Ilustrarea convoluției. 


w(t— 2), în fig. 5.5a. Potrivit lui (15), trebuie să multiplicăm 
cele două curbe w, (t— 7) și e(7) punct cu punct în acest interval. Produsul 
rezultant este reprezentat în fig. 5.5. b. Deoarece w; (0) = 0, valoarea lui 
e(7) în punctul t nu aduce nici o contribuție la răspunsul în momentul t 
în ciuda faptului că e(7) are o valoare maximă în acest punct. Pe de altă 
parte cea mai importantă vecinătate este aceea în jurul lui (t—1) deoarece 
valorile lui e(-) în această vecinătate sint multiplicate de cea mai mare 
valoare luată de w,. În mod analog, valorile lui e(7) pentru = mai mic 
decît (1—2) contribuie puţin la valoarea răspunsului în momentul î. Astfel, 
w, decide ponderea atribuită valorilor lui e în diferite momente de timp. 
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ln acest caz, răspunsul, care conform lui (15) este integrala lui w (t— t) 
:47) de la 0 la t, este dictat aproape în totalitate de valorile lui e(t) din cele 
2 secunde anterioare lui t; cea mai importantă contribuţie este dată de 
valorile lui e(t) situate în jurul momentului de timp cu o secundă înaintea 
omentului de timp la care evaluăm răspunsul. 


Funcţii de transfer diferite de zero la infinit 


Se pune problema procedurii, în cazul în care funcţia de transfer 
a reţelei nu are un zero la infinit. În astfel de cazuri, w(t) va conţine 
impulsuri 1) și derivatele de ordinul unu ale impulsurilor. Deoarece admitem 
:mpulsuri unitate în excitație, putem la fel de bine să admitem condiţii 
mai puțin severe pentru H (s) şi să permitem acesteia să fie nenulă la 
infinit. Vom vedea mai jos ce efecte va avea acest; lucru. 

Funcţia de transfer a unei reţele poate fi mai mult decit egală cu 
a constantă diferită de zero la infinit, ea poate avea la infinit un pol de 
ordin unu. Fie Ko matricea rezidurilor lui H(s) în polul de la infinit, şi fie 
K o matrice constantă, limita a lui H(s) — Ka ‘s, cînd s tinde către infinit 
ie-a lungul axei reale. Atunci putem scrie 


A 


H (s) = H (s) + K + Kas, (19) 
unde H (s) are un zero la infinit. Răspunsul la impulsul unitate va fi 
W, (0 = Ñ, (i) + Kè (t) + Kao), (20) 


unde W, (t) esteo matrice cu o „comportare bună” în sensul că nu con- 
zine funcții impuls. Să folosim această expresie în cea de a doua formă a 
lui (15) pentru a găsi răspunsul rețelei la o excitație e(t). 

Rezultatul va fi 


wi) = f W, (t — =7)e(t)dr + i K3(t— 7) e (3) dr +í Ka (t—1)e (3) dr 
0 0 0 
af W, (t—=)e (2) âz + Ke (t) + Ka6(b). (21) 


1) Pentru prescurtare, atunci cînd nu se pot face confuzii, se va numi funcţia impuls 
tnitate — pur și simplu impuls. (N.T.) 
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Ultima etapă rezultă din proprietăţile funcţiilor impuls şi a derivatelor 
lor, date în Anexa 1. Relaţia (21) este forma generală a integralei de con- 
voluţie. 


O altă metodă de obţinere a integralei de -convoluţie 


În obţinerea, relației (21) am permis ca W, (t) în cea de a doua in- 
tegrală de convoluţie să conţină funcţii impuls și derivate ale funcţiilor 
impuls ; adică, nu toate elementele lui W, (t) au fost în mod necesar func- 
ţii avînd puncte ordinare. Dar teorema convoluției este valabilă şi atunci 
cînd elementele lui W, (t) nu sint funcţii avînd puncte ordinare; totuși 
demonstraţia dată în paragraful precedent nu este valabilă în acest caz 
mai general. 

Este necesar deci a se considera un alt mod de obţinere al relaţiei 
(21). Aceste lucru se realizează ușor folosind relaţiile în domeniul timp 
stabilite în cap. 4. 


Reamintim că ecuațiile de stare pentru o rețea pot fi scrise 


£ x = Ax + Be, (22a) 


w= Ex 4 Det bie (22b) 


De asemenea, reamintim că soluția ecuației diferențiale pentru 
vectorul de stare și din (22 b), soluția pentru vectorul de ieșire sint 
el 
X (t) = est-tix (t4) +| est- Be (=) d7, (23a) 


w(t) = Cei x (to) + { Gest- Be (7) dz + 2e + de. (23b) 
to 


Observăm că o parte a răspunsului este consecința stării iniţiale diferite 
de zero. Vom nota cu 
W (t) = Verti-to x (t) (24) 


această parte. S-a ales ca indice superior f din cauză că w’ (t) este cunoscut 
ca răspunsul liber al rețelei; denumirea este potrivită căci w'(t) este inde- 
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pendent de excitația reţelei. Partea rămasă a răspunsului rezultă din 
excitația diferită de zero a reţelei. Vom nota cu 


w(t) = i g'at-dBe (3) dr + Delt) + bt e(t) (25) 
0 


această parte. Indicele superior c a fost ales din cauză că w° (t) poate fi 
privit ca răspuns forțat la excitația rețelei. Ca o consecință a acestor defi- 
niții avem 


w(t) = w (t) + w(t). (26) 


Cînd rețeaua este fără energie inițial acumulată x(t) = 0 și deci 
w'(t) = 0. Astfel, răspunsul total al rețelei este pur și simplu răspunsul 
forțat. Apoi, luînd pentru ż, valoarea 0, obținem 


t A 
w(t) = w(t) =Í gett- Be (7) dz + 2e (t) + 2ë(t). (27) 
0 
Observăm că (21) şi (27) sînt identice după identificarea lui W, (4) cu 


Ce B, K cu 2, şi Ko cu 2; astfel teorema este demonstrată. 


Urmează un comentariu suplimentar asupra necesităţii introdu- 
cerii funcţiilor generalizate. Vom restrînge e(t) şi w(t) la mulţimea 
funcţiilor vectoriale de variabilă reală avînd puncte ordinare. După 


cum se vede din (27), dacă 2 7 0 atunci trebuie să impunem şi cerința 
că e(t) să admită o derivată pentru (>0. O restricţie ca aceasta nu este de 
dorit deoarece este necesar de multe ori să examinăm w(t) cînd ele- 
mente ale lui e(t) sînt funcţii discontinue sau avind discontinuități de 
pantă. Două funcţii tipice de acest fel sint funcţia treaptă unitate 


u(t) =0 (1<0) 
= 1 (0<t) 


care este discontinuă în t = 0 ; şi funcția rampă t u(t), care are o disconti- 
nuitate de pantă (a derivatei de ordin unu) în t = 0. Putem ocoli restricția 
de derivabilitate înlocuind restricția iniţială asupra lui e(t) și w(t) la mul- 
țimea funcţiilor vectoriale avînd puncte ordinare, şi permiţind lui e(t) 
şi w(t) să fie funcţii vectoriale generalizate. Acest fapt înlătură restricţia 
de derivabilitate deoarece orice funcție generalizată are derivate de orice 
ordin. 
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Exemple 


Aplicarea integralei de convoluţie pentru soluţionarea unei probleme este directă. 
Este mai întii necesar să se găsească răspunsul la impulsul unitate Ws(0)= "1 (H(s)) și apoi 
să se substitue acesta impreună cu excitaţia așa cum este dată de expresia funcţională — fiind 
posibile expresii funcţionale diferite pentru intervale diferite în timp — în integrala de con- 
voluţie. Vom ilustra acest procedeu în următorul exemplu. 


Fig. 5.6. Exemplu. 


În circuitul neavind energie iniţial acumulată din fig. 5.6, fie răspunsul v și i după cum 
sint indicate în figură. Există o singură sursă avind tensiunea dată în grafic. Deci vectorul 
excitaţiei este de dimensiune 1 X 1 și vectorul răspuns este de dimensiune 2 x 1.Matricea funcţi- 
ilor de transfer este 


va(l) 6 b5 _ 6/5 
(5+1) (5+6) s+1 s+6 
H (s) = = . 
_ 634545) _ 24/5 36/5 
is(0 (s-+1) (5+6) TEI s46 


(Cititorul poate intra în detaliile găsirii acestor expresii ; de exemplu, prin scrierea ecuaţiilor de 
stare). Observăm că primu! element al lui H(s) are un zero la infinit, în timp ce al doilea este 
nenul la infinit. Răspunsul la impulsul unitate va fi deci 


6[ e~t -— e-e 0] . 


Deoarece excitaţia are o formă funcţională diferită pentru OSII de cea pentru (>1, 
răspunsul pentru fiecare din aceste intervale de timp trebuie să fie găsit separat. Astfel 


v( = 24 (0<i<, 
v(i) = 2 ((>1) 
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Deci, din (21), pentru OSI, rezultă 


t e-lt-7) — e -8t-7) 0 
w(i) -Í 2 2zd7+ 2t 
o 5 | —4e—tt-7 — 6e -8t -7 6 
t t 
e-f ze? d? — euf 7 e dr 


0 o 0 
=! +] | 
$ 4 ; -liz 
—4 e -ef resdr-ee -a | qteôtdt 
o 0 
RIE EE IN 0 
2- sa cr -pE 
= + . 
48 2 
—12t+10— PE -t — ra -& 121 


În intervalul ¿œt integrala de la 0 la £ trebuie să fie scrisă ca suma a două integrale, prima de la 
0 la 1, a doua de la 1 la t. Excitaţia în primul interval este v,(/) = 21, aceeași ca în caculul 
de mai sus. Deci în calculul următor este suficient a inlocui limita t prin 1 în integrala pre- 
cedentă și apoi a se calcula integrala a doua. Observăm că nu se înlocuiește £ = 1 peste tot in 
integrala calculată. mai sus ci numai în contribuția ce vine de la limita superioară. 
Astfel, pentru (>1 
1 1 
£ -f tetdr — e -êt | me 6rd= 
i -0 “0 
w(= F 
1 1 
—4e -d te7dr—6e -af zebtdz 
0 0 


t g—(t-7) — e —6(1—2) 0 
12 
F| Jj- [h 
1 L— 4e it-0) — 6e-8t-r) 6 
— 12 (1 —e-1) e-t-D În (1 — e-6) e-6-3 + 2 0 
5 15 4 
12 


48 TE E 2 -6) e —64t— 
z(1— 3-1 e-t "+ (d-e ® e—64t-1) — 12 


Cititorul poate executa in detaliu calculele de mai sus şi verifica faptul că ambele expre- 
sii dau aceeași valoare pentru w la (=1. 
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În paragraful precedent am stabilit că răspunsul unei reţele neavînd 
energie inițial acumulată poate fi găsit simplu dacă se cunoaște răspunsul 
la impulsul unitate al aceleiași rețele. În acest paragraf vom arăta că 
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aceiași concluzie este valabilă și în cazul cunoașterii a ceea ce vom numi 
răspunsul la treapta unitate al reţelei. 


Presupunem că toate excitaţiile sint zero, cu excepţia celei de rang 
j, care este o treaptă unitate. Notăm prin e,, (î) un vector excitație avind 
toate elementele egale cu zero cu excepția celui de rang j, aceasta fiind 
o treaptă unitate u(t). Putem privi e„ ca fiind coloana j a unei matrice 
p X p, E(t). Astfel de exemplu 


0 

0 

t 

e= O 
0 


este al treilea vector coloană al matricei excitațiilor 


ut) 0 0O- 0 
Out) o- 0 
E, (t) = 0 0 u(t) 0 |=uU. 
0 0 0 ..- u(t) 
Analog, fie w,;(t) vectorul răspuns rezultînd din e,„;(t); adică, w,,(t) 
este mulțimea tuturor răspunsurilor scalare atunci cînd există o singură 
excitație și această excitație este o treaptă unitate aplicată la intrarea 


a j—a. Presupunem că aceşti vectori sînt aranjați ca coloane ale unei 
matrice r x p notată W, (t) şi numită răspunsul la treapta unitate al reţelei. 


Considerăm acum transformatele Laplace. Din (1) rezultă că 
LUW (0) = HOLE). (28) 
Totuși, deoarece Z(E,(t)) = L{u(t)U} = U/s, rezultă că 
1 
LW} = T H (s). (29) 


Această expresie ne dă imediat o indicație asupra legăturii dintre 
răspunsul la treapta unitate și răspunsul la impulsul unitate, deoarece 
H(s) =Z(W,(0)). Pentru a obţine o legătură între răspunsurile în domeniul 
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timp, considerăm transformata, inversă a lui (29) ori direct, sau după multi- 
plicarea sa cu s. Rezultatul va fi 


W.) = Wa(7az, (30) 
0 


Wan = ŽW, + W0) 30) (31) 


Valoarea inițială a răspunsului la treapta unitate se găseşte uşor din (29) 
folosind teorema valorii inițiale. Cu condiția ca H(o) să fie finit, aceasta 
va fi 

W,(0) = lim [sL{W,(t)}-0] = lim H(o) = H(co), (32) 


unde o este un scalar real. Tragem concluzia că valoarea inițială a răspun- 
sului unei retele va fi zero dacă funcția de transfer are un zero la infinit. 
De asemenea, dacă H(co) este nenul dar finit valoarea inițială a răspunsu- 
lui la treapta unitate va fi definită de zero iar răspunsul la impulsul uni- 
tate va conține el însuși un impuls unitate. Pe de altă parte, dacă H(oo0) 
este nenul dar infinit — H(s) are un pol simplu la infinit, atunci răspunsul 
la treapta unitate conține un impuls la t = 0, iar răspunsul la impulsul 
unitate conține derivata unui impuls la t = 0. Observăm că aceasta 
contravine regulilor obișnuite de calculul aşa cum se vede în (30) şi 
(31). Dacă W,(t) este o matrice integrabilă, atunci (30) arată că W, (0) 
trebuie să fie zero (pur şi simplu luînd limita superioară egală cu 
zero) ; totuși, dacă admitem impulsuri, atunci trebuie să admitem şi 
consecințele. Să observăm totuşi că dacă W, (t) conţine un impuls de 
ordinul unu, W,(t) nu conţine impulsuri; dacă W(t) conţine derivata 
unui impuls, W(t) conține un impuls dar nu conţine derivata unui impuls. 
Deci W,(t) are întotdeauna o comportare mai bună din acest punct de 
vedere decît W, (t). 

Să ne reîntoarcem la problema inițială și să presupunem că se aplică 
reţelei o excitație e(t) transformabilă Laplace (dar neconținind impulsuri). 
Ecuația (1) leagă transformatele. Această ecuație poate fi rescrisă în 
unul din mai multe moduri după multiplicarea numărătorului şi numito- 
ului prin s. Astfel 


W(s) = „| "e E(s) | = sLZ{W,(0)E(8)), (33) 
We) = [+5] E (8) = sL2(W (HELS), (34) 


Wis) = [2] [sE(s)] = 24% (0) [sE (3)] (35) 
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În fiecare caz am folosit (29) pentru a obţine termenii din partea dreaptă. 
Pentru a găsi w(t) vomfolosi acum teorema convoluţiei. Ne vom 
ocupa de relaţia (33). Aceasta poate îi scrisă 
W (s) = sF(s), (36) 
unde 
F(s) = L(W,(0)E(s). (87) 


Folosind teorema convoluției putem serie 
t t 

i(i) =f W,(7) e(t—7)d=7 =Í W,(t— r)elt)d7. (38) 
0 0 


Dacă evaluăm f(0), vom găsi că este egală cu zero, în afară de cazul în 
care W(t) conţine un impuls. Am văzut că acest lucru nu este posibil 
chiar dacă H(s) are o valoare finită diferită de zero la infinit. De fapt, 
răspunsul la treapta unitate va conține un impuls numai dacă H(s) are 
un pol la infinit. Deci, dacă admitem numai acele matrice II(s) care sînt 
regulate la infinit, atunci w(t) va fi derivata lui f(t) conform lui (36). Astfel 


(39) 
l C W t-r) eld 
== Wwi—r)elit)dr. 
ir), 
Avem deci o expresie pentru răspunsul unei reţele neavind energie 
inițial acumulată, la o excitație e(t), în raport cu răspunsul la treapta 
unitate. Acest rezultat echivalează ca importanță cu (15). Folosind rezul- 


tatele enunțate în (12) și (13), putem pune ultima ecuaţie în următoarele 
două forme diferite : 


w(t) = [ W(z)e(t— dz + W(t) e(0), (40) 
w(t) = | W(t—z)e(7)d3 + W,(0)e(t). (41) 


Aceasta va cere ca e(t) sau W(t) după caz să fie derivabile și în mod 
corespunzător e(o) sau W,(0) finite. 


5.3. RĂSPUNSUL LA TREAPTA UNITATE 347 


Aceleaşi expresii pot fi obținute pe altă cale pornind de la (34) şi 
(35). Pentru a folosi (34) scriem mai întîi 


LAS IW O = Ls zIW(0]—W(0) + W0) 
d iy ; 
=—W W.(0)3(0). £2 
di u(t) + W(0)ă(0) (42) 


Putem folosi acum teorema convoluției asupia relației (34). Rezultatul 
va fi 
t 


w(t) =f fe W=) + W,(0)3 2] e(t—7)dr 


o 
=| W ilrjelt — z)dz + W,(0)e(t) = i W, (t--7)e(7)d7+W(0)elt), (43) 
o o 


care este acelaşi ca (41). Analog, (40) poate fi obținut plecînd de la rela- 
tia (35). Detaliile sint lăsate cititorului. 

În vederea folosirii lor ulterioare vom rescrie toate formele expresi- 
ilor obținute. Ele sînt : 


WEN) = Waneto) + | Witoelar = Wanelo) + È Walet- mas, 
“0 -0 
(44) 


ti) = Woe +È Vi (s)eti— adr = W, 0e +È Wt- elds, 
-0 0 
(45) 


w(t) = i [ W,(r)e(t—)d= = = W(t—z)e(r)dr. (46) 


Aceste expresii, nu sub formă vectorială ci scalară, au fost la origine folo- 
site de către Duhamel în 1833 în dinamică. Ele mai sînt cunoscute sub 
numele de integralele Duhamel, integralele Carson, sau integralele de super- 
poziţie; , Gaișun însuși a numit (46) formula fundamentală a teoriei. 
circuitelor. 


Exemple 
În aplicarea integralei de superpoziție la calcularea răspunsului unei rețele, prima etapă 


constă în găsirea răspunsului W,((). Apoi trebuie luată o hotărire asupra matricei care va fi- 
inversată ca semn al argumentului și translatată la argumentul (— 7). Această alegere este de- 
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terminată de simplitatea integralelor rezultante. În continuare se va hotărt care din matricele 
e sau W, va fi derivată. Uneori aici nu va fi necesară o alegere deoarece una din ele poate fi 
nederivabilă. 


Pentru a ilustra aceasta considerăm din nou exemplul din fig. 5.6 care a fost rezolvat 
anterior folosind răspunsul la impulsul unitate. Deoarece am calculat acolo Wa((), se poate 
găsi w„(/) folosind (30). Rezultatul este 


t 4 e-t — g—6t tro 
w) = | Wa(s)dz = | al | dr + | | ce 
0 o — de-" — 6c-—6? oL6 


[5 6e-t + e-u 
E al 24e—! + 6s-st 


Datorită formei funcționale a excitației, este mai simplu a deriva e(7) = [v,(7)] decit W,(() 
Derivata este arătată în fig. 5.7. Se dă deasemenea și forma ci analitică. 


Să observăm că dacă în locul lui e(()derivăm W,((), atunci folosind (31) pentru Wa și 
introducind in (45) obţinem din nou integrala de convoluţie. 

Să folosim cea de a doua formă a lui (44) care va fi mai simplă decit prima formă deoa- 
rece v,((—7) = 2[u(t—7)—u(i—s—1)] care este pur și simplu pulsul dreptunghiular din fig. 
5.7 deplasat cu £ unități. 

Deoarece e(0) = [v,(0)] = 0, obținem pentru Osisi 


t 5—6s-7+e-^7 op p Bet} ett 
"o=f i J=-| CSA ăla cd | 
o 246—7+6e—6t t- 


Acest răspuns poate fi verificată prin compararea sa cu rezultatul găsit anterior. Observăm că 
integrala a fost in mod considerabil mai simplă in acest caz. 


Răspunsul de mai sus ar fi variabil pentru orice £ dacă v’, ar fi constant și egal cu 2; 
dar nu este așa; peste treapta iniţială de la £ = 0 se va suprapune o treaptă negativă la (=1 
ca în fig. 5.7.Deci, pentru a găsi răspunsul la (1, înlocuim prin (—1 în expresia de mai sus 


j 
2 


t 7 Th) —> 
Fig. 5.7. Exemplu. i 


3 h(E Rla(t)-u(T-1)) 


T— 


5.4. PRINCIPIUL SUPERPOZIȚIEI 349 


pentru a găsi răspunsul la treapta negativă ce apare la (=1, apoi scădem rezultatul din 
expresia de mai sus. Rezultatul pentru (1 va fi 


7 12 1 
U-24 e-t L et 
w = | 3 5 15 


48 ot 2-a 
10- -5 € 5 € 


3 


? 12 1 
E | Ski Pate t-10) — =. et—1) 
i i--z+ze J; E 
48 (020) — 2 e—60t-1) 
10— ra e—(t—2) zE 


P a — eheti + i (1 e-t) e—tt-D + 2 
T| 48 e-he-t-n g1 — e-t) e-t- 
5 — € je=t-0D | s (1 — e—6)e-0i 


Acest rezultat concordă din nou cu cele găsite anterior. 


5.4. PRINCIPIUL SUPERPOZIȚIEI 


În paragrafele precedente ale acestui capitol, au fost obţinute într- 
un mod formal expresii ce dau legătura între excitaţia unei reţele nea- 
vînd energie iniţial acumulată și răspunsul la impulsul unitate sau treapta 
unitate, prin integrala de convoluţie. Este posibil a interpreta aceste inte- 
grale ca enunţuri ale principiului superpoziției. 

Conceptele legate de principiul superpoziției sînt cel mai bine pre- 
zentate cu ajutorul figurilor. Din nefericire, este greu să folosim grafice 
pentru funcții vectoriale și matriceale. Prin urmare, vom dezvolta rezul- 
tatele pentru o reţea cu o singură intrare și o singură ieşire, căci în acest 
caz vor exista numai ecuaţii scalare iar funcțiile scalare întilnite pot fi 
reprezentate grafic. La locul potrivit, vom enunța rezultatele corespunză- 
toare pentru ecuaţii vectoriale ce caracterizează reţelele cu mai multe 
intrări și mai multe ieşiri. 


Superpoziţia de impulsuri unitate 


Fie funcția de excitație dată în fig. 5.8 a. Axa pozitivă a timpului 
este împărţită într-o succesiune de intervale de lungime egală, lungimea 
fiind As. Nu este necesar ca intervalele să fie egale dar obţinerea rezul- 
tatelor dorite este mai simplă în acest caz. 

Considerăm succesiunea de impulsuri notată f(t) arătată în fig. 5.8b. 
Impulsul într-un punct kAz are conţinutul (ponderea) e(kAr)Ar, 
care este aria dreptunghiului avind baza Ar și înălţimea egală cu ordona- 
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ta curbei din fig. 5.8a în punctul &Az. Dreptunghiul în cauză este 
hașurat. 

Înălțimile pentru săgețile neprezentind impulsuri au fost repre- 
zentate proporțional cu ponderea e(kA-)Ar, Reamintim totuși că toate 
impulsurile au înălțime infinită. Deci, pentu orice A< finit, oricât de mic, 
siul de impulsuri nu constituie o bună reprezentare punctuală a funcţiei 
de excitație care este finită pentru orice t. Cu toate acestea să caleulăn: 
răspunsul circuitului la această succesiune de impulsuri. 


At) 


Fig. 5.8. Descompunerea unei funcţii intr-un tren de impulsuri. 


Dar f(t) nu este o funcţie punctuală ; ea este o funcție generalizată 
care poate fi exprimată ca 


fi = $ Le(kAs)AzIA(t— As). (47) 


Să notăm cu Aw, răspunsul în momentul i la unul din aceste impulsuri. 
Atunci Aw, va fi egal cu răspunsul la impulsul unitate deplasat, înmulțit 
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cu ponderea impulsului de excitație corespunzător, adică e(kAr)Ar 
Astfel 


Aw, = wp(t—RAn)[e(RA=)Ar] (48) 


este răspunsul în momentul ż la impulsul din momentul &Az. 

Considerăm acum un punct particular pe axă notat t. Pentru o 
valoare dată lui Az, acest punct va fi k Ar. Dacă A scade va trebui ca 
numărul k să crească proporțional astfel încit valoarea t= kA să fie ace- 
eaşi, deoarece se referă la un punct fix pe axă. Deci (47) şi (48) pot fi 
rescrise după cum urmează : 


fO = X e(7) S(t- As, (49) 
Aw, = w(t— t)e(t)à +. (50) 


Răspunsul pentru orice moment t se obține adunind răspunsurile la fie- 
care din impulsurile pînă la timpul t. Să notăm prin w(t) răspunsul la 
succesiunea, de impulsuri cînd Ar tinde către zero 


t t t 
w) = lim $ Aw, = lim YẸ, wlt—a)el)As = | acg(t—se(ejdr. (51) 
19 z=0 T0 = =0 (+) 


(Sumarea a fost indicată mai sus ca fiind de la ==0 la r=t. În 
realitate ea trebuie să fie efectuată de la 4 = 1 la & = n, unde n este cel 
mai mare întreg astfel ca nA=s<t, la limită, cind A~ tinde către zero. 
Deoarece t = kAr, notația pe care an folosit-o este echivalentă cu aceasta). 
Limita de mai sus este prin definiție, integrala scrisă în membrul drept 
al relaţiei (51) 

Problema ce rămîne a fi soluționată este a verifica dacă suma de 
funcții impuls f(t) dată în (49) poate reprezenta excitația originală e(t) 
la limită, cînd A inde la zero. Formal, suma din (49) va deveni o integrală 
care, datorită proprietăţii de eșantionare a funcţiei impuls devine e(t). 
Astfel, la limită, seria de impulsuri reprezintă excitaţia. 

În lumina discuţiei precedente, putem, pentru o reţea cu o singură 
intrare şi o singură ieșire să interpretăm integrala de convoluţie (15) ca 
exprimînd răspunsul la excitaţia e(t) prin superpoziţia răspunsurilor la o 
succesiune de impulsuri care construiesc funcţia e(t). 

Acum, vom considera cazul mai multor intrări şi ieşiri. În mod sigur; 
se poate efectua acelaşi tip de dezvoltare conducind la convoluția răspun- 
sului la impulsul unitate cu excitaţia. Astfel 


w(t) = lim $ Aw, SE Mina 5 Wat—aelnas=| W, (t—rje(t)dt, (52) 
730 z0 0 


ATO „20 
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unde 
Aw, = W, (t—)e(m)Az (53) 


este răspunsul la vectorul ale cărui componente sînt impulsuri ce au loc 
în momentul + = kAr în reprezentarea lui e(t) dată de 


it) = Ve(o)3(t—r)Ar. (54 


Pentru a da o interpretare potrivită, trebuie să reformulăm rezultatul 
Fie wą; vectorul coloană j al lui W, Atunci din (52) obținem 


w(t) = ( 5 walt— 2) 6(2)dr= $ | walt— m)e;(7)dz. (55 


Dar vectorul w(t) este răspunsul cînd intrarea j este excitată de un 
impuls unitate la momentul zero iar toate celelalte intrări au excitația 
zero. Astfel, în cazul rețelelor cu mai multe intrări și ieşiri, o interpretare 
potrivită a lui (52) este următoarea : răspunsul la excitația e(t) este super- 
poziția unei mulțimi de răspunsuri, fiecare din ele fiind răspunsul reţelei 
atunci cînd excitația este aplicată la o singură intrare, excitația constind 
dintr-o succesiune de impulsuri. 


Superpoziţia de trepte unitate 


O dezvoltare similară cu cea de mai sus se poate face reprezentind 
funcţia de excitație ca o sumă de funcţii treaptă. Pentru început, la fel 
ca mai sus, vom discuta cazul unei rețele cu o singură intrare şi o singură 
ieşire. Axa pozitivă a timpului este împărțită din nou în intervale egale 
de lungime Ar. Funcția de excitație reprezentată ca o sumă de funcţii 
treaptă este arătată în fig. 5.9. Funcţia „în scară” rezultantă nu constituie 


kåt 47 | t—— 


Fig. 5.9. Descompunerea unei funcţii in funcţii treaptă. 
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o foarte bună aproximaţie a lui e(t) dar devine din ce în ce mai bună pe 
măsură ce Ar este mai mic. 

Cînd A 7 este foarte mic, valoarea fiecărei trepte din scară poate fi apro- 
ximată prin produsul lui Az și al pantei curbei în momentul saltului (trep- 
tei), deoarece fiecare din micile poligoane curbilinii cuprinse între curbă 
ši funcţia scară aproximează un triunghi. 

Răspunsul circuitului la excitaţia e(t) poate fi aproximat prin răs- 
punsul la funcţia scară. Totuşi, el nu este altceva decît o sumă de răspun- 
suri la funcţia treaptă unitate în mod potrivit deplasate şi multiplicate 
cu valoarea discontţinuităţii în momentul respectiv a funcţiei scară. Fie 
Aw, răspunsul evaluat în momentul ż la o treaptă ce apare în momentul 
kArt. El va fi dat de 


Aw, = Ww, (t—kA rE(kAz)AT] (56) 


unde punctul indică derivarea. Factorul dintre paranteze este valoarea 
treptei, în timp ce w,(t—kAr) este răspunsul la funcția treaptă unitate 
deplasată. 

Răspunsul total va fi suma contribuţiilor pentru fiecare treaptă. 
Din nou ne vom îndrepta atenţia asupra punctului Ar şi vom considera 
limita cînd Ar tinde către zero; vom obţine 


t t l t 
w(t) = lim Ş, Aw, = $ walt— r) t)ArT | w(t—=)6(2)dr. (57) 
70 z=0 70 = 


. 


În această dezvoltare am presupus că excitația este o funcție con- 
tinuă și că valoarea inițială este zero. Presupunem acum că ea are discon- 
tinuităţi de valoare y, în momentul de timp t; respectiv. Vom considera 
o valoare nenulă inițială ca o discontinuitate la t = 0. Excitaţia totală va 
fi atunci é(t) + Eya (t—t;) unde ĉ(t) este partea continuă a excitației. 
Am găsit deja răspunsul la această parte a excitației ; la aceasta va trebui 
să adăugăm răspunsul datorită discontinuităților. Răspunsul complet va fi 


wl) = Y walit: + h olt sjeler (58) 
i 0 


În particular, dacă nu există discontinuități în afară de cea de la t = 0, 
atunci răspunsul total va fi [avind e(0) în loc de yọ]. 


w(t) = w(tje (0) + ( w, (t— 7) (7). (59) 
“0 


23 —c. 854 
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Această expresie este identică cu prima expresie din (44). Deci am demon- 
strat că răspunsul la o excitație e(t) poate fi privit ca superpoziţia 1ăspun- 
gurilor la o serie de funcţii treaptă ce reprezintă excitația. 

În cazul reţelelor cu mai multe intrări și ieşiri, se obține simplu : ezul- 
tatul corespunzător înlocuind e(t) cu e(t), Y; cu Ya Aw, cu Aw,, w(t) cu 
w(t) şi w(t) cu W,(t) în relaţiile (56) pînă la (59). 

Corespunzător lui (58) obținem 


wO = KWin +| Wee) alee (60) 


care poate fi scrisă şi astfel 


p 


wo = | gway waa] e 


j=1 


unde (y;) ; este elementul j a lui y, și w,; (t) este vectorul coloană de rang 
j al matricei W(t). Dar w(t) este răspunsul atunci cind intrarea j este 
excitată de o treaptă unitate la momentul zero iar toate celelalte intrări 
au excitații zero. Așadar, lui (61) i se poate da următoarea interpretare ; 
răspunsul circuitului la o excitație este superpoziția unei mulţimi de răs- 
punsuri, fiecare din ele fiind răspunsul circuitului la o excitație aplicată 
la o singură intrare, excitaţia fiind o succesiune de funcţii treaptă. 


5.5. SOLUȚII NUMERICE 


Interpretările date reprezentă:ilo: integralei de convoluție au o 
“splicare importantă în calculul numeric al »ăspunsului reţelelor (de exem- 
plu, folosind o mașină de calcul). În final, diferența ce apare datorită folo- 
sirii reprezentării prin impulsuri sau funcţii treaptă, este mică. Prin urmare, 
pentru discuția de aici vom folosi prima din cele două reprezentări. 

Presupunem că dorim să găsim răspunsul unei reţele cu o singură 
intrare şi o singură ieșire la o funcţie de timp ce nu poate fi reprezentată 
în mod simplu prin suma unor funcţii elementare; de exemplu, funcţia 
de timp poate îi dată pur și simplu ca o curbă, sau expresia ei analitică 
este foarte complicată. În astfel de cazuri, transformata Laplace E(s) 
este dificil de găsit sau poate fi o expresie complicată încît să nu fie ugor 
utilizabilă. Dacă aproximăm E(s8) printr-o funcţie rațională nu vom ști 
cît de bună va fi aproximarea funcţiei răspuns ce o vom obține în domeniul 
timp. În astfel de cazuri este mai potrivit a aproxima e(t) în domeniul 
timp printr-o succesiune de implsuri ca în fig. 5.8, sau printr-o funcție 
treaptă ca în fig. 5.9. 


5.5. SOLUȚII NUMERICE 355 


Să apelăm din nou la un exemplu. Presupunem că avem o rețea 
avînd răspunsul la impulsul unitate arătat in fig. 5.10, a 

Acest răspuns la impulsul unitate poate fi găsit experimental folosind 
un puls de durată foarte mică, cao „aproximaţie” a impulsului unitate. 
Presupunem că dorim să găsim răspunsul reţelei la excitaţia din fig. 5.10b, 
care de asemenea poate fi o curbă experimentală sau rezultatul altor 
calcule numerice. 


elt) 


H 5 10 NI) — 15 


b 


Fig. 5.10. Calcularea numerică a răspunsului circuitului. 
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Acum vom alege un interval potrivit T astfel încît variațiile Jui ze (() 
şi e(t) pe durata T să fie destul de mici încit să poată fi neglijate. Apoi 
vom folosi reprezentarea aproximativă, 


élt) = Ș ek DAt—ED7 (62) 
a) 


pentru excitație. Această expresie este în mod obişnuit interpretată ca 
rezultatul multiplicării lui e(t) cu trenul de impulsuri g è(t—kT)T. Mul- 


k= 
timea de valori e(kT) va fi denumită secvență în ima iar funcția é(t). 
serie în timp. Se poate arăta că se obține același rezultat final ca cel 
pe care îl vom obține aici, dacă se foloseşte aproximarea lui 


fi) = í, e(æjdz (63) 


printr-o funcţie în trepte (în scară) şi se utilizează apoi transformatele 
Laplace — Stieltjes, fără a folosi funcţia implus. Astfel, rezultatele fina- 
le pot fi justificate în mod riguros matematic. 

Folosind teorema convoluţiei, răspunsul reţelei la seria în timp (62) 
poate fi scris după cum urmează : 


w (t) = F ws (EDD), (64) 
k=1 
unde 
nT <t< (n+1)T. 


În particular, valoarea răspunsului în punctele alese nT va fi dată de! 
w (nT) = ŞI w [(n—k)Te(kT)T. (65) 
k=1 


Să vedem care sînt implicațiile acestei ecuații. Observăm că suma din dreap- 
ta este o sumă de numere reale și nu de functii. Astfel putem căpăta o idee 
aproximativă asupra răspunsului pur şi simplu adunînd aceste numere 


1 Deoarece n este singura variabi'ă în această ecuaţie, putem scrie într-o formă 
convenţională 


n 


WénjT = X EkWnk 
k=1 


şi observăm că acesta este produsul Cauchy a două secvențe în timp pentru e şi ww; 


Vindul l 


Calculul numeric al răspunsului 


Tabelul 5.1 


Nr. k | v | 1 | 2 | 3 | 4 | „5 6 7: 8 » | 10 

1 wa(kT) 0,0 5 3,0 7,0 9,0 | 8,5 6,0 2,5 —0,3 —1,7 — 

2 | e(kT) 2,0 2,7 | 4,0 | 8,0 | 120 11,0 6,0 2,5 0,5 0,0 

3 ws [(2—k)T} 0,5 0,0 = = — = = — — = 

4 wgl(2—k)Tle(kT) 1,0 0,0 = = — = = = = = 

5 wgl(4—1)7] 7,0 3,0 0,5 0,0 = — — — z — 

6 | wal(1—k)T]ekT) 14,0 8,1 2,0 0,0 — | = = = = 3 

7 | wsi(6—k)T] 8,5 9,0 | 7,0 | 3,0 0,5 0,0 = = = = 

8 wal(6—k)Tje(k T) 17,0 24,6 | 28,0 | 24,0 6,0 0,0 — — | — — 

9 wal(8—k)T] 2,5 6,0 8,5 9,0 7,0 3,0 0,5 0,0 — = 
10 | ws[(8—K)T]e(kT) 5,0 16,2 | 34,0 | 72,0 84,0 33,0 3,0 0,0 = = 
11 | ws[(10—k)T] —1,7 | —0,3 | 2,5 | 6,0 8,5 9,0 7,0 3,0 0,5 0,0 
12 w(10—k)T]e(kT) —3,4 —0,81 | 10,0 | 48,0 | 102,0 : 99,0 42,0 7,5 0,25 0,0 


SDIMIWAN NLN10S “ss 


LSE 
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fără a avea de integrat funcţii. Pentru a face afirmaţia mai clară, să 
găsim răspunsul aproximativ la t/7 = 2,4,6,8, şi 10 pentru exemplul 
din fig. 5.10, folosind valorile date în tabelul 5.1. 

(Intervalele alese sînt prea mari pentru a obţine o bună precizie dar sint 
suficiente pentru ilustrarea procedeului). Liniile 1 şi 2 ale tabelului con- 
ţin valorile e(k7) şi w(kT) citite din grafice. Liniile numerotate impar. 
şi anume cele asociate cu w, [(n—k)T], n = 2,4,6,8, şi 10 se obţin copiind 
linia 1 în ordine inversă începînd cu coloana corespunzătoare lui k = 
= n —1. Elementele în fiecare din aceste linii multiplicate cu coeficienții 
corespunzători din linia 2, formează coeficienţii liniilor numerotate par 
şi anume cele asociate cu w;[(n—k) 7] e(k T). Suma coeficienţilor de la k =1 
IA YR n în fiecare din liniile numerotate par este w (nT)! T. 

stfel 


n 2 4 6 8 10 
(n) T 1,0 24,1 99,6 O 247,2 304,54 


Acest calcul ne furnizează valori numerice pentru răspuns în citeva puncte 
alese. Valorile finale tabelate constituie o secvență în timp. Cu aceste 
valori, seria în timp poate fi scrisă 


îl) = F w (n PTA T) = $, ŞI {ws (n) Te:D) Pat —n 7) 7. (66) 


Această metodă de reprezentare printr-o serie în timp conduce la aşa 
numita metodă de analiză prin transformata — z folosită în sistemele 
cu eșantioane. 

Același concept al seriilor în timp este de asemenea folosit în sin- 
teza în domeniul timp. Adesea problema de sinteză este specificată cu 
ajutorul unei curbe pentru excitația e(t) şi a unei curbe dorite pentru 
w(t). Atunci una din metode este de a reprezenta e(t) şi w(t) ca serii în timp 
utilizindu-se apoi ecuaţiile simultane date de (66) pentru a găsi seria în 
timp pentru 10;((). Pentru sinteză se trece apoi la găsirea lui H(s). Proble- 
mele matematice ce se ridică sînt totuși prea numeroase pentru a discuta 
mai în amănunt această problemă în capitolul de față; astfel vom lăsa 
această aplicație cursurilor specializate în sinteză. 


Reţele cu mai multe intrări şi ieşiri 


Să examinăm modificările necesare în cazul reţelelor cu mai multe 
intrări și ieşiri. Seria în timp pentru e(t) va fi 


èt) = Ș elk T)3(t—kT)T. (67) 


k=1 
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Răspunsul la această serie în timp pentu nTS<i<(n+1)7, şi în speţă în 
punctele aT va fi 


w: (t) = $ We (t—kT)e(kT)T, (68a) 
k=1 
w (nT) = $ W, [n —k)TIRT)T, (68b) 
k=1 
şi deci seria în timp asociată va fi 
w(t) = 5 | $ W, [(n — nren] B(t—u DT. (69) 
n=] j k=1 


Teoretic, răspunsul serie în timp pentru rețeaua cu mai multe 
intrări şi ieșiri se calculează ușor. Totuși, timpul necesar pentru efectu- 
area calculelor este considerabil mai mare față de cazul :ețelei cu o sin- 
gură intrare şi o singură ieșire. 

Este semnificativ deci, că (68) se progianiează uşor pentiu soluţio- 
narea cu ajutorul unui calculator numeric. Un dezavantaj al unui astfel 
de program îl constituie memoria maie necesară a înmagazina W, (nT) 
şi e(nT), pentiu n = 0,1,..., N, sau dacă nu le înmagazinăn în memorie, 
timpul destul de lung pentru a recalcula W, (nT) şi e(n 7) de fiecare dată 
cind sînt necesari în calcule. Ultima alternativă este posibilă numai dacă 
W;(n7) şi e(nT) sînt date analitic şi nu doar experimental. Procedeul 
dezvoltat in continuare depășește unele din aceste probleme. 


Răspunsul exprimat cu ajutorul ecuaţiilor de stare 


Pină acum am căutat să rezolvăm răspunsul reţelei în mod direct; 
fără a considera starea rețelei. Deoarece răspunsul rețelei poate fi fără nici 
o micşorale a genealităţii, starea reţelei, tot ceea ce am afirmat şi dedus 
pină în prezent privitor la vectorul răspuns, se aplică la fel de bine şi 
vectorului de stare. Din cauză că în metoda ce o vom dezvolta mai jos, 
presupunerea, că reţeaua nu posedă energie inițial acumulată nu aduce 
nici o simplificare semnificativă, nu vom mai face această ipoteză, 

iau relației (23) vectorul de stare va fi suma răspunsului de 
stare liber 


x (£) = est-tox (to) (10)> 


si a răspunsului de stare forțat 


x(t) = { ctt- Be (7) d; (71) 


-lo 
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x(t) = x° (t) + x’ (t). (12) 


Vom lua t; = 0 şi vom presupune că e(t) este aproximată de seria în timp 
(67). Reamintim că în (68) răspunsul rețelei este cel forțat. Atunci. 
pentru răspunsul de stare forțat cind n Tst<(n+1)7 şi în punctul nT. 
putem scrie 


x(t) = Sete (IT) IT, (730) 


k=1 


x(n T) = ŞI este? ge (kT) T. (73b) 
k=ł 


La t = nT răspunsul de stare liber este simplu 
x (nT) = "Tx (0). (74) 


Substituind (73) şi (74) în (72) obținem 


x, (nT) = eT x(0) + F, eu-b7 ge (kT) T 
k=1 
= erl ex? x(0) + y evin-k-D1 Ze (nT) r} +32e(nT)T. 
k=1 


Ultimul rearanjament se obține scriind separat termenul din sumă cores- 
punzător lui k = n, și dînd apoi factor comun e”? din ceilalți termeni. 
Comparînd cantitatea dintre paranteze cu cea din rîndul anterior, singura 
diferență este înlocuirea lui n cu n—1. Deci 


Xe (nT) = 11T x [(n — 1) T] + Be (nT) T. (15) 


Aceasta este o formulă de recurenţă foarte valoroasă. Observăm că această 
expresie putea fi dedusă direct din (23) punînd x(t) = x,[(n —1)7] şi pre- 
supunind că eT-" Ze (7) este în mod esenţial constant în intervalul 
(n—1)7' Sr Sn7 şi egal cu valoarea sa la t = nT. Modul de abordare 
prezentat aici s-a ales în scopul de a fi în acord cu rezultatele formulate 
anterior. | 

Observăm că formula de recurenţă (75) cere cunoaşterea lui es! 
într-un singur moment de timp; adică t = T. Acest fapt micșorează în 
mare măsură spațiul de memorie necesar în comparație cu cazurile tra- 
tate anterior. 
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Aflarea 1ăspunsului reţelei se face deci după cum urmează: Mai 
intii facem x,(0) egal cu starea inițială x(0) ; apoi se foloseşte (75) pentru 
a afla vectorul de stare xn 7) cînd n ia valori succesive egale cu 1,2,3,.. 
Pentru fiecare valoare a lui n, răspunsul reţelei la t = n T, potrivit lui (22 b) 
este dat de 


w: (nT) = x, (nT) + 2e (nT) + 26 (nT). (76) 


Aceasta exprimă secvența în timp a reţelei în punctele de eşantionare nT. 
Aproximarea prin serie în timp a răspunsului reţelei rezultă imediat. 


Eremplu 


Să i:ustrăm cele de mai sus considerind un exemplu simpiu. 


—1 1 2 ae A 
-| | a-| | g= 1 —1f; 2=0, 2=0. 
0 —2 —1 o 


Folosind metodele din cap. 4 găsim că 


-T ș-T_ ẹ-2T 
erof" € € |: 


0 eoet 


Presupunem că intervalul ales T = 0,2; atunci 


0,819 0,148 
gg — à 
0,000 0,670. 


Folosind acestea, (75) şi (76) devin 


£a (nT) 0,819 0,148) f za {(n—1)T} 2 
+ [e (nT) T 
| Ta (nT) | Ra sea | za{(n—1)T} [=] 


pan -l| sti 
wg(nT) 

(nT 

Wi (nT) Teln j 


Considerăm rețeaua neavînd energie inițial acumulată și fie e(/) funcția de excitație dată 
în fig. 5.10. Valorile lui e(nT) sint cele din linia intii a tabelului 5.2. Folosind formula 
de recurenţă și valorile numerice de mai sus, calculele pentru n = 1,...,5 vordarezultatele din 
tabelul 5.2. 
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Tabelul 5.2 
Calculul numeric al răspunsului 
n í 1 2 | 3 | 4 : 5 
| 
e(nT) 2,0 ip 3042 24,0 | 8,0 — 120 
z (nT) "0,800 . is ; 1,68 | 453 8,29 
Zp(nT)  —0,400 | —0,808 | —134 —1,50 —3,41 
wy (nT) © —4,60 | —3,36 | —3,72 —9,06 —16,6 
wg (nT) j 1,20 | 249 | 3,20 6,03 11,7 
wp (nT) i —1,20 | —2,42 —4,02 4,50 —10,2 


Erori transmisibile 


În evaluarea numerică a lui x, (nT) conform relaţiei de recurenţă 
(75) apare un tip special de erori. Orice eroare în valoarea numerică a 
lui e(n T) se transmite şi generează erori în x,(nT) cu m>n. Similar, o 
eroare în x(0) se transmite şi generează erori în x(m T). Pentru a căpăta o 
idee asupra modului în care aceste erori se transmit pe parcursul calculelor, 
presupunem că e(n T) este cunoscut corect pentru orice n cu excepția lui 
n = ne Fie e(ngT) = e“(n97) + $ unde e“(n,7) este valoarea reală iar $ 
un vector eroare. Presupunem de asemenea că x(0), e%74 şi T sint cunos- 
cuți corect. Fie acum x;(nT) valoarea lui x, (n T) pentru n>n cînd e (nT) 
se înlocuiește cu e“(n7). Atunci prin aplicarea succesivă a relaţiei de recu- 
rență pentru n = no, ne + 1, ...,n, găsim 


Xy (NoT) = X° (no) + ST 
şi pentru n>n, 
Xa (nT) = XE (nT) + (697j"-"3YT. (17) 


Observăm că eroarea 2 YT în răspunsul de stare la nT se transmite și 
produce o eroare în răspunsul de stare la nT, egală cu eroarea în x, (noT) 
oninia la stînga cu (e%7) - ™, 

n mod analog, fie x(0) = x*(0) + § unde x° (0) este valoarea rea- 
lă şi $ un vector eroare. Formula de recurenţă ne va da 


x, (n) = x (nT) + (e7)6 (78) 
unde x4(n T) este valoarea lui x(n T) calculată cînd x(0) este înlocuit cu 


x*(0). Din nou, eroarea É în x,(0) se transmite şi produce o eroare în 
x(nT) egală. cu eroarea în x,(0) înmulțită la stînga cu (e“7). 
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Erorile în evaluarea numerică a lui “7? de asemenea se transmit. 
Totuşi vom amina discutarea lor considerind problema calculării lui e? 
în paragraful următor. Deși nu le vom considera aici, totuși erorile în 
2 şi T de asemenea se transmit. Folosind relaţia de recurenţă se poate 
vedea modul în care se transmit aceste erori. 

Este clar că valoarea (7) '"-” determină gradul în care o eroare 
in x,(m'7) apărută datorită erorilor de evaluare a excitaţiei şi stării ini- 
tiale, afectează piecizia lui x, (nT) la un moment ulterior de timp. Vom 
considera împreună erorile în răspunsul de stare, provocate de erori apă- 
rute în excitație sau în starea inițială. Fie x,(m7) avînd eroarea €n și fie 


En = (897) Em (79) 


eroarea propagată în x, (n7), presupunind că n>m. O problemă de mare 
importanţă este studierea modului în care se comportă „mărimea erorii 
cind n crește. Aici ne ocupăm însă de vectori eroare ; prin urmare va tre- 
bui să specificăm această „mărime”; definim ,,mărimea” unui vector 
in raport cu norma sa. 

Pentru reîmprospătarea cunoştinţelor asupra normelor vectorilor 
şi matricelor se poate vedea cap. 1. Acolo, norma unui vector € a fost 
notată cu ||e'] și definită ca un număr nenegativ avînd proprietățile: 


1.  |le'] =0 dacă şi numai dacă e = 0 
2. |lac!| = lellz||, unde x este un număr real sau complex 
3, ie, + e2|l < lle ll + il£], unde £, și £, sint vectori (aceasta 


este inegalitatea triunghiului). 
Pentru un vector se pot defini mai multe noi me care satisfac aceste pro- 
prietăţi. Următoarele trei au fost discutate în cap. 1; 


kad 
1. ilei = $ lz; l, norma sumă de valori absolute ale componentelor 
i=l 
(80a) 
n 1/2 
M E eye = | $ sl) , norma euclidiană (80b) 
i=l 
3. jleil= = max |e;|, norma-maxinium din valorile absolute (80c) 
i 


Din acestea cea mai comună este norma euclidiană, care corespunde lun- 
gimii unui vector în spațiu. Totuşi, din punct de vedere practic, evaluarea 
numerică a celorlalte două norme este adesea mai uşoară. 
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Conform celor spuse în cap. 1, norma unei matrice considerată ca o 
transformare care face să corespundă unui vector un altul, satisface cele 
trei proprietăți ale normei date mai sus. Suplimentar, norma vectorului K €, 
adică norma transformatului lui e prin K, satisface inegalitatea 


Kel] ŞIK] jel]. (81) 


Ca o consecință directă a lui (81) norma unei matrice are următoarea 
proprietate : 


IKKI < || K, IK; (82) 


Normele matricelor corespunzătoare celor trei norme ale vectorilor 
din (80) sînt cele de mai jos. Fie K = [k;]; atunci 


IK], = max £ jk; 
ial 
valoarea normei vectorului coloană avînd cea mai mare normă sumà de 
(83.a) valori absolute 


|K ll, = àn, unde 3, este valoarea proprie a lui K* K cu cea mai mare 
valoare absolută (83b) 


n 
IIK ll = max El k;l, valoarea normei vectorului linie avind cea mai mare 
i jal 
normă-sumă de valori absolute (83c) 


Sintem interesaţi în dete: minarea normei erorii în 1 ăspunsul de stare. 
În particular dorim să cunoaștem în (79) dacă le, | < Ils, || pentru n >m. 
În această ecuaţie cele două erori sînt legate prin matricea (eg?) n-. 
Luînd norma ambilor membrii ai relației (79) şi folosind (81) şi (82) 
obţinem 


lei iesin” len]. (84) 


Tragem concluzia că dacă norma lui s7 este mai mică decît 1, atunci norma 
vectorului eroare va fi o funcție descrescătoare cu n. Pentru a evalua ex? 
se poate folosi oricare din normele matricelor definite în relația (83). 


Astfel, pentru exemplul precedent în care 


zm] 0,819 0,148 | 
0,000 0,670 
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găsim 
e">, = max (0,819 + 0,000; 0,148 + 0,670) = 0,819 


|e0*- ||, = nădăcină din valoarea proprie maximă a lui 
(E029) - (£02) = max (0,819, 0,670) = 0,819 
JES |. = max (0,819) + 0,148 ; 0,000 + 0,670) = 0,967. 


Pentiu exemplul considerat, oricare din aceste norme arată că norma 
vectorului eroare descrește atunci cînd n creşte. 
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În exemplul numeric din paragraful precedent am găsit o expresie 
analitică exactă pentiu e“7; adică 


-T -T -2T 
€ — E 
esT = | E } 


Pentiu T = 0,2, aceasta devine 


dig -[ 0,819 0,148 i 
0,000 0,670 


Este evident totuşi, că acesta este numai o valoare aproximativă æ 
lui e°? cu o precizie de trei cifre. Valoarea reală <%2-7 are elemente cu un 
număr infinit de cifre, deoarece e-* şi e-% sînt numere iraționale. Astfel, 
in orice proces numeric finit se poate obține numai o valoare aproxi- 
mativă pentru 027. 

Acest lucru este adevărat şi în cazul general; adică, este în general 
adevărat faptul că pentiu orice matrice +7, de dimensiuni n x n şi orice 
constantă reală T, la terminarea unui proces nume ic finit, se poate cu- 
noaște numai o valoare aproximativă pentru e“7. Acest lucru devine şi 
mai evident; dacă se ţine seama de faptul că în mod obișnuit nu se cunoaşte 
o expresie analitică exactă pentiu “7; pentru evaluarea lui e*7, este 
necesar a evalua te: menii din dezvoltarea sa în serie de puteri 


C3 AY TE 


gt? — sa ee 
k=0 k! 


(85) 
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Este evident că în orice proces numeric finit, este posibil a evalua numai 
un număr finit din aceşti termeni. Vom discuta eroarea rezultată datorită 
trunchierii seriei (85) şi vom da un criteriu pentru alegerea numărului 
necesar de termeni în vederea atingerii unei precizii date. 

Seriem 


“T = A + R, (86) 
unde 
xX A TY 
X= D, k! (87) 


este seria trunchiată care aproximează «7? şi 


eo ET 
n ai Xa k! ER 


este restul sau matricea eroare. Dacă A este o aproximație suficient de 
bună a lui c77, atunci Ae va trebui să fie o bună aproximație pentru <7.e 
unde € este un vector de dimensiune n arbitrar. O măsură cantitativă 
a calității ultimei aproximări este norma vectorului eroare 


ed? e — Ae = (es? — Aje = Re, 


relativ la norma lui «7; adică 


— Re! 


lese] 


(89) 


este o măsmă care ne arată cît debine Ac aproximează pe e7'e. — Evident, 
aproximaţia este din ce în ce mai bună cînd 5 scade. Astfel, putem da un 
criteriu adecvat pentru alegerea lui K, valoarea maximă a indicelui de 
sumare în seria de puteri trunchiată. Acest criteriu este: K trebuie ales 
astfel încît è să fie mai mic decît un număr pozitiv prescris A. Valoarea 
atribuită lui A, marginea superioară prescrisă a lui è, se alege astfel încît 
să se asigure un nivel dorit de precizie în cunoaşterea lui e*7.£ prin eva- 
luarea lui Ae. 

Trebuie reţinut faptul că precizia despre care vorbim este aceea 
obţinută prin calcule cu numere ce aparțin mulțimii tuturor numerelor 
reale. Cînd mulțimea de numere este finită, aşa cum se întimplă atunci 
cînd calculele sint efectuate cu ajutorul unui calculator numeric, există 
o limită a pieciziei care se poate obţine. Această limită impusă de calcu- 
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lator asupra preciziei, este legată de numărul de cifre semnificative in nu- 
merele cu virgulă mobilă, folosită de mașină pentru efectuarea calculelor 
aritmetice. Pentru problema de care ne ocupăm implicația este urmă- 
toarea : precizia calculelor efectuate de maşină este determinată de A 
numai pentru A mai mare decît o anumită valoare, valoare stabilită de 
numărul de cifre semnificative folosite de calculator pentru efectuarea 
operaţiilor aritmetice. 

Vom obţine mai întîi o margine superioară a lui è care este indepen- 
dentă de £. Un calcul simplu arată că 


lell = |le-a22e7e]] le”? Iller? e], 


ccea ce implică 


llel PR 
———— = |fe” ell < esT €||. 90 
jerr] e727- ]lell < lje”? ell (90) 
Astfel |e”7 e| este mărginit inferior de |le-7]|-1 je]. Atunci, deoarece 
Re || este mărginit superior de către |R|||e||, găsim ţinînd seama de (89) 
ecuaţia de definiție pentru ò, astfel 


£l 
<L = pg e=, (91) 
[e-~ jell 
În continuare, dorim să evaluăm norma lui R şi cea a lui 2-27; dar fiecare 
din acestea este definit de o serie infinită, evaluarea normei nefiind posi- 
bilă. Totuşi, putem calcula o margine a lui ||R|| ca mai jos. Relaţiile de 
inegalitate aplicate normei seriei (88) pentru R vor da 


S aitt, 


IIR]; < L. 


=K- 


Notind l = k—K —1, obținem după o rearanjare simplă a factorilor 


IRII< Tit e (EEE Ea (Iti a) 


(K+1! œ (K+1+1! \K+2 


2 [| zăi| TE+ y LLS) 
(K +1)! K+2 


Ultimul rînd rezultă din faptul că (K +1)!(E+2)/(K +1 +1)! <1 pentru 
orice 1>0. Fie acum K, cea mai mică valoare negativă a lui K astfel 
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încît K+2>!1|7|| 7; atunci pentru orice K >K, avem || 7/(K+2)<1 


ȘI 
i (uzi) - 1 
K+2) | UZIT 
K +42 


Substituind acest rezultat în inegalitatea precedentă, găsim pentru K >K, 
că 


Ims 


IRI PERLE. A nn TEn — SRR (92) 
EET q lsa 
K+2 


Partea dreaptă a ecuației constituie o margine superioară pentru norma 
lui R. 
Să ne reîntoarcem la norma lui e-27. Dacă se înlocuieşte T prin 
—T în relația (85), obținem seria de puteri de definiție pentru e77; 
astfel 
o k mik 
ara Sapt. 


k=0 
Se poate calcula ușor o margine superioară tai |le-+7||. Găsim 


IIT 


€e-17|| < 
|l II È z! 


= ellllT , (93) 


Dacă marginea superioară a lui ||R|| şi ||e7#7|| din (92) şi (93) se 
înlocuiesc în (91), obţinem 


K+1 PE+1 
3 PERL Aid Mia T 1 ellai 7 (94) 
(K+1)! IZIT 
K+2 


pentru K>K,. Partea dreaptă a ecuației (94) este o funcție descrescă- 
toare în raport cu K care tinde la zero cînd K tinde către infinit. Astfel, 
pentru orice valoare dată a lui A, există valori ale lui K, (de fapt cea mai 
mică valoare va fi cea considerată aici) astfel încît 


DEA TE+1 1 
(K+)! IZT 
K+42 


sis? <A (95) 
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si deci 6<A. Aceste valori ale lui K >K, care satisfac (95), satisfac dease- 
menea și criteriul anterior pentru alegerea lui K. Din toate valorile satis- 
făcătoare pentru K este bine să fie aleasă cea mai mică valoare care satis- 
juce (95), deoarece numărul de operaţii aritmetice necesare pentru a eva- 
iua seria de puteri trunchiată (87) va fi minimizat. 


Erori de calcul 
În paragraful precedent, am descompus răspunsul de stare repre- 


zentat prin vectorul x(t) în suma răspunsului liber x'(î) și a celui forțat 
x! (t). Din (74) rezultă 


x’ (n T) = (e27)" x(0). (96) 
Dacă e(!) este aproximat printr-o serie în timp 
êlt) = È e(k T) è(t — k T) T, 
am găsit în (73b) că 


xn T) = ŞI (er Be (k T) T. (97) 
k=1 


sintem acum interesați în calcularea erorilor rezultate datorită înlocuirii 
in aceste două ecuații a lui es? prin aproximația sa. 


Erori la calculul răspunsului de stare liber 


| Considerăm mai întîi răspunsul de stare liber. Fie e (nT) diferenţa 
intre răspunsul de stare liber real (77)" x (0) şi răspunsul de stare liber 
aproximat prin A"x (0); adică 


e' (n T) = [(e7)" — A"]x (0) (98) 

Considerind norma ambelor părţi ale acestei ecuaţii obţinem 
L (a Z)]l < [i77 — A” |i 11x(0) |]. (99) 
Astfel, în operația de căutare a marginei pentru ||e' (n T)!, trebuie să 
stabilim o margine superioară a termenilor de forma ||[(e*7)]} — A'I]. 
Am folosit l și nu n pentru a nota puterile la care se ridică es? și A, 


24 -- c. 854 
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deoarece marginea pe care o vom stabili se va aplica şi altor relaţii în afara 
lui [99]. În acele alte cazuri, exponentul nu va fi notat cu n. 
Conform proprietăților normelor matricelor, se poate arăta că 


|;[e”?]' — A|| = || [A +R] — AI 


ziS (pm 


k=1 
Li | l 
< A Jia IRI} 
k=1 k 
< [A+ IIR] — NA. (100) 


Rîndul al doilea rezultă din teorema binomială. Următorul rînd rezultă 
din inegalitatea triunghiului şi din (82). În final, ultimul rînd este un re- 
zultat al reciprocei teoremei binomiale. Dacă impunem pentru K satis- 
facerea lui (95), ştim din acea ecuație că ||R|| < A[]e-77||-1. În plus, se 
poate arăta uşor (problema 15) că 


||e-a?]i-i< le? || 


şi prin urmare că |[R||< A ||ez? ||. Cu observaţia suplimentară că 
|lez?7|| <||A||+||R|| şi presupunerea rațională că A < 1, obținem 


A. 
R|| <—— Al. 101 
IIRI] < NAN (101) 
Combinind (100) şi (101) rezultă 


fest A! t A _ 
[esT] — A < MAI [S 1] 


l 
=tan([2) zA ] (102) 


Să observăm!că această margine a lui | [277]! —A'|] este o funcţie descres- 
cătoare de } dacă şi numai dacă |!Aj!/(1—A)<1; prin urmare vom presu- 
pune această condiţie îndeplinită in tot restul acestui paragraf. 
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Să ne reîntoarcem la problema găsirii marginei lui || (n 7)|| 
Pezultatul substituirii lui (102) în (99), după citeva calcule simple va fi 


ea n< arh] = [ion 


-(IAlY agar 
Sf [1— (1 —A)"]11x(0) 1] 


< n a ($L) ixo. (103) 


Rindul al doilea este chiar primul rînd dar cu termenii grupați în mod 
diferit. Ultimul rînd rezultă din faptul că [1—(1—A)"] este o funcție 
mărginită crescătoare în raport cu n care nu depăşeşte nA. Problema gă- 
sirii maximului membrului drept al relației (103) în raport cu » este o pro- 
blemă de calcul elementar. Efectuind aceasta vom obţine 


eHO 


(104) 
In [[NAJI/(1 — A)] 


a ajf Y x 
ee n <ia (V -rion < 


Observăm din (104) că !!e'(nT)|| este mărginit şi din (103) observăm că 
lenT)|| este o funcție descrescătoare în raport cu n, tinzind către zero 
cind n tinde către infinit. În plus, ||e'(nT)|] tinde către zero odată cu A. 
Trebuie să reținem că maşinile de calcul folosite pentru a calcula x' (nT) 
recursiv, folosesc numere cu număr limitat de cifre semnificative. Astfel, 
aşa cum am discutat anterior, eroarea în evaluarea numerică alui x’ (nT) 
va fi mărginită conform lui (103) şi (104) numai dacă A este mai mare 
decit o anumită valoare dependentă de precizia calculatorului. 


Erori la calculul răspunsului de stare forțat 


Vom considera răspunsul de stare forțat x$ (n T) dat de (97). Fie 
e (n.T) diferenţa între răspunsul de stare forțat real, anume Ş, (e%7 PEN 
k=1 


Ze(& 7). T şi răspunsul de stare forțat aproximativ, dat de 5 A" ige(k7). T; 
Ę=1 
adică 
E (nT) = Ș [(e77)"* — A"-*]Be(kT)T. (105) 


k=1 
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Considerind norma ambelor părţi ale acestei ecuaţii și aplicînd inegali- 
tatea (102), stabilim că 


c z n-k l ac 1 
VERDIS E A || Îl) ae 7, (106) 


Presupunem că pentru k = 1,2,..., |lBe(k7)|| SE, unde E este o con- 
stantă ; adică presupunem că ||Ze(&7)|| este o funcție mărginită în ra- 
port cu k. Atunci se găseşte că 


lea P) < T I$ ae e 


k=1 


<T È (n—k)A (mY) (107) 


< r| 1a (1) je 


Al doilea rînd rezultă din inegalitatea [1—(1—A)"7*] < (n—k)A pentru 
orice <n. Rindul al treilea rezultă din înlocuirea lui n—k cu l. Conform 
ipotezei că | |A||/(1—A)<1, membrul drept al lui (107) este o funcție măr- 
ginită crescătoare în raport cu n; prin urmare 


| Al; — 
lle? (n 7)|< rÍ A 2 D Al z) E = TA AAU SA E. (108) 
1:—= [1 — AI/(1—A)P 
Egalitatea din dreapta rezultă din faptul că o serie de tipul Ş) m a” este 
m=0 
egală cu «/(1—a)? pentru «<1. Observăm din inegalitatea de mai sus că 
le (n 7)|| este mărginită și tinde către zero în raport cu A. Totuși, pentru 
motive discutate anterior, atunci cind calculăm o valoare numerică pentru 
X' (nT), limitarea preciziei datorită calculatorului, împiedică limitarea 
crorii de evaluare a lui x; (n T) conform lui (108), atunci cind A este foarte 
mic. 
Exemplu 


Să ilustrăm ideile dezvoltata anterior ccn;iderind un exemplu. Vom folosi aceleași af 
și T ca în ultimul exemplu dat anterior; astfel 


—1 1 
Pi 
0 —2 
şi T = 0.2. Pentru norma lui pg vom alege în mod arbitrar cea mai mică dintre cele ouă 
norme (83 a) și (53 c) Avem |£lh = 3 si Aila = 2; prin urmare o vom folosi pe cea 
de a doua. 


Pentru a simplifica exemplul, desigur nu pentru precizie, vom impune condiția ca A 
Să fie numai 0,0M, 
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Reamintim că K, este cea mai mică valoare nenegativă intreagă a lui K astfel incit 
K2 > ||| T. Deoarece || gT = 0,4, găsim că Kg = 0. Astfel din (95), trebuie să găsim 
un K> 0 încit să avem 


OEI 1 


—— ~ M< 0,001. 
(K+1)! 1 — 0,4 (K + 2) 


Găsim uşor că K = 4. Aproximaţia A este evaluată după cum urmează: 


ia y e 


k=0 
=U + 0,2 37 + 0,02 42 + 0,00133 œ ? + 0,0000666 24 


1—3 -1 7 1 —15 
a| | „| } =] ] 
0 4 0 —8 0 16 


Deci, pină la o precizie de cinci cifre 


(0,25 = 


şi 


0,81873 0,14833 7, 
0,00000 0,67040 | 


Observăm că ||Ala = 0,967. Așadar, conform lui (104), |e!(n7)|| este mărginită după cum se 
vede mai jos 


0,001 x 0,368 
len Dllo < —— a Ole 


0,967 
n (—— 
0,999 
< 0,0117[x0) le 
si conform lui (108), |e(nT)|la este mărginită ; astfel 


ae 0,2 x 0,001 x 0,967/0,999 
LEN Dle << 
Di ( 0,967 ) 


0,999 
< 0,189 E. 


Încheiem acest paragraf cu o observație asupra unui tip de eroa- 
re care nu a fost considerat în acest pu:agrat şi nici în cel anterior. Fic 
e.) excitația rețelei și x(t) răspunsul de stare corespunzător. Valorile lui 
sit) la t = nT vor fi x(nT) şi în afară de cazul în cae e(t) = 6(î), vom 
avea x(n T)Æx,(n T). Diferența între x(n T) și x,(n T)este o eroare ce provine 
din reprezentarea lui e(t) prin ê(t). Chiar dacă nu am tratat acest tip de 
eroare, se ştie că dacă transformăm un set de ecuaţii de stare neomogene 
intr-un se! de ecuații omogene, conform celor arătate în cap. 4, atunci 
acest tip de eroare nu mai apare deoarece pentiu ecuaţiile omogene e(1)=0. 


374 5, SOLUȚII INTEGRALE 


Probleme 


P.1. În text, esteintrodusconceptul de convoluţie a două matrice de funcţii; să se extindă 
acest concept la mai mult decit două matrice de funcții. 


P.2. Să se demonstreze că produsul de convoluţie al funcţiilor scalare se bucură de acc- 


leași proprietăţi ca înmulţirea obișnuită : Dacă f}, f} și fa sînt funcţii integrabile (astfel incit 
t 


hžh= | f(z) fa (t — z) dz este definită și analog f; * fa și fhi * fa), atunci 


(] 
a) [1% fî = fak (legea comutativităţii) 
(b) fi * (fax fa) = (fh * h) * fa (legea asociativităţii) 
(0) uxf=fxu=f, unde u este funcţia treaptă unitate (identitate) 
(4) fix hth S= h*h+tfhăfh (legea distributivităţii) 


Care din aceste proprietăţi se menţin atunci cind considerăm convoluţia matricelor de funcţii? 


P.3. În metoda de obţinere a integralei de convoluţie din relaţiile de stare, se obţine 
o singură formă a integralei, adică cea dată în (21). Arătaţi că celelalte forme sint de aseme- 
nea valabile. 


P.4. Să se găsească răspunsul la impulsul unitate şi răspunsul la treapta unitate a 


figuri. Să se demonstreze că se satisface (31). 


1 


1 et 


Fig. 5.P.4, 


4ft) 
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P.5. Să se găsească răspunsul acelorași circuite la funcţiile de excitație din fig. 5.P5 
folosind răspunsul la impulsul unitate sau treapta unitate și integrala de superpoziţie. (Ordonata 
are mai multe notări pentru a corespunde diferitelor surse existente în fig. 5.P4. 


dlt) 1 
elt) 
e(t) eth 
[] 
2— t 
e(t) 
ì e(t) 
| t 
] 
1 —t —t 
c d 
jt) 
e2(t) 
sin 2t 
=> 1 
e 
Fig. 5.P.5. 


P.6. Circuitul echivalent al unui amplificator cu cuplaj RC, este arătat în fig. 5.P6. 
Să se găsească răspunsul amplificatorului la excitaţiile arătate in fig. 5.P5 folosind o integrală 
de superpoziţie cu 1) răspunsul la impulsul unitate și 2) răspunsul la treapta unitate. 
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P.7. Să sc rezolve ecuaţia integrală de tipul celor de convoluţic: 
t 
Forh FOGU- d = Ia. 
-0 


Matricea de funcții necunoscută este F(t), iar KAO) și AȚI) sint matrice patrate și sint 
matrice de funcţii (integrabile) cunoscute. 


P.8. Să se găsească o soluție a următoarelor ecuații integrale scalare : 


t 
(a) f(0 + | fie- dt = 2t; 
0 


6) KD + | f(z)e-tt-" sin (f — 2)dr= 5; 
0 


t 
A + 200 +9 | Ko) (= dr =1— c-ai, KO) =0. 


(c) ETA i 


P.9. Să se găsească o soluţie a următoarelor ecuaţii integrale matriceale : 


t — (-7] 0 -24 t 
wFof zo|" i J-F | 


0 2 t+ 0 te- 
i e—2(1-*) 1 0 sint 0 1 
o F+) Faf o e-t- 1 daia | ocost-1 
d 0 0 e-n 0 0e- 


P.10. Se dă ecuația diferențială 


d? d 
pays 3f 
dt di dt 


y(0+) = ġ(0+) = 0. 


Să se găsżască o formulă explicită pentru y (() (soluția), găsind mai întti 


L- as . 
s2+2s5+1 
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Si se folosească această formulă pentru aflarea soluţiei cind f(î) este 


1, O0si<lt 
(a) w=] 

0, 1S! 

L, OsSis<l 
wm=] a 

0, igi 

E, os<Iisi 
(6) KD = | 

0, 1st 


P.11. Pulsul de tensiune triunghiulară arătat în fig. 5.1la se aplică circuitului din fig. 


5.Plib. Să se calculeze răspunsul tensiune de ieșire pentru orice moment de timp, folosind 
teorema convoluției. 


v; 
1 
0 


Y 
2 ie vie 


a b 


Fig. 5.P.11. 


P.12. Să se demonstreze teorema translației (deplasării) din teoria 


transformatei 
Laplace folosind teorema integralei de convoluţie. 


P.13. Pulsul trapezoidal arătat în fig. 5.P13a se aplică circuitului din fig. P5.13b. 
Să se găsească răspunsul tensiune de ieșire folosind teorema convoluției. 


Fig. 5.P.13. 
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P.14. Circuitului din fig. 5.P 14 a i se aplică drept excitaţii două surse de tensiune. 
Tensiunile ca funcţii de timp sint arătate in fig. 5. P 14, b. Folosind teorema convoluției să se 
calculeze răspunsurile indicate pe figură și anume v, i, și iz, în funcţie de timp. 


£, 


= NS 


1 2 3 b —t 


1 2 3 k —: 


Fig. 5.P.14. 


P.15. Să se demonstreze că ||esT]] > jeg?” 
P.16. Circuitului din fig. 5.P 11 b i se aplică o excitație dată de 


isi osis È 
(0) = “(3 -); igisi 
T 
0, ei 


Să se găsească impulsul aproximativ al circuitului pentru 0i<2, folosind reprezentarea 
prin serie întimp. Să se estimeze croarea maximă apărută în soluție pentru intervalul ales. 


P.17. Să se repete problema 1.16, folosind însă excitaţia 


arcsin (,0Si<1 osusft 
v(t) = 2 


0, 1<i 


Să sc folosească aproximarea în trepte și răspunsul la treapta unitate. 
Să se estimeze eroarea. 


P.18. Se aplică circuitului din fig. 5.P 18 a funcţia de excitație din fig. 5.P 18 b. Să 
se găsească răspunsul aproximativ v,(() pentru 0Ss5. 
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P.19. Pentru fiecare din circuitele din fig. 5. P 4 să se calculeze secvenţa în timp corespun- 
zitoare răspunsului la impulsul unitate, pentru' 7=0,1 și n=0,1...15. Apoisă se calculeze sec- 
vența în timp a răspunsului circuitului pentru n = 0, 1,-:-15, cind exitaţiilecircuitului arătate 
tn fig. 5. P 5 sint aproximate prin secvențele lor în timp. 

P.20. Răspunsul la impulsul unitate w; (£) a unui circuit cu o singură intrare și o singură 
izşire este arătat în fig. 5. P 20, a. Folosind secvenţa în timp pentru răspunsul la impulsul uni- 
tate, cu T = 0,1, să se calculeze secvenţa în timp a răspunsului circuitului, pentru n = 0,1,2, 
-...10, cînd excitațiile circuitului e(() arătate în fig. 5. P 20 b sint aproximate prin secvențele lor 
la timp. 

P.21. Se consideră circuitul pentru care 


zi i ză 1 0 1 ȘI 
“| | a-f |s- a sale 2=-| colo: 
0 —1 3 
1 1 1 


Să se evalueze x4 (nT) potrivit relației de recurenţă (75) şiw (nT) conform lui (76) pentru 
n=1,...15, cnd e(t) = [u()—(t—-1)u(t—1)+(t—2)u(t—2)]}, T =0,2 şi x(0)= (127. 


P.22. Se presupune că o greşeală de calcul aritmetic introduce vectorul eroare e, = 
= [0,001—0,012]’ în valoarea calculată a lui xs (47) în problema 21. Va descrește norma erorii 
transmise atunci cînd timpul creşte ? Să seevalueze conform lui (84) marginea eforii în valoarea 
calculată a lui xs (14T). Să se rezolve problema pentru fiecare din normele date în relațiile (80). 


P.23. Să se repete problemele 21 și 22 după inlocuirea lui X cu fiecare din matricele : 


0 1 —4 1 2 0 
of } of | o| |: 
—1 0 .—2 —i 1 —1 


P.24. Să se repete Problemele 21 și 22 după înlocuirea lui X, 2, £, 2, x(0) şi £, prin 


—2 1 3 0 A E 
Á= 0 ~i ol, 2= EI e-] |2- 
1 —1 1 
0 2 —3 —1 


x(0) = [1 —1 17, e, = [0,001 0,020 —0,0017. 


P.25. Să se repete problema 21 înlocuind e(?) și x(0) cu fiecare din următoarele : 


(a) e(0 = [te-t), x(0) = 10 07 
(b) e(0) = [sin 4], x(0) = [1 —17 
(© e) = [u-u], x0) = [0 17 
(d) e) = [u()—e-2], x(0) = [0 07 


(e) e(0) = [2e-t—3e-2], x(0) = [1 07 


p-e”t 
[1-c-1e--1) 


Fi. 5.P.18. 
e 


wg 
5 
5 10 
— f 
-$ 
a 

e 

4 1 

2 2 
1 —— 7 . 


e 
2 sint 
22 
— — £ 
-2 


Fig. 5.P.20. 
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P.26. Să se repete calculele din exemplul dat in paragraful 5.6. folosind celelalte norme 
de matrice date in (83). 


P.27. Pentru fiecare din matricele 2 de mai jos 


-1 01 
—1 0 -6 3 
of pol |o 1 —2 1 
0 —1 —4 1 
0 0 -i 


să se determine K în trunchierca dată de (87) şi marginile erorii din (104) și (108), cind T = 
= 0.1 şi A = 0,001. Să se folosească cele trei norme de matrice diferite din (83). 


P.28. Să se repete calculele din problema 21 după inlocuirea lui 0,224 prin aproximarea sa 
cu ajutorul seriei de puteri trunchiate A. calculată astfel incil in criteriul de trunchiere, (a) A= 
"01 şi (b) A = 0,001. În fiecare caz să se folosească cele trei norme diferite date în (83). Să se 
compare rezultatele acestor calcule cu cele obţinute în problema 21. 


P.29. Să sc repete problema 28 după inlocuirea lui £ de către matricele din problema 


P.30. Dacă e(!) şi r(1) sint excitaţia aplicată și respectiv răspunsul unei reţele liniare 
:nvariante în timp N, atunci așa cum se arată în fig. 5. P 30, r&(t) va fi răspunsul reţelei 
la e:k! ((). Acest lucru sugerează o metodă de calcul a unei aproximări a lui r(ł): (a) se 
va aproxima e prin segmente de dreptă, (b) se va deriva o dată, pentru a obține o aproximare 
tn trepte a lui é (sau de două ori, pentru a obţine o aproximare cu o succesiune de impul- 
suri a lui ë), (c) se va găsi răspunsul lui N la aproximaţia lui é (sau ë) și (d) se va integra 
o dată (sau de două ori) pentru a obţine răspunsul aproximativ. Folosind această metodă, 
pentru răspunsul la impulsul unitate sau răspunsul la treapta unitate, să se calculeze răspunsul 
aproximativ al circuitelor din fig. 5. P 4 pentru excitaţiile din fig. 5. P 5. 


eft) r(t) © eo on) 


Fig. 5.P.30. 


Următoarele patru probleme implică pregătirea unui program pentru a ajuta în 
aflarea soluţiei anumitor probleme. În fiecare caz, să se stabilească o organigramă și un set 
ĉe instrucţiuni de program într-unul din limbajele de utilizare de exemplu FORTRAN IV, 
pentru un calculator numeric in scopul efectuării calculelor problemei. Să se includă în program 
zn set de instrucţiuni de utilizare. 


P.9i*. Să se scrie un program pentru evaluarea lui w (nT) pentru n =1,-:- N conform 
cu (65). Valorile lui N, e(kT) și ws (kT) vor fi introduse ca date de intrare. 

P.32*. Să se scrie un program de evaluarea lui A, aproximaţia lui esT, in (87). Programul 
trebuie să conducă la o alegere a lui K pentru care (95) este valabilă. Matricea sf și sca- 
tarii T și A sint specificaţi ca date de intrare. Să se folosească norma matricei din (83. a) sau 
133. c). 

p.33*. Să se scrie un program pentru evaluarea lui x¿ (nT) pentru n = 1,.. N, conform lui 
»75) cind e(nT) = 0 pentru orice n. Valorile lui N, x(0), şi ex? vor fi specificate ca date de intrare. 


P.34*. Să se combine programele din problemele 32 și 33 pentru a forma un singur 


program care pornind dela N, x(0), X, T și A ca date de intrare, să evalueze xs (nT) pen- 
tru n =1,...N cind e(nT)=0. 
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Reprezentări ale funcţiilor de circuit (reţea) 


Scopul acestui capitol este de a discuta modul în care se reprezintă 
funcţiile de circuit şi de a începe studiul proprietăţilor funcționale ale cir- 
cuitului, ca funcţii analitice de o variabilă complexă. Vom insista mai ale= 
asupra acelor proprietăţi care se aplică în general funcţiilor de circuit, fără 
a ţine seama de natura lor specifică de funcţii de intrare sau de transfer. 
Deasemeni vom studia relaţiile care există între părţile unei funcții de 
circuit — părțile reală şi imaginară, modul și fază — şi vom observa 
cum se reprezintă funcția prin oricare din părțile sale componente. 


6.1. POLI, ZEROURI ȘI FRECVENŢE NATURALE 


Reamintim că o funcție de circuit este definită ca raportul transfor- 
matei Laplace a unui răspuns la transformata Laplace a unei ezcitaţii 
cînd circuitul nu conţine energie iniţială acumulată. Vom începe prin a 
releva cîteva proprietăţi elementare ale funcţiilor de circuit menţionate 
anterior, chiar dacă unele din ele nu au fost enunțate în mod explicit. 

Ne vom ocupa de circuite cu elemente concentrate, liniare, invariante 
în timp. Funcţiile de circuit ale unor astfel de circuite sint funcții rațio- 
nale, rapoartele a două polinoame intregi. În capitolul 3 am legat; funcţiile 
de circuit de determinanţii și cofactorii matricelor admitanţelor la noduri. 
sau impedanţțelor de contur. Să facem legătura lor cu ecuaţiile de stare. 
Reamintim că ecuaţiile de stare pentru un circuit pot fi scrise după cum 
urmează : 


A y = Ax + e, (la 
dt 


w=, (1b) 
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unde x, e şi w sint respectiv vectorii de stare, de excitație gi de ieşire. Ulti- 
mul termen din cea de a doua ecuaţie poate să apară numai cînd un ele- 
ment al vectorului de ieșire este un curent printr-un condensator și sursă 
de tensiune independentă pe contur, sau o tensiune pe bobină și sursă de 
eurent independentă pe secţiune. 

acestor ecuaţii, rezolvăm prima din ele pentru X(s) și substituim în cea de 
a doua. Rezultatul va fi 1): 


X(s) = (sU — 4)! 2 E (s), (2a) 
W (5) = OU — A) 3 +2 +s 2}E (8). (2b) 


Termenul din acoladă este matricea de transfer H's), în care fiecare din 
elemente este o funcţie de circuit. Astfel : 


H (5) =E (sU — 12219452. (3) 


Să examinăm această expresie cu atenţie. Ultimii doi termeni indică o 
relație directă între excitație şi răspuns fără intervenţia vectorului de sta- 
ze. Acești termeni determină comportarea răspunsului cind s tinde către 
A 

finit. De fapt aşa cum s-a observat în ultimul capitol 2 este matricea 
reziduurilor lui H(s) la infinit. 

În primul termen din (3) € şi 2 sint matrice de numere reale. Varia- 
bila complexă s apare numai în (sU—s/)-1. Notind d(s) polinomul carac- 
teristic al lui 7, acest termen poate fi scris 


E (s U— 4) 2 = J & [adj (U=)! 2- (4) 
cs 


Elementele lui adj (sU—7) sint cofactorii lui det (sU—.%) şi deci sint 
polinoame. Acest fapt nu este modificat cind adj (sU—.7) este premulti- 
plicată cu € și postmultiplicată cu 2. Prin urmare întregul termen este 
e matrice ale cărei elemente sint polinoame împărţite prin d(s). S-a veri- 
ficat astfel că funcţiile de circuit sint funcţii raţionale de s. 


1» Observăm că e(0) nu apare in (2b), deşi derivata lui e apare în (1b). Acest lucru este 
ampas de condiţia ca circuitul să nu conţină energie inițială acumulată. Valoarea iniţială a 
îmi e poate apare numai dacă derivata termenului excitaţiei apare în ecuaţie. Deoarece ea 
va apare numai atunci cind există contururi numai din condensatoare sau secţiuni conținind 
2amai bobine, punind tensiunile iniţiale pe condensatoare și curenţii inițiali prin bobine egali 
ca zero. va fi necesar ca valorile iniţiale ale excitaţiei să fie deasemenea zero. 


384 6. REPREZENTĂRI ALE FUNCȚIILOR DE CIRCUIT 


Din cele precedente pot fi stabilite şi alte lucruri. În capitolele pre- 
cedente ne-am referit la frecvențele naturale ale unui circuit. În capitolu: 
3 ele au fost considerate zerourile deteminantului matricei impedanţelo: 
de contur, sau al matricei admitanţelor la noduri. S-a arătat că aceşti do: 
determinanți pot diferi cel mult prin multiplicatorul Ks” și prin urmare 
zerourile lor nenule sînt aceleași. În capitolul 4 frecvențele naturale s-a:: 
tratat ca valori proprii ale matricei A, anume ca zerouri ale lui d(s. 
Vedem că zerourile lui d(s) sint aceleași ca și cele ale determinantulu: 
impedanţelor de contur şi ale determinantului admitanțelor la noduri. 
Aceasta rezultă din faptul că W(s) se referă la oricare ieşire. Astfel, dacă 
alegem ca ieșiri toate tensiunile la noduri, și numai acestea, W(s) este 
matricea transformatelor tensiunilor la noduri. Deoarece soluţiile cir- 
cuitelor sînt unice, (2b) trebuie să dea aceleaşi rezultate ca soluţia ecuați- 
ilor la noduri. În ultimul caz, numitorul soluţiei va fi A,. Prin urmare 
A, şi d(s) au aceleași zerouri nenule. O concluzie similară rezultă cu pri- 
vire la A, Pentru ușurința referirii vom enunţa acest rezultat sub forma 
unei teoreme. 


Teorema 1. Zerourile nenule ale lui det (SU — 7) sînt aceleași ca și zerv- 
urile nenule ale lui det (AYA') și det (BZB') 


Poziţiile polilor 


Fie F(s) simbolul generic pentru o funcţie de circuit. Fiind o func- 
ție rațională ea poate fi scrisă în următoarele forme : 


pacana e otita, an 
bas” buc FOS + bo 


t. 


F(s) = K (97500) (8—80): (8—8on) (5b! 
(S—Sp1) (8—Sp2) ° © (8 — Spn). 


Deoarece fiecare din matricele , 2, €, 2 şi 2 din membrul drept al lui 
(3) sint matrice de numere reale şi F(s) reprezintă orice element al lui 
H(s), toți coeficienții lui s din (5 a) trebuie să fie reali 1). Dacă s ia numai 
valori reale în (5 a), atunci F(s) va fi real. O funcție de variabilă complexă 


1) Acest enunț trebuie privit in mod obișnuit, deoarece este posibil a multiplica fie- 
care coeficient din numărător și numitor printr-un număr complex arbitrar, fără a schimba 
funcția. Această dificultate este depășită făcind, să zicem, coeficientul puterii celei mai mari 
a numitorului să fie egal cu unitatea. 
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care este reală cînd variabila este reală, se numeşte funcţie reală. Astfel, 
funcţiile de circuit sînt funcţii reale de s. Din aceasta rezultă imediat 
proprietatea de reflexie, anume 


F(3)=F (s); (6) 


adică funcțiile de circuit iau valori conjugate în punctele conjugate din 
planul complex. 

Să privim cea de a doua formă a lui (5) în care sint puși in evidență 
polii Sp, şi zerourile s,. Pînă la un factor de multiplicare K, funcția de 
circuit este complet determinată de polii şi zerourile sale care îi determină 


x Planuls 


Fig. 6.1. Reprezentarea poli-zerouri:or. 


proprietăţile analitice. De fapt, polii şi zerourile dau reprezentarea unei 
funcţii de circuit aşa cum este ilustrat în fig. 6.1. Zerourile sînt reprezen- 
tate prin cercuri şi polii prin cruciulițe. Acestor reprezentări le spunem 
diagrame poli —zerouri. Proprietatea de reflexie (6) implică faptul că polii 
şi zerourile unei funcții de circuit sînt; fie reale, fie în perechi complex 
conjugate. 

Altă proprietate simplă a funcţiilor de circuit rezultă dintr-o consi- 
derație de stabilitate. Cunoaştem că răspunsul liber este determinat de 
polii funcţiei de circuit. Deoarece 


N gtr! z 
eiaa K SI 


tragem concluzia că funcţia de circuit a unui circuit stabil nu poate avea 
nici unul din poli în semiplanul drept şi oricare din polii de pe axa jw 
trebuie să fie simpli. În caz contrar, răspunsul liber va creşte nelimitat 
ši circuitul va fi instabil. 

Această concluzie este mai restrictivă în cazul funcţiilor de intrare. 
Atit funcţia impedanţă cît și funcţia admitanţă de intrare au această 


BB - c. 854 
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proprietate și deoarece una este reciproca celeilalte, funcţiile de intrare na 
pot avea nici poli nici zerouri în semiplanul drept. Mai mult, atit polii 
cît şi zerourile de pe axa imaginară trebuie să fie simple. 

În cazul unei funcţii de transfer, reciproca nu este o funcţie de cir- 
cuit. Prin urmare, nu putem spune nimic despre zerourile sale. Ele por 
fi situate oriunde în planul complex, fiind supuse numai proprietăţii de 
reflexie. 


Părţile pară și impară ale unei funcții 


În general F(s) va avea atât puteri pare cit și puteri impare ale lui s : 
ea nu va fi nici funcție pară nici funcţie impară. Prin urmare putem scrie 


F(s) = Par F(s) + Imp F(s), (8 


unde Par F(s) înseamnă „partea pară a lui F(s)” şi Imp F(s) înseamnă 
„partea impară a lui F(s)”. O funcţie pară g(s) este caracterizată de pro- 
prietatea g(—s) = g(s) și o funcţie impară de proprietatea g(—s) = —g(s). 
Utilizind aceste proprietăţi şi ținînd seama de (8), putem exprima părțile 
pară şi impară ale unei funcţii după cum urmează : 


Par F(s) = } [F (s) + P(—s)], (9a) 
Imp F(s) = $ [F(s)—F(—s)]. (9b, 


Pot fi obținute și alte forme dacă puterile pară și impară ale lui s 
sînt grupate atît la numărătorul cît şi numitorul lui F(s). Astfel scriem 


Pis) = (8) + tul) | (10) 
mals) + na(s) 


unde m, şi m, sînt polinoame pare, iar n, și a, sînt polinoame impare. 
Ținind seama de aceasta în (9), avem 


Bania) 2 le) State) 25 (0):04(9).. (11a) 
mMa2(8) — n?(8) f 


m(5)ma(8)—na(8)mu(5) E 


(11b) 
m? (s) — n? (8) 


Imp F(s) = 
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Notăm că numitorul este același atît pentru partea pară cit şi pentru 
partea impară a lui F(s) şi este un polinom par. Numărătorul lui 
Par F(s) este par şi acela al lui Imp F(s) este impar, așa cum, de fapt, 
trebuie să fie. 

Este interesant de a observa unde sint situaţi polii lui Par F(s) (şi 
de asemenea ai lui Imp F(s)). Din (9) rezultă clar că Par F(s) are polii 
lui F(s) şi P(—s). Dar polii lui F(—s) sînt imagini ale polilor lui F(s) 
oglindite în raport cu axa imaginară. Aceasta poate îi ilustrat luînd urmă- 
toarele funcții F(s) şi P(—s): 


poc E, fu» MIERE) 
(9 -+ 1) (32 + 2s +2) 
F(s) = — 5A 


(—8 +1)(82— 2s +2) 


Fis) are un pol pe axa reală negativă şi un pol complex conjugat în semi- 
planul stîng. Polii lui F(—s) sînt imaginile oglindite ale acestora, aşa cum 
este arătat în fig. 6.2. Par F(s) are toți polii din fig. 6.2, atît pe cei din 
<emiplanul stîng (s.p.$) cît și din semiplanul drept (s.p.d). 

Reprezentarea polilor din fig. 6.2 posedă o anumită simetrie. O re- 
prezentare a polilor care are simetrie în raport atit cu axa reală cît și cu 
axa imaginară se spune că are o simetrie cuadranială. Astfel spunem că 
polii lui Par F(s) şi Imp F(s) au simetrie cuadrantală. 


je 
s č 
F(s) F(-s) 
cei ) s Fig. 6.2. Polii lui Par F(s). 
x x 


Funcția F(s) specifică o valoare a lui F pentru toate valorile com- 
plexe ale lui s. Dintre toate valorile lui s, de un interes deosebit sînt acelea 
de pe axa ju. Pentru s = ja, sîntem deseori interesați în comportarea 
uneia, din următoarele componente : partea reală, partea imaginară, faza 
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şi modulul (sau logaritmul din modul). Acestea sint componentele implicate 
în răspunsul în regim staționar la excitație sinusoidală. Oricare din aceste 
componente poate fi interpretată ca un răspuns în frecvență. Aceste com- 
ponente ale unei funcţii sint legate prin 


F(jo) = R(o) +jă (o) = |F (jo)| 9, (12 
unde semnificaţiile simbolurilor sînt evidente. 

Să considerăm relația (9) presupunind că s = jo. Dorim să vedem 
ce devin părţile pară şi impară ale lui F(jw). Deoarece F(—jo) = F(jo)= 
=P(jo) din (6) vedem că 

Par F(jo) = 3 [F (jo) + F (jo)] = Re F (jo) = R(o), (13a: 

Imp F (jo) = } [F (jo) — F (jo)] = jIm F (jo) = jX (o). (13b 
Aceasta înseamnă că partea reală a unei funcții pe axa jw este partea sa 
pară, iar partea imaginară pe axa jw este partea sa impară împărțită prin 
j. Altfel spus, partea reală a lui F(jœ) este o funcție pară de frecvența 
unghiulară œ, iar partea imaginară este o funcție impară de o. 


Modulul şi faza unei funcții 


Enunțuri similare se pot face pentru modul şi fază. Astfel, utilizind 
notația din (12) putem scrie pătratul lui F(jw) după cum urmează : 


F:(jo) = F (jo) F (— jo) EU). = (jo) eeo, 


F(-jo) 
Prin urmare 
F (jo)|? = F (jo) F(—jo), (14a) 
1 F (jo) 
(u) = — mp3 (L4b) 
(o zj In Po) 


Înlocuind « prin —c vedem că modulul la pătrat este o funcţie rațională 
pară de w. Observăm că |F(jo)|? este valoarea funcției raționale pare 
G(s) = P(s)P(—s) pe axa ju. Este interesant de notat că atit polii cit și 
zerourile lui G(s) apar în simetrie cuadrantală, proprietate a oricărei funcţii 
raționale pare. 
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Pentru fază avem 


osim Fijo) __1 Fija) 
P(jo) 2j *P(—jo) 


= — P(o): (15) 


Prin urmare, sintem tentaţi a spune că faza este o funcție impară de w. 
Însă faza este o funcție multiformă. De aceea, afirmația de mai sus este 
intemeiată numai dacă rămînem pe o suprafață Riemann adecvată. 


Funcția de întirziere 


O funcție de transfer va fi numită ideală dacă este de forma F (s)=e7*. 
Pentru s = jw modulul este identic egal cu unitatea și faza este propor- 
tională cu w. Dacă un circuit avînd această funcție de transfer este exci- 
tat de un semnal e(t), răspunsul circuitului, ținînd seama de teorema 
intirzierii din teoria transformării Laplace, va fi w(t) = e(t— zt). Semnalul 
de răspuns este același ca şi excitația, cu excepția faptului că este întirziat 
in timp cu o valoare t, numit timp de întirziere. Deoarece Ø (w) = —ur 
P funcția ideală, timpul de întîrziere este minus derivata funcției 
de fază. 

Pe baza celor precedente, funcția întârziere, pentru o funcţie de trans- 
fer arbitrară, este definită astfel 


7 (0) = — atu) (16) 


În contrast cu funcţia de fază, întârzierea este o funcţie rațională. 
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Aşa cum am observat mai înainte în acest capitol, zerourile funcţi- 
ilor de transfer pot apare în orice parte a planului complex. Funcţiile 
care nu au zerouri în semiplanul drept au anumite proprietăți care 
sint foarte importante. Pentru acest motiv dăm acestor funcții un nume 
distinct pentru o identificare mai uşoară. Definim funoție de transfer de 
fază minimă ca fiind acea funcție care nu are zerouri în semiplanul drept. 
Dimpotrivă, orice funcţie de transfer care are zerouri (chiar un zero) în 
cemiplanul drept este numită funcţie de fază neminimă. Motivul acestor 
denumiri va deveni evident în cele ce urmează. 
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În scopul de a determina efectul zerourilor din semiplanul drept 
asupra modulului şi fazei unei funcţii de transfer, considerăm fig. 6.34. 
În această figură se arată o pereche de zerouri conjugate în semiplanu! 
drept și imaginea din semiplanul stîng a acestei perechi. Fie P,(s) și Pl: 


| 
l 
| 
| 


Fig. 6.3. Zerouri reale şi complexe în simetrie cuadrantală. 


polinoamele de gradul doi care au respectiv perechea de factori din semi- 
planul drept şi perechea de factori din semiplanul stîng, adică 


P, (8) = (S — So) ($ — $o) (Lia) 
P, (s) = (8 + so) (8 + 5o). (17b) 


Este clar că P,(s) = P,(—s). Construcția geometrică din figură arată 
că modulele lui P, și P, sînt aceleaşi cînd s = jo. Astfel pentru faze 
găsim 

arg P (jo) = r—u—[2r—(r—8)] = —(4 + te), (18a) 


arg Pijo) = aka = —argP,(jo). (18b) 


Notăm că, pentru ca faza lui P, să fie zero la e = 0, așa cum de fapt 
trebuie să fie dacă faza este o funcție impară, faza lui ($—8,) s-a seris 
—(m+ aş) în loc de n—ag. Diferenţa de 2x corespunde specificării fazei 
pe una din foile suprafeţei Riemann în loc de o alta. Această dorinţă de a 
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avea funcţia fază o funcţie impară de w este foarte înrădăcinată la teoreti- 
cienii circuitelor. Motivul principal pentru această dorință este că ea 
simplifică enunţul multor teoreme pe care le vom trata ulterior în acest 
capitol. 

Din fig. 6.3 rezultă clar că a, + «,, faza datorată zerourilor din semi- 
planul stîng este pozitivă pentru orice œ pozitiv. Ea variază de la 0 la 
o=0, pină la x la w = œ. Acest lucru este ilustrat în fig. 6.4. Rezultă 
atunci că faza unei perechi de zerouri conjugate în semiplanul drept este 


Fig. 6.4. Unghiul unei perechi de zerouri complexe in semiplanul sting. 


mtotdeauna negativă pentru valori pozitive ale lui œ, variind de la 0 la 
w=0 pînăla—xla e := oo. Să considerăm situaţia din fig. 6.3 bîn care se 
arată un zero real pe axa reală pozitivă şi imaginea sa în semiplanul stîng. 
Din nou modulele celor doi factori (jo—a) și (jo+a) sint egale. Faza fac- 
torului din semiplanul sting (ja +a) este a pentru e pozitiv. (Faza va fi 
— x pentru w negativ). Cu scopul de a face ca faza să fie o funcţie impară, 
vom alege pentru faza factorului din semiplanul drept jo—a, valoarea 
--(z-+a) pentru w pozitiv şi (r—a) pentru w negativ. Graficele acestor 
faze sint arătate în fig. 6.5. Observăm că în cea de a două figură există 


Fig. 6.5. Exemple de funcţii de fază: 
(a) arg (jw + a); (b) arg (jo — a) 
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o discontinuitate de 2r, care este introdusă din dorinţa de a face ca faza 
să fie o funcție impară. Această discontinuitate corespunde la trecerea 
de la o suprafață Riemann la alta. 

Dacă considerăm două zerouri în semiplanul drept, putem defini 
fazele astfel ca această discontinuitate să fie eliminată. Situaţia devine 
similară cu aceea a unei perechi de zerouri conjugate din semiplanul dir 
dreapta. Astfel saltul apare în origine numai cînd există un număr impa: 
de zerouri în semiplanul drept. 


Funcţii trece tot și de fază minimă 


Pe baza celor discutate să considerăm acum următoarele două 
funcții de transfer : 


F(s) = (3—s0)(s—30)F(8) = P(—s)F(s), (19a. 
'2(8) = (8+80)(8 +80) F(s) = Pi(s) F(s), (19b. 


unde s, și conjugatul său sînt situați în semiplanul drept. Aceste două 
funcții sînt identice, exceptind faptul că F,(s) are o pereche de zerour: in 
semiplanul drept, în timp ce în F.(s) acestea sînt înlocuite de imaginile lor 
din semiplanul stîng. Funcția comună F(s) poate avea factori suplimen- 
tari în semiplanul drept. Presupunem că multiplicăm numărătorul şi 
numitorul lui F,(s) cu factorii din semiplanul sting (s +8.) (s+ 59) = Puls). 
Rezultatul va fi: 


P S 
Puls) = n PA —8) Ps) = Pas D Fas) Fals) (20 


unde 
P( 8) (8—8) (8—8), 


F8) = 
E T A 


(21) 


Să definim o funcție trece tot ca o funcție de transfer avind toate 
zerourile în semiplanul drept și toți polii ca imagini ale zerourilor sale in 
semiplanul stîng. Rezultă prin urmare că o funcție trece tot are modulul 
egal cu unitatea pentru toate valorile lui s = jw . (Acesta este motivul 
pentru care s-a numit astfel). Ultima ecuaţie arată că Fg(s) este o funcție 
trece tot. Ea este o funcţie trece tot de ordinul doi, ordinul referindu-se 
la numărul de poli. Din (18), faza lui F, este: 


arg Filio) = arg P/(—jo) —arg P(jo) = —2(a,+a,). (22) 


6.2. FUNCȚII DE FAZA MINIMĂ 393 


Pentru frecvenţe pozitive faza este negativă. Astfel faza unei funcţii 
trece tot este negativă pentru toate frecvențele pozitive. Utilizind această 
ecuație putem scrie 


arg F,(jo) = arg Fajo) + arg Fo(jo)<arg Fjo), (e >0). (23) 


Acest rezultat ne arată că pentru toate frecvențele pozitive faza unei 
funcţii avînd zerourile în semiplanul drept este mai mică decit aceea a func- 
ției obținută cînd o pereche din aceste zerouri este înlocuită cu imaginea 
sa din semiplanul stîng. 

Acest procedeu de exprimare a unei funcții de transfer ca produsul 
altor două poate fi repetat. În fiecare etapă o pereche de zerouri complexe, 
sau un zero real din semiplanul drept, pot fi înlocuite cu imaginile lor din 
semiplanul stîng. Se obţine astfel o succesiune de funcţii, din care F, şi 
F, sint primele două. Fiecare factor al succesiunii va avea mai puține 
zerouri în semiplanul drept decit cel precedent. Ultimul factor din această 
succesiune nu va mai avea zerouri în semiplanul drept. Fie el F,„(s). Prin 
definiție F„(s) este o funcţie de fază minimă. Folosind (23) şi rezultatele 
similare pentru celelalte funcţii, putem scrie 


arg Fi(jo)<arg Fe(jo)<- ::<Fa(jo), (0 >0). (24) 


Fiecare din funcţiile din acestă succesiune va avea acelaşi modul pe axa 
î. dar fazele vor fi progresiv mai mari. În mod paradoxal, funcţia de fază 
inimă va avea faza cea mai mare (algebric, dar nu în mod necesar în 
modul). Motivul acestei nepotriviri este următorul. Am definit funcţiile 
de transfer ca rapoarte ale transformatei Laplace a ieşirii la transformata 
Laplace a intrării. Cînd conceptul de fază minimă a fost introdus pentru 
prima dată de Bode, el a definit funcţiile de transfer ca rapoarte ale trans- 
formatei Laplace a intrării la transformata Laplace a ieșirii. Cu o astfel 
de definiţie, inegalităţile din (24) vor fi inversate şi funcţia de fază minimă 
va avea, algebric, faza cea mai mică. 

În fiecare etapă din procedeul de mai sus se obţine o funcţie trece 
tot de ordinul doi, sau de ordinul unu. Produsul unui număr oarecare de 
funcții trece tot este din nou o funcție trece tot. Rezultă că orice funcție 
dr transfer de fază neminimă poate fi scrisă ca produsul unei funcţii de fază 
minimă şi al unei funcţii trece tot, adică 


F(s) = P„(8)Fu(s), (25) 


unde F, este o funcţie de fază minimă și F, este o funcţie trece tot. 
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Diferenţa de fază 


Un alt rezultat se poate stabili consideriînd variaţia fazei unei func- 
ţii trece tot cînd w crește de la zero la infinit. 

Ecuația (22) împreună cu fig. 6.3 a, arată că schimbarea fazei AG, defi- 
nită ca faza la plus infinit minus faza la e = 0, pentru o funcţie trece tot 
de ordinul doi este —2z. În mod similar, pentru o funcţie trece-tot de ordi- 
nul unu putem găsi din fig. 6.5 că această variaţie, neluînd în consideraţie 
discontinuitatea la w =0, este AD = —x. Este uşor de apreciat că pentru 
o funcţie trece tot de ordinul v variaţia fazei este —nvr, neluînd în consi- 
deraţie nici o discontinuitate la o=0. Dacă n este par, nu va exista 
discontinuitate la w=0 ; dacă însă n este impar, va exista o discontinui- 
tate de — v și variația totală a fazei va deveni —nr— r. 

Considerăm acum o funcţie de fază neminimă care are n zerouri in 
semiplanul drept. Aceasta poate fi exprimată ca produsul unei funcţii de 
fază minimă şi a unei funcții trece tot de ordinul n. Diferența de fază i 
funcţiei de fază neminimă cînd œ variază de la zero la plus infinit, vu îi 
diferenţa de fază a funcției de fază minimă corespunzătoare, plus diferența 
de fază a funcţiei trece tot. Deoarece aceasta din urmă este o cantitate 
negativă, rezultă că o funcție de fază neminimă are o diferență de fază mai 
mică (numai algebric) cînd w variază de la zero la infinit, decît funcţia de 
fază minimă corespunzătoare, diferența fiind nr, sau nr+r, unde n este 
numărul de. zerouri din semiplanul drept. 

Este de asemenea interesant de a determina diferența de fază a 
unei funcţii de fază minimă cînd œ variază de la zero la plus infinit. Con- 


P E C TE E lată a T, . z 
tribuția fazei fiecărui zero la această diferență este z? în timp ce contri- 


buția fiecărui pol este — z . Prin urmare diferența de fază va fi de F ori 


numărul de zerouri finite, minus numărul de poli finiți. Rezultă că dacă 
funcția este analitică la s= œ, funcția de fază minimă va avea |AD| mai 
mic decît funcția de fază neminimă corespunzătoare, deoarece ambele faze 
sînt nepozitive. 


Polinoame Hurwitz 


Să considerăm acum un alt aspect al funcțiilor de fază minimă si 
neminimă, anume relațiile între coeficienții unui polinom şi pozițiile zerou- 
rilor sale. Polinoamele fără zerouri în semiplanul drept deschis sînt nu- 
mite polinoame Hurwitz. Dacă în plus aceste polinoame nu au zerouri 
nici pe axa jo se numesc polinoame strict Hurwitz. Pe baza acestor defini- 
ţii rezultă că polinomul numărătorului unei funcții de fază minimă este 
Hurwitz. 
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O condiţie necesară pentru ca un polinom să fie Hurwitz este ca 
toți coeficienţii săi să aibă același semn. Aceasta însă nu este o condiție 
suficientă (verificarea afirmației se poate face uşor luînd un exemplu în 
care cel puţin unul din coeficienţi să fie de semn contrar cu al celorlalți). 

seamnă că anumite polinoame cu zerouri în semiplanul drept pot avea 
toți coeficienţii pozitivi, sau toţi coeficienţii negativi, fără a fi polinoame 
Hurwitz. Totuşi, dacă un polinom are toţi coeficienţii de acelaşi semn exis- 
tă o restricție asupra poziției permise a zerourilor sale. Restricţia este 
dată de următoarea teoremă. 


wW 


i Z peniPu zerouri Fig. 6.6. Domeniu interzis pentru zerourile 
} A N 


E g 4 s unui polinom fără coeficienți negativi. 
7 


Teorema 2. Dacă un polinom real P(s) de gradul n are tofi coeficienții 
de același semn, el nu va avea zerouri în sectorul deschis al planului s dat 
de 'arg s| <x/n. Domeniul interzis este arătat 1) în fig. 6.6. În cazul limită, 
dacă singurii coeficienţi diferiți de zero ai unui polinom sînt primul și 
ultimul (adică P(8) = s*+a,), atunci va exista un zero pe conturul 


arg s| = Z, Observăm că reciproca teoremei nu este în general adevărată 
n 


ko ý . i . X: . T 
adică dacă zerourile unui polinom sînt excluse din sectorul |arg s! <—, 
n 


nu este necesar ca coeficienții săi să aibă acelaşi semn. Astfel toate polinoa- 
mele 


P (s) = 834+0,2824+0,2s+1, 
P,(8) = s3 + s$?—0,44s +1,8, 
P (s) = s2—0,352-+0,65+0,5 


au un zero real negativ şi acelaşi factor s*—0,8 s+1 în semiplanul drept, 
ale cărui zerouri nu sînt situate în sectorul larg s| <n]3; şi totuşi două 
dintre polinoame au coeficienți cu semne diferite. 


1) O demonstraţie utilizind principiul argumentului este dată în Norman Balabanian, 
Network Synthesis, Prentice-Hall, Englewood Chiffs, NJ, 1958. 
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Pină acum am discutat despre funcţii. Acum, vom considera circu- 
itele ale căror funcţii sînt funcţii de transfer. Poziţiile zerourilur de trans- 
misie ale unui circuit depind atit de tipurile de elemente pe care le conţine 
circuitul, cît şi de structura circuitului. În ceea ce privește restricțiile 
poziției zerourilor de transmisie datorate tipurilor de elemente nu poate 
fi făcută nici o precizare definitivă. Astfel circuitele RC care au numai ur 
singur tip de componente reactive pot avea zerouri de transmisie complexe. 
reale şi chiar în semiplanul drept. Numai structura este aceea care impune 
restricţiile. 


Circuite în seară 


Cea mai importantă restricţie este dată de teorema următoare : 

Teorema 3. Funcţia de transfer a unui circuit în scară reciproc, pasir. 
fără cuplaj mutual între braţe este o funcție de fază minimă. 

Graful unui circuit în scară este arătat în fig. 6.7. Laturile serie şi 
derivație nu trebuie să fie formate dintr-un singur element, ci pot fi circu- 
ite uniport arbitrare fără cuplaj între laturi. Prima şi ultima latură în 
derivație pot să existe sau nu. Folosind formule topologice pentru funcţi- 
ile de circuit din capitolul 3, impedanţa de transfer de gol poate fi scrisă 
astfel 


12, (y) z= IAA sta Fon ; (26. 
gT) i 


zu() = XE 
(8) FET) 


Fig. 6.7. Circuit in scară. 


Partea dreaptă rezultă pentru că nu poate să apară nici o latură 
în derivație într-un bi-arbore, care include ambele noduri 1 și 2 dar exclude 
nodul 0. Zerourile lui z, ($) vor apare acolo unde numărătorul are zerouri 
şi acolo unde numitorul are poli care nu se anulează cu polii numărătorului. 
Fiecare arbore trebuie să conțină nodul 0 şi prin urmare fiecare produs al ad- 
mitanțelor arborelui trebuie să conţină cel puţin una din admitanțele latu- 
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rilor derivație, Y,, Y3. - - Fa. Prin urmare polii acestor admitanţe trebuie 
să fie polii numitorului lui z} (s). Unele din laturile serie pot fi deasemeni 
dintr-un arbore, dar polii admitanţelor Y, Y, ete., din aceste produse 
ale admitanţelor arborelui se anulează cu polii numărătorului lui za. 
In concluzie, zerourile lui z, (8) apar la zerourile admitanţelor laturilor serie 
Ya, Y, etc. și la polii admitanjelor laturilor derivaţiei Y,, Ya, ete. Dar polii şi 
zerourile admitanţei unui circuit reciproc pasiv nu pot fi situaţi în semipla- 
nul drept. Prin urmare, teorema este demonstrată. 

Deși dezvoltarea s-a făcut pentru funcţia z», rezultatul este adevărat 
și pentru alte funcţii de transfer, așa cum s-a discutat în problema: P. 48 
din capitolul 3. 

S-a arătat mai sus că zerourile de transmisie ale unui circuit în scară 
sint date de polii admitanţelor laturilor paralel (latura constituie un scurt 
circuit), sau de zerourile admitanţelor laturilor serie (latura reprezintă 
o intrerupere). Totuşi, nu este adevărat că un zero de transmisie trebuie 
~ă apară intotdeauna in asemenea puncte, ci numai că acestea sint sin- 
zurele puncte la care el poate să apară. Exemple în care un zero al admitan- 
tei laturii serie şi un pol al admitanţei laturii derivație nu sînt zerouri de 
uansmisie sînt date în problema 6. 

Aceste chestiuni sînt foarte utile in sinteza circuitelor în scară. Nu 
vom mai insista aici asupra acestor chestiuni, dar subliniem că afirmaţiile 
făcute se utilizează în sinteza unei funcţii de intrare ca de exemplu im- 
vedanţa de gol sau admitanţa de scurt circuit a unui circuit în scară avind 
prescrise anumite zerouri de transmisie. De asemenea, dacă se pune pro- 


(4) 


d b c 


Fig. 6.8. Circuite care ar putea fi de fază neminimă : 
(a) T podit; (b) dublu T; (c) structură X. 


blema proiectării unui filtru cu zerourile de transmisie în semiplanul drept, 
vom şti cel puţin că un circuit în scară nu poate realiza asemenea zerouri 
si deci că trebuie căutate alte structuri. 

Structurile cele mai simple ale căror funcţii de transfer pot fi funcţii 
de fază neminimă sint structurile în T podit, dublu T şi X, aşa cum este 
arătat în fig. 6.8. Dacă ele sînt într-adevăr structuri de fază neminimă sau 
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nu, depinde de tipul elementelor conținute și de valorile lor. Astfel circu- 
itul dublu T din fig. 6.9 va fi de fază minimă pentru anumite valori ale 
rezistenţelor şi de fază neminimă pentru alte valori, după cum se vede ir 
cele două cazuri particulare din figură. 


Circuit de fază neminimă Circuit de fazë minimă 
Zerourile de rans- Zenournile de înansmisie 
misie la : 9 la: g 

s=itj3-$ s=-1żj3 -4 
pentru 6, = 2,28 pentru 6, = 4,28 
62 = 022 63 = 2,22 
63 = 90 | Ga = 143 
6 G2 ' 


"Fig. 6.9. Circuit dublu T care poate fi attt de fază minimă cit şi neminimă, 


Circuite de rezistență constantă 


Am văzut în (25) că o funcţie de transfer de fază neminimă poate fi 
scrisă ca produs al unei funcții de fază minimă și al unei funcţii trece tot. 
Acest lucru are mare importanţă în sinteză. Dacă F„(s) şi F,(8) pot fi 
realizate separat, interconectarea lor va da circuitul cerut. Fie de exemplu 
conectarea în cascadă a celor doi diporți arătaţi în fig. 6.10, fiecare reali- 
zind una din cele două tipuri de funcții. Din nefericire această interconec- 


Diport 
de fuzo 


minimă 


Fig. 6.10. Diporţi conectaţi în cascadă. 
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tare nu constituie o realizare adecvată, din cauză că folosirea celui de al 
doilea diport ca sarcină pentru primul îi modifică primului diport funcția, 
de transfer. Dacă s-ar putea face astfel încît cei doi diporţi să nu se influ- 
ențeze unul pe altul, neexplicînd deocamdată cum se realizează aceasta, 
atunci s-ar putea folosi conectarea în cascadă. 

O cale de eliminare a influentei reciproce este aceea de a face ca 
cei doi diporţi să fie circuite de rezistenţă constantă, așa cum se arată în 
fig. 6.11. Un circuit de rezistență constantă este definit ca un diport a 
cărui impedanţă de intrare la o poartă este R atunci cînd cealaltă poartă este 
terminată pe o rezistență R. Astfel oricare ar fi funcţia de transfer a celui 


Diport de 
pezislentă 
constanta 


Diport de , 
rezistenta 


R —— 
consfanfă 


Fig. 6.11. Diporţi de rezistenţă constantă conectaţi în cascadă 


de ul doilea diport din fig. 6.11, impedanţa de sarcină pe care el o prezintă 
la poarta de ieșire a primului diport este R. Cele de mai sus se aplică ori- 
cărui număr de circuite de rezistență constantă conectate în cascadă și 
indiferent dacă diporții sint sau nu de fază minimă, 

Calculind impedanţa de intrare se găseşte că diporţii din fig. 6.12 
inchişi pe rezistența R sînt de rezistență constantă cu condiția Z,Z,= 
= R?, adică atunci cînd impedanţele Z, și Z, sint inverse în raport 
cu R?. Să considerăm acum că fiecare din aceşti diporţi este terminat pe 


R 
Za 
R R 
Z 
R a 
2% Z 
Zi b 
b c d 


Fig. 6.12. Diporţi de rezistență constantă cu ZaZy= R°: 
(u) structură X; (5) T podit; (c) structură T; (d) structură 7. 
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rezistența R si să calculăm funcția de transfer. Pentru a concretiza, ne 
vom ocupa de cîştigul de tensiune G, (s) = V/V. Se găseste 


l1 — Za 
Gals) = k: = Z, = — 5 (pentru X) yari 
R+Z 1 + Se 
t 
ata k 1 (pentru T podit și F). (27b) 
9 a ab Sega coo e Tali iza sală i 
2l R + Za 1 + Z, À 
R 


Cititorul poate verifica aceste formule. 


Circuitele de rezistență constantă reprezintă un mijloc de realizare 
a unei funcții de transfer de orice ordin. În acest scop, funcția se descom- 
pune într-un produs de oricîte funcții de transfer simple, fiecare din ele 
putindu-se realiza separat ca un circuit de rezistență constantă, iar diporții 
rezultați se conectează în cascadă. Vom discuta această problemă mai 
în detaliu. 

Începem cu o funcţie trece-tot. Orice funcţie trece-tot poate fi scrisă 
ca produs al următoarelor funcţii trece tot de ordinul unu și doiL : 


SL 
SEA a s 
IN h E (28a) 
a+s jet 
a 
RE, LA 
2 _ 2 
ÎPS a Ati) PORN la ic (28b) 
(32 + as + ao) as 
1+-—— 
32 + ag 


Dacă se compară aceste expresii cu (27 a) se observă că ele sînt de aceeaşi 
formă. Prin urmare putem identifica pe Z, direct și apoi vom găsi pe 


1) Se observă că factorul de la numărător în cazul funcţiei trece tot de ordinul 
unu se scrie a—s și nu s—a. Aceasta este echivalent cu schimbarea semnului funcţiei de trans- 
fer, sau inversarea polarităţii tensiunii de ieșire. Procedind în acest fel se evită disconti- 
R uitatea de fază de x radiani. 
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Z, din relaţia Z,Z, = R2. Astfel, pentru schema în X de ordinul unu 
găsim 


Ze = Čs Z=}, (29) 
Q 


iar pentru schema în X de ordinul doi 


z= E, =s o 80) 
s2 + ao CA 4, 
Ra 


Diporții ce realizează funcţiile trece tot de ordinul unu şi doi sînt arătați 
in fig. 6.13. 


tr 
R 
=y 
Lı 
la Ca 
La Ca 
Li 
Ci 
b 


Fig. 6.13. Structură X de rezistență constantă : 
(a) de ordinul unu: (5) de ordinul doi. 


Structura în X prezintă dezavantajul că nu are o bornă comună 
de masă pentru cele două porţi. Acest dezavantaj nu poate fi evitat în, 
cazul structurii X de ordinul unu, deoarece nu există diport echivalent 
cu bornă comună care să realizeze un zero pe axa reală pozitivă!). Pentru 


1) Această afirmaţie este valabilă numai în cazul în care nu sint admiși diporţi cu 
=ornă comună avind cuplaj magnetic. (N.T.). 


24 — c. 84 
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structura în X trece tot de ordinul doi poate exista totuși un diport echi- 
valent cu bornă comună la cele două porţi. Aceasta va depinde de pozitia 
zerourilor. În problema P. 10 se discută diporţii T podit şi dublu T echiva- 
lenți unei structuri în X. 

Funcţiile trece tot fiind discutate, rămîne problema realizării funcției 
de fază minimă. Vom ilustra realizarea unei funcţii raport de transfer a! 
tensiunii cu ajutorul circuitelor de rezistență constantă, pe un exemplu. 
Fie rezistența de sarcină R = 1 şi fie 


A S E A e a deal e a pesta alba ani 


unde K este o constantă de multiplicare pe care o vom Jua egală cul 
în acest exemplu. Funcţia dată a fost înmulțită și împărțită prin factoru' 
suplimentar s? + s|2 + 1 pentru a pune rezultatul sub forma produsului 
funcției trece tot cu o funcţie de fază minimă, G, = F,F„. Funcţia 
trece tot se poate realiza imediat cu ajutorul schemei în X de ordinu! 
doi din fig. 6.13 b. Unghiul zeroului de transmisie este 69°. Prin urma 
sînt satisfăcute condiţiile de echivalență ale structurii în X cu T podir 
şi dublu T discutate în problema P. 10. 

Pentru a realiza F,, cu ajutorul unuia din circuitele din fig. 6.12 
trebuie să scriem această funcţie în forma (27 b). 


Astfel 
+S +1 
F,(8) > a aa S E e 
2 +6s+1 1+ 118/2 
s2+s +1 
Din aceasta rezultă 
2+ sd 1 
1 2 2 1 1 
= DS = st : 
F7 1s 11% (fe) 
2 


CuZ,Z, =F şi R=1, obținem Z, = Y, Observăm că latura Z, = 1/X, 
este formată din conectarea în paralel a unei capacităţi, a unei inductanțe 
şi a unei rezistențe. Dacă folosim pentru realizare fig. 6.12 d, rezistenţa 
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R poate fi combinată cu rezistența paralel din latura Z,. Realizarea finală 
este arătată în fig. 6.14, unde s-a folosit unul din diporții T podit echiva- 
lenți cu schema în X. 

Partea de fază minimă a funcţiei de transfer din exemplul precedent 
a fost realizată cu ajutorul unui circuit T în scară. Deşi aici nu vom face 
aşa, se poate arăta că orice funcție de transfer de fază minimă se poate 
realiza printr-un circuit în scară de rezistență constantă (o conectare în 
cascadă de circuite T) alegînd o valoare suficient de mică pentru K”. 


a 
A 


s2 — s]2+1 

6341" 

İn anumite cazuri aceasta, poate cere introducerea de factori suplimentari, 
care prin multiplicarea atît a numărătorului cît și a jnumitorului lasă 
funcţia neschimbată, dar permit identificarea cu forma (27 b). Astfel o 
funcție de transfer G, = 1/(s2 + 2s + 2) poate fi scrisă ca 


Fig. 6.14. Realizarea lui G} = 


a aa ar a ME SSN EEE de 
2202 8+1 q} Ê+ +2 s41 
s+1 
(31) 
1 1 
E EP ai i E DA i ii +s = Gra Gow 

ielika) 
s +1 


Factorul suplimentar (s + 1) transformă funcția de transfer în produsul 
a două funcții, fiecare din ele putînd fi pusă sub forma (27 b). 

Faptul că toate funcțiile trece tot au modulul egal cu unitatea pentru 
orice valoare a lui s = jo este utilizat în proiectarea sistemelor de transmi- 


1 Pentru demonstrație vezi Norman Balabanian, Network Sârilhesiss Prantice-Hall, 
Englewood Cliffs, N. J. 1958. 
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siune, dînd posibilitatea unei proiectări independente a modulului și a 
fazei unei funcţii de transfer. Astfel, se proiectează circuitul care realizează 
modulul cerut, fără a ţine seamă de fază. Se determină apoi funcţia de 
fază a rețelei proiectate. În final, se conectează în cascadă cu circuitul 
proiectat un număr de scheme în X trece tot de rezistență constantă 
pentru a corecta faza. Dezvoltarea ulterioară a acestei idei va fi lăsată 
părţii ce se ocupă de sinteză. 


6.4. DETERMINAREA UNEI FUNCŢII DE CIRCUIT 
DIN MODULUL SĂU 


Paragrafele precedente s-au ocupat în mare parte de determinarea 
proprietăţilor unei funcţii de circuit. Fiind dată o funcție raţională este 
posibil de a determina printre alte elemente partea sa reală şi imaginară. 
modulul și faza sa. Vom considera acum operația inversă anume aceea 
de determinare a unei funcţii de circuit cînd se cunosc numai ună din 
părțile sale reală sau imaginară, sau numai modulul, sau numai faza. 

Începem prin a considera pătratul modulului funcţiei. (Este mai 
simplu de a discuta despre pătratul modului decît despre modulul însuși). 
Condiţia necesară ca o funcţie raţională G(j w) să fie pătratul modulului 
unei funcții de circuit este simplă : G(jw) trebuie să fie o funcţie pară de 
w, iar gradul numărătorului nu trebuie să depășească gradul numitorului 
cu mai mult de doi. Aceasta din cauză că funcţia de circuit nu poate 
avea mai mult decît un pol simplu la infinit. Suplimentar, orice pol finit 
al lui G(s) pe axa ju trebuie să fie dublu, deoarece polii unei funcţii 
de circuit pe axa jo trebuie să fie simpli. 

Fiind dată o astfel de funcție G( je) se înlocuieşte jw cu s şi se identifică 
polii şi zerourile funcţiei de circuit F(s) din aceia ai lui G(s). Polii și zerouri- 
le lui G(s) prezintă simetrie cuadrantală. Deoarece F(s) trebuie să fie 
analitică în semiplanul drept, observăm din (14 a) că toţi polii din semipla- 
nul stîng ai lui G(s) trebuie atribuiți lui F(s). [Polii din semiplanul drept 
ai lui G(s) vor fi imaginile oglindă ale acestora și vor deveni în mod automat 
poli ai lui F(-s)]. Orice pol al lui G(s) pe axa jo va fi dublu şi va fi atribuit 
ca pol simplu lui F(s). În privinţa zerourilor nu există o regulă unică. 
În general nu există restricţii privind poziția zerourilor unei funcţii de 
circuit, în afara de cazul funcţiilor de intrare pentru care zerourile trebuie 
să se afle în semiplanul stîng. Pentru funcţiile de transfer nu este nevoie 
să atribuim lui F(s) toate zerourile din semiplanul stîng al lui G(s). Astfel 
zerourile lui F(s) nu sînt unic determinate din funcţia G(s) dată, în afară 
de cazul în care se specifică că funcţia este de fază minimă. Pentru funcţia 
de fază minimă atit zerourile lui F(s) cît şi polii trebuie să fie situaţi în 
semiplanul sting. 
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Să considerăm acum citeva exemple care ilustrează acest procedeu 
şi prezintă interes practic. Cerinţele pentru cele mai uzuale filtre electrice 
implică funcții de transfer avînd modulul pe axa jœ ideal adică constant 
intr-un interval dat de frecvenţe denumit bandă de trecere şi zero în restul 
axei jw, interval denumit bandă de oprire (blocare). Dar nu este posibil 
ca modulul unei funcţii raționale pe axa jœ să se comporte în acest mod 
ideal. Totuşi, este posibil de a găsi o funcţie de transfer a cărui modul 
pe axa jœ să aproximeze modulul cerut într-un anumit mod. Considerăm 
funcția unui filtru trece jos ideal arătată în fig. 6.15 a. 


IFIZ II?! 


w 


Fig. 6.15. Aproximări ale filtrului trece jos : 
(a) ideală; (b) Putterworth; (e) Cebigev 


În fig. 6.15. b şi 6.15.c sînt arătate două moduri de aproximare a aces- 
tei funcţii ideale. Primul dintre ele se numeşte aprozimare maxim plat, sau 
aproximare Butterworth, în timp ce cel de al doilea este numit aprozimare 
cu ondulații egale, sau aproximare Cebîșev. Aproximarea de tip maxim 
plat este monotonă atit în banda de trecere cît și în banda de oprire, 
erorarea maximă apărînd la frecvența de tăiere. Aproximarea Cebişev 
este oscilatorie în banda de trecere, viriurile ondulaţiilor fiind egale. 
În acest fel, eroarea este distribuită mai uniform în banda de trecere. 

Formele analitice ale acestor funcţii, pînă la un factor de scală, sînt 
date de 


IF (jo) |? = 


1 ; 
> (maxim plat 32 
TT k plat) (32) 


A 1 
F TOERE i ii 
IF (o)| 1E ETE) (ondulații egale), (33) 
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unde è este un număr mic care controlează amplitudinea ondulaţiei. 
œ = 1 corespunde la capătul benzii de trecere și 7, (%) este polinomul! 
Cebișev definit de 


T, (8[j) = cosh (n cosh-ts/j), (34 
care pentru s = jw se reduce la 
T, (0) = cos (n cos tu) pentru |o| <1. (35) 


Problema care se pune este de a găsi funcția de transfer F(s) cînd este 
cunoscut modulul la pătrat pe axa jo. 


Răspunsul maxim plat 


Să considerăm răspunsul Butterworth. În concordanţă cu cele discu- 
tate anterior, se înlocuiesc mai întîi o? cu —s2 în (32). Rezultă, 


1 


G(s) = F (s) P(—s) aE 


(36) 


Această funcție nu are zerouri finite, deci se va factoriza numai numitorul. 
În acest caz aceasta este o chestiune relativ simplă. Zerourile numitorului 
se găsesc scriind 


s2 pa git -1 n) (37a) 
care este pur şi simplu 
s” = +1, (37b) 


unde semnul minus apare pentru n par. Luînd rădăcina 2n în (37 a) găsim 
că polii lui G(s) sînt 


Sp = Elten k — 1,2,..., 2n. (38) 


1) Folosirea literei T pentru polinoamele Cebişev este legată de trecut. Unele din 
lucrările lui Cebişev au fost prima dată publicate în limba franceză, conducind la folosirea 
ortografiei franceze „Tschebyscheff”, san varianta sa „Tchebycheff’’. Această ortografie a 
numelui nu se mai foloseşte în prezent în literatura americană. 
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Astfel, există 2% poli, fiecare din ei avînd modulul egal cu unitatea. 
Polii sînt uniform distribuiţi pe cercul unitate, așa cum este arătat în 
fig. 6.16 pentru cazul n=4. Observăm că părţile imaginare ale polilor 
sint situate în banda de trecere în intervalul œw? < 1. 

Pentru a forma pe F(s) luăm cei n poli din semiplanul sting ai lui 
Gis). Aceștia sînt dați de valorile lui k de la 1 la n. Pentru n=4 rezultă 


3 = ein), şi = gin, 


8, = ei, > gilurs) | 


Planul $ 


Fig. 6.16. Distribuţia polilor pătratului 
modulului funcţiei de transfer Butter- 
worth de gradul n=4. 


În sfirşit, F(s) pentru n = 4 este 
e e le 
(8 — s,) (8 — 82) (S — 53) (S — $4) 
1 
14 2,6135 + 3,4148? + 2,6138? Fat 


F (8) = 
(39) 


Coeficienţii polinoamelor Butterworth pînă la gradul 10 şi factorii 
acestor polinoame sînt dați în tab. 6.1, respectiv tab. 6.2. 

Denumirea „maxim plat” a apărut ca rezultat al următoarei consi- 
deraţii. Scriem seria Taylor a funcţiei (32) pentru intervalul &w?<1. Eroa- 
rea între funcţia modul dorită în acest interval, anume 1, și seria Taylor 
va fi 


1—|P(jo)? = o” — ot +e (40) 


Deoarece eroarea începe cu puterea w?” rezultă că primele n—1 derivate în 
raport cu w? sînt zero la o = 0. De aici rezultă denumirea de maxim plat. 


Nr. n b A A bs b, bs be ! ba i be be 
i : l ! | A 

2 1,4142 | | 

3 2,0000 2,0000 | 

4 2,6131 3,4142 2,6131 | i | i 

5 | 3,2361 5.2361 | 5,2361 | 3,2361 ! | 

6 3,8637 7,4641 i; 9,1416 | 7,1641 | 3,8637 

7 4,4940 10,0978 14,5920 : 14,5920 j 10,0978 | 14,4910 | 

8 5,1528 13,1371  : 21,8462 | 25,6884 | 21,8462 | 13,1371 | 5,1258 ! 

9 5,7688 16,5817 | 31,1634 | 41,9864 |! 41,9864 ' 31,1634 16,5817 5,7588 ' 
10 6,3925 20,4317 į 42,8021 64,8824 | 74,2331 ! 61,8821 -42,8021 20,1317 6,3925 

Nold : bo sl bn sint Intotdeauna egali cu unitatea. 
Tabelul 6.2. 
Factorii poliuoam-lor Butterworth 
Nr. n Vectori 

1 |s+1 

2 s? + 1,41425 +1 

3 (s+ 1)(s2+s+ 1) 

A | (s? + 0,7654s + 1) (52 -+ 1,8478s + 1) 

5 | (s + 1) (52 + 0,6180s + 1) (s2 4- 1,6180s + 1) 

6 (s? + 0,5176s + 1) (52 + 1,1142s + 1)(52+ 1,93t9s - 1) 

7 (s + 1) (s? 4- 0,4450s 4- 1) (s? -|- 1,2470s -i- 1) (s? =: 1,8019s ~- 1) 

8 (s? + 0,3002s + 1) (s? -l- 1,111s + 1)(s2 + 1,1663s -+ 1) (52 + 1,9616s .- 1) 

9 (s + 1) (s2 + 0,3473s J- 1)(s2-+ s + 1) (52 + 1,5321s + 1)(s2-r 1,87945 -i 1) 

10 (s? + 0,3129s + 1) (s? -+ 0,0085 + 1) (s? 1,11425 - 1) (s? + 1,78205 + 1) (s? + 1,9795 - 1) 


Coeficienţii polilnoanielor Butterworth: bo + bis -+++ bas" 


Tabelul 6.1. 


sot 


IHYLNAZJY d4u 


LIODUD 4A UOTMİLƏNNAA JIV 
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Funcţia Butterworth ilustrată este deosebit de simplă, deoarece toate 
zerourile sale sînt la infinit. Este însă posibil de a introduce o funcţie de 
tip maxim plat modificată, care să conţină unele zerouri finite. Observăm 
că funcţiile modul la pătrat (32) şi (33) sînt de forma 


i 1 
ae PIN E IERI -o 
ie) a (41) 


unde f(w?) este o funcţie pară de œw; variabila este exprimată în œ? pen- 

tru a accentua acest fapt. În cazul funcției Butterworth f(w2) este w? 

ridicat la o putere ; în cazul ondulațiilor egale f(w?) este un polinom. 
Acum presupunem că f(w2) este o funcție rațională 


2 o? 
f (0?) = Plat) (42) 
unde 
P(o?) = 1 + aw? + agati + -:: H ayo 


este un polinom al cărui grad 2k în œ este mai mic decit 2n. Atunci 
iF(jœ)|? şi diferența dintre funcția dorită în banda de trecere, anume 1, 
şi această funcție devin 


ni P (02) 
F 2o E , 
E aN P(02) + œo” 


(43) 


şi respectiv 
gn 
l1—\Fljo] = —<— 
A E 
(44) 
= o™[1 — aw? + (a + a) ot—--]. 


În ultima expresie s-a obținut o serie de puteri. Din nou seria începe cu 
puterea w?” și în felul acesta primele n—1 derivate în raport cu w? ale ero- 
rii sînt zero la œ = 0. Funcția modul la pătrat din (43) este de asemenea 
de tip maxim plat. Spre deosebire de funcția Butterworth ea are însă 
unele zerouri finite. 

Ca exemplu considerăm următoarea funcție modul la pătrat 


1,838 — 1,3464? + 0,2460 (1,355 — 0,49603)? 


IP (jo)? = Da = , 
1,838 — 1,3460? + 0,24604+ a? (1,355 — 0,49602)? + e 
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Observăm că coeficienții corespunzători din numărător și numitor sint 
egali pînă la cea mai mare putere a numărătorului, aşa cum cere (43). 
Punînd w2= —s2 se obţine 


Pa iiy a 049000) 
(1,355 + 0,49682)? + 8 


(1,355 + 0,49682) 


(s? + 1,98 + 1) (s2 + 1,055 + 1,335) 


xX 


Saul 


0,496 (s? + 2,73) 


Foa e alta ii id FINE 
(32 +1,98 + 1) (32 + 1,058 + 1,355) 


Fig. 6.17. Distribuţia polilor pentru 
exemplu. Punctele corespund polilor 
răspunsului Butterworth. 


Observăm că zerourile duble ale lui F(s). P(—s) sînt repartizate în mod 
egal lui F(s) și lui P(—s). Poziţiile polilor și zerourilor lui F (s) 
sînt arătate în fig. 6.17 şi sint comparate cu polii funcţiei Butterworth 
de gradul 4. 


6.4. DETERMINAREA UNEI FUNCŢII DE CIRCUIT DIN MODULUL SĂU 411 


Răspunsul Cebîşev 


În continuare examinăm răspunsul Cebîşev din (33). În prima eta- 
pă inlocuim pe jœ prin s. Apoi pentru a găsi polii facem numitorul egal 
cu zero. Utilizind (34) rezultă 


Ta (+) = cosh (n cosh”1 a = E (45) 
j j ò 


Pentru rezolvarea acestei ecuații definim o nouă variabilă w = 2 + jy 
şi scriem 


s = j cosh w = j cosh (2 + jy) (46a) 
şi în consecință 


Ti (5) = cosh nw = cosh n (2 + jy) = =: (46b) 
J 


Dacă dezvoltăm cosh nw din ultima ecuație şi egalăm părțile reale și res- 
pectiv, părțile imaginare din ambii membrii ai ecuației, găsim valorile lui æ şi 
ii ce. satisface ecuația. Substituind aceste valori în (46 a) găsim valorile 
corespunzătoare ale lui s. Acestea sînt poziţiile polilor. Dacă le notăm prin 
x, = c, + jo, rezultatul operaţiilor indicate va fi 


o, = Sinh ( ; sinh i) sin aN T , (47a) 
n ò T 2 

w, = cosh P sinh-! 3] COS 20 a, (47b) 
n ò n 2 


Cititorul poate verifica aceste ecuații. 

În scopul obținerii unor interpretări pentru aceste expresii aparent 
complicate, le împărțim pe fiecare din ele prin funcția hiperbolică, ridicăm 
a pătrat ambele părţi și adunăm ; rezultatul va fi 


POI E. O OR Ea 
Se o e 1 anl (49) 
sinh? | —- sinh a cosh | — sinh a] 
n Ò n ò 


Aceasta este ecuația unei elipse în planul s. Axa mare a elipsei va fi 
dealungul axei jw, deoarece cosinusul hiperbolice de variabilă reală este 
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totdeauna mai mare decit sinusul hiperbolice. Poziţiile polilor pentru n =4 
sint arătate în fig. 6.18. 

În sfîrşit, polii din semiplanul stîng ai lui G(s) sint repartizaţi lui 
F(s) şi operaţiunea este terminată 


Ww 
A 
N P'anul Ş 


Fig. 6.18. Distribuţia polilor pătratului Ak 
modulului funcției de transfer Cebișev 
de gradul n=- == — 9 


Pentru un caz tipic, dacă ondulația permisă dată este è = 0,1 şi 
gradul este n = 4, pozițiile polilor se găsesc din (47) și funcţia de transfer 
ce se obține este 


1 
TF (3) = ere e ie 1Sa 11 aois 
i (8? + 0,6448 + 1,534) (32 + 1,5198 + 0,823) 


1 
“gi + 2,1683 + 3,318? + 2,868 + 1,2 


6.5. CALCULUL UNEI FUNCȚII DE CIRCUIT 
DINTR-O FAZĂ DATĂ 


În ultimul paragraf am găsit că pornind de la o funcţie rațională 
pară, care satisface condiţiile necesare pentru realizabilitate, sub forma 
pătratului modulului unei funcţii de circuit — putem determina o funcție 
rațională F(s) (uneori mai mult decit una) astfel ca pătratul modulului 
lui F(s) pe axa jw să fie egal cu funcţia dată. Funcţia devine unică cînd 
se cere să fie de fază minimă. 
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—— 


În prezentul paragraf vom discuta posibilitatea unui procedeu 
similar pentru determinare unei funcții raţionale din funcţia fază. Repe- 
-ăm aici expresia fazei unei funcţii de transfer dată în (14 b); 


1 Fijo) 
aile S 39 
Plo) =y "Fjo no 
__FUo) = pio , (49 b) 
Fi io) 


În cele ce urmează vom presupune că funcţia dată este tangenta lui Î(o) 
pe care o vom denumi funcţia tngentă. În plus, deoarece vom utiliza des- 


zul de des raportul din membrul sting al relației (49 b), să-l notăm cu un 
-imbol. Fie 


F(s 
igas 4 (50) 
F(—s) 
În continuare vom numi această funcție, funcția A. 
Cu aceste precizări, observăm că pentru tan Ø(w) putem serie 
„ib —gid gi20 ES | ` dna 
Sari E e 3 ae E a E, (51) 


şib + sit io +1 Aljo) +1 


Ultimul membru rezultă din (49) şi (50). Explicitind pe A din (51) 
rezultă 

A +jtan p(o) 
1 — jtan (o) 


Să stabilim condițiile pe care funcția tangentă trebuie să le satis- 
facă pentru a fi o funcție realizabilă. Notăm că 


A(jo) = (32) 


tan (o) = Aw) , (53) 


unde R şi X sint părțile reală şi imaginară ale unei funcţii de circuit. 
(unoaştem că acestea sînt respectiv funcţii pare şi impare de œw. Prin 
urmare tan Ø(w) trebuie în mod necesar să fie o funcție rațională impară. 
Nu există alte restricţii pe care să le impunem acestei funcţii, în afară de 
cazul cînd specificăm, că funcția F(s) dorită trebuie să fie o funcţie de 
intrare sau de transfer. 

Dacă o funcţie raţională impară este preserisă ca funcție tangentă, 
primu etapă va fi formarea lui A(jœ) în conformitate cu (52). Dacă acum 
inlocuim pe jœ prin s obținem raportul lui F(s) la P(—s), în conformitate 
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cu (50). Intrebarea este: cum determinăm F(s) din acest raport? Aici, 
situaţia nu mai este atit de simplă cum a fost în cazul funcției modul. 


Pentru a determina pe F(s) îl scriem ca raportul a două polinoame 


Li), 


F(s) = 
i Pa(S) 


(34 


Atunci A(s) poate fi scris 


F(s) #8) Pa(—8) (55, 


A(s) = i 
F(—s) Pi(—s) Pas) 


Problema poate fi pusă acum din nou ca o problemă de determinarea lui P,(s; 
şi P,(s) cînd se cunoaște funcţia din partea dreaptă a ultimei ecuaţii. Obser- 
văm că A(s) va avea întotdeauna zerouri în semiplanul drept și 
va avea în mod obişnuit şi poli în acest semiplan. A(s) diferă de o 
funcţie trece tot prin aceea că poate avea atit poli, cît şi zerouri în semi- 
planul drept. Pe de altă parte, ea este asemănătoare cu o funcţie trece tot 
în care fiecare zero este negativul unui pol. De fapt, ea poate fi exprimată 
ca raportul a două funcţii trece tot, dar acest lucru nu este util pentru 
scopul nostru. Ea nu poate avea nici zerouri nici poli pe axa jw, deoarece 
dacă P,(s) are o pereche de astfel de zerouri, la fel va avea şi P,(—s), 
astfel încît ele se vor simplifica în raport; raţionăm în mod analog dacă 
PA(s) are zerouri pe axa ]. 

Să considerăm acum repartizarea polilor din A(s) lui P,(—s), sau 
P„(s). Orice pol al lui A(s) din semiplanul drept trebuie să aparțină lui 
P,(—s), deoarece P,(s) nu poate avea zerouri în semiplanul drept. Pe de 
altă parte polii din semiplanul stîng nu pot fi repartizaţi în mod unic lui 
Pa(8), sau lui P,(—s). Dacă repartizăm unul din polii din semiplanul 
sting lui P,(—s), atunci P.(s) va avea factorul corespunzător în 
semiplanul drept, indicînd că funcţia de transfer este de fază neminimă. 
Fireşte, distribuţia polilor şi zerourilor va fi dictată de gradele admise 
pentru numărătorul și numitorul lui F(s). 

Odată ce P,(s) şi P,(—s) au fost stabilite din numitorul lui A(s), 
nu mai este necesar de a examina numărătorul, deoarece acum funcţia, de 
transfer va fi cunoscută ; este necesar numai a înlocui —s prin s în P,(—s) 
pentru a obţine P,(s). 

Să ilustrăm acest procedeu cu ajutorul unui exemplu. Presupunem 
că se dă 


tanð(o) = deea (56) 
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Prima etapă este substituţia lui (56), în (52) pentru a obţine A(jw). 
Rezultatul este 


PI PRE < e De a, 
2 — 32 — jo? + jtw 


Dacă înlocuim jw cu s, obţinem 


A(s) = - — 8? +3 — 4s 4+2 _ (1—8) (s? — 2s + 2) 

s3 +38? 44s +2 (8 + 1)(s? + 2s +2) 
Găsim că toți polii lui A(s) sint în semiplanul stîng, în timp ce zerourile 
sint în semiplanul drept. Deci nu există un mod unic de repartizare a poli- 
lor şi zerourilor lui F(s). Oricare din următoarele funcţii vor fi convenabile 


1 


R EEEE 57 

„() iei oy (57 a) 
1—s a 

F(s) = aa 254 A (570) 
(s8? — 2s +1), m 

F(s) = TE (57 ©) 


Observăm că ultimele două au zerouri în semiplanul drept. Fiecare din 
aceste funcţii vor avea aceeași fază pentru toate valorile lui œ, dar mo- 
«ulele lor vor îi diferite. Dacă se cere ca F(s) să fie de fază minimă, soluţia 
va fi unică şi anume prima funcţie din (57)!). 

În calculele de pînă acum am presupus că (6) este specificat ca 
funcție continuă de œ. Dacă, însă, o funcţie F(s) are poli sau zerouri pe 
axa ju, functia corespunzătoare de fază Dlo) va avea discontinuități de 
—m la fiecare pol și zero. În astfel de cazuri considerăm discontinuitățile 


separat, aplicînd procedeul de mai sus „părții continue” a funcției, 
adică seriem 


Dlo) = bo) + Şi Tu (o — o). (58) 


nnde ®,(%) este o funcție continuă. Indicele j se extinde asupra tuturor 
zerourilor și polilor de pe axa jw, iar semnul minus se aplică polilor. 


D Chiar şi această unicitate este pină la o constantă de multiplicare. Faza este în mo 
evident independentă de o constantă de ciştig real pozilivă. 
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Acum trebuie să identificăm discontinuităţile. Pentru aceasta 
examinăm un factor tipic din F(s) (factor pol sau zero) : 


(s — joo) i ie = jlo — oo). 


Evident acest factor variază de la —7 la +j cînd œ creşte trecînd prin 
w Aşadar, cind se trece printr-un zero pe axa jw, în direcția creşterii lui 
w, faza lui F(s) creşte brusc cu ~v ; cînd trecem printr-un pol, ®(w) deseres- 
te cu x. Astfel putem reconstitui toți polii și zerourile lui F(s) observind 
discontinuităţile în funcția dată. 


6.6. CALCULUL UNEI FUNCȚII DE CIRCUIT DIN PARTEA 
REALĂ DATĂ 


În ultimele două paragrafe am studiat posibilitatea determinării 
unei funcţii de circuit dintr-o funcție rațională de w dată, care era fie 
modulul funcţiei, fie tangenta unghiului său pe axa jo. Am găsit că în 
cele mai multe cazuri, nu este posibil a obține o soluţie unică, în afară de 
cazul în care funcția este de fază minimă. Cu toate acestea este posibil 
să se determine un număr de funcții care vor satisface cerințele. În cazul 
unui modul dat putem găsi un număr de funcţii de transfer care au mo- 
dulul pe axa jw egal cu cel dat, dar diferă una de alta prin fazele lor. Ana- 
log, fiind dată o funcţie tangentă putem găsi un număr de funcții de trans- 
fer care an aceeaşi fază pe jo, dar diferă prin modul. În acest paragraf 
vom discuta anumite procedee de calcul care vor permite calcularea func- 
tiei de circuit din partea sa reală pe axa jo. 

Din nou trebuie soluționată problema unicităţii. Cunoscind partea 
reală pe axa j a unei funcţii de circuit este aceasta din urmă, determinată 
în mod unic? Putem imediat să concepem mai multe circuite diferite 
ale căror funcții de circuit să aibă aceeaşi parte reală, astfel că răspunsul 
la întrebarea anterioară este negativ. Ca exemplu presupunem că funcţia 
cerută este o funcţie admitanță de intrare. Considerăm circuitul arătat 
în fig. 6.19 a. În partea (b) a figurii este conectată o latură suplimentară 
la bornele de intrare. Admitanţa celui de al doilea circuit este 


sC 


Y(s)= Y PE E 
1(8) (s) + LOLA 


Partea sa reală pe axa j este 


Sa i PI oC 
ReLYulju)! = Bel Yo) + Ref 2%, z |= Ret Yio 
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adică părţile reale ale celor două admitanţe sînt aceleaşi, deşi admitanţele 
sint diferite. Funcţia Y,(s) diferă de Y(s) deoarece are o pereche de poli 
pe axa jw. Dacă se dă partea reală, nu putem determina alegerea între 
Y(s) sau Y,(8). De fapt un număr infinit de funcţii, care diferă de Y(s) 
prin poli adiţionali pe axa jw, vor avea aceeaşi parte reală pe axa ju. 
Atunci, ceea ce putem spera să obţinem dintr-o parte reală dată, este 
funcţia particulară, care nu are nici un pol pe axa jo.” 


Fig. 6.19. Două circuite a căror admitanţe au acecaşi 
parte reală. 


Metoda Bode 


Să ne reintoareem la paragraful 6.1 şi să considerăm partea reală a 
funcției începînd cu (8) şi sfiîrşind cu (13). Dacă o funcție de w raţională, 
pară, fără poli la frecvenţe reale finite sau la infinit, este partea reală a 
unei funcții de circuit, înlocuim pe jœ cu s și obținem partea pară a lui 
F(s). Astfel 


Io) -> Par F(s) = ; [E(s) + F(—s)l. (59) 


jo=s 


Problema care ne interesează este de a găsi F(s) din partea sa pară. Con- 
form celor discutate în paragraful 6.1, polii lui Par F(s) au simetrie cua- 
drantală. Polii lui Par F(s) din semiplanul stîng aparțin lui F(s); polii din 
semiplanul drept aparțin lui F(—s). Dacă F(s) are o valoare diferită de 
zero la infinit, atunci F(—s) va avea aceeaşi valoare. Este evident acum 
cum se va găsi F(s) din Par F(s): se dezvoltă Par F(s) în fracții partiale 
şi se grupează toți termenii cu polii în semiplanul stîng; dacă există 
un termen constant în dezvoltare, se adaugă jumătate din el grupului ; 
în final se multiplică prin 2. 


D O astfel de funcție este o funcție de susceplanță minimă dacă este vorba despre o 
admitanță, sau o funcție de reaclanfă minimă dacă este vorba despre o impedanță. Această 
condiție impusă funcțiilor de intrare este analogă condiției de fază minimă la funcțiile de 
transter. 
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Pentru exemplificare fie 


partea reală dată. Prima etapă este inlocuirea lui œ? cu —s2, ceea ce 
conduce la 


Îi rE e Ati lieu a Ea 
= 1— (8+1) (82+s+1)(1—8)(s8—8s+1) 


aff 1., 82. ( 1 _2—s8 J] 
aT saan 


Am discutat deja pozițiile polilor acestei funcții particulare în legătură 
cu răspunsul Butterworth. Numitorul poate fi factorizat, aşa cum s-a 
arătat, obţinînd astfel dezvoltarea în fracții parțiale. F(s) se identifică 
uşor din polii situați în semiplanul stîng. Se obține 


(60) 


2 
F (8) = eie + o a E ai di e. A (61) 
s+1 8&+s+1 83 +282? +28+1 


Procedeul descris aici a fost propus pentru prima dată de Bode, 
astfel încit îl vom denumi metoda Bode. 


Metoda Gewertz 


O altă abordare a fost propusă pentru prima dată de Gewertz. 
Pentru a schiţa această metodă, să scriem F (8) ca raportul a două poli- 
noame. Astfel 


ao +S + a8? + 5 Fans” sei ma(8)-+ (8) (62) 


F(s) = a 
bo tbis +b:8?+ +b, ma(8)+n,(8) 
unde m-urile se referă la partea pară a numărătorului și numitorului, iar 
n-urile la părţile impare. Partea pară a lui F (8) se poate scrie ca în (11a) 
Astfel 


Par F(s) = Paz, _ AtA’ tA te" HA, (63) 
m — Na Bo+ Bs32+ Bot+--: + Bas? 
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in care partea din dreapta s-a scris sub formă dezvoltată. Cind o funcţie 
parte reală este specificată ca funcţie raţională pară în w, membrul drept 
al lui (63) se obţine înlocuind w? prin —s2. Vom opera mai întîi asupra nu- 
mitorului. Deoarece polii lui Par F(s) sînt aceia ai lui F(s) și P(—s), cei 
care aparţin lui F(s) vor fi situaţi în semiplanul sting. Deci, cînd factorizăm 
numitorul lui (63), atribuim lui F(s) toți factorii din semiplanul sting. 
În acest mod, numitorul lui F(s) din (62) devine cunoscut. 

Să ne întoarcem la numărător. Presupunem că scriem funcţia rațională 
F(s) ca în (62), cu coeficienți literali necunoscuţi la numărător, dar avind 
coeficienţii numitorului cunoscuţi. Formăm atunci expresia m>— nn 
şi o egalăm cu numărătorul funcţiei date în (63). Egalarea coeficienţilor 
acelorași puteri ale lui s în cei doi membrii ai acestei ecuaţii permite afla- 
rea necunoscutelor. Observăm că aici sînt implicaţi trei seturi de coefici- 
enţi : literele a, literele A şi literele b. Din aceștia în această etapă, ulti- 
mele două seturi sînt cunoscute; numai coeficienţii a sînt necunoscuţi. 

Să aplicăm procedeul indicat mai sus. Identificind m, Ma, nis 
n, din (62) putem scrie 


MM, — Miha = (aota? +.) (bo + b8? +...) — 
— (m8 + a8? +-+) (b8 + b8? +.) = (64) 
= Ap + 4,8? +e Am, 
Egalind coeficienții obținem 
A9 = aobo 
A, = Aoba + boaz — abys 


A, = doba tabr + tubo —ab3—azb, 


i 
A=y (0% apa beci (65) 


ja -k 


Pentru a găsi necunoscutele a, trebuie să rezolvăm acest sistem de ecu- 
aţii liniare. 

Vom exemplifica folosind funcţia din (60) deja tratată prin metoda 
Bode. Factorii din semiplanul stîng de la numitorul acestei expresii sînt 


Maha = (8+1) (824+84+1) = 394+2824+28+1, 
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Deoarece R(w) dat este zero la infinit, la fel trebuie să fie și F(s) la infinit. 
Deci numărătorul lui F(s) trebuie să fie de forma 


MF = 48? +0 S + 09. 


Introducind ultimele două ecuații în (65) și utilizînd faptul că toţi 
coeficienţii ,„,A” sînt zero cu excepţia lui A, care este egal cu unitatea, 
obținem 


l = a; 
0 = 2a, — a. 


Aceste ecuaţii se rezolvă și se găsesc următorii coeficienți a,=1, a,= - -» 
3 


*) 


ap = f . Funcția de circuit astfel obținută verifică pe cea găsită anterior 


in (61). 


Metoda Miyata 


O variantă a acestor metode este datorată lui Miyata. Fiind dată 
F(s) din (62), partea pară este dată de (63). Acum considerăm o nouă 
funcție F(s) a cărei parte pară este 


Par Fo(s) = - Sau, (66) 
1N3—nă 

unde mp-+n2 este acelaşi numitor ca şi al lui F(s). Folosind metoda 
Bode sau Gewertz, găsim funcţia F(s) în care Par F, este partea pară. 
Să o scriem astfel 


Pale) = Pet e. (67) 
Nea + hp 


Numărătorul părții pare a acestei expresii este MoMo — oh şi conform 
A 
lui (66) este egal cu 1. Considerăm apoi o nouă funcție F(s) formată prin 
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multiplicarea lui Fo(s) prin myma—nhah2, care este numărătorul părții 
pare a lui F(s) şi formăm partea sa pară 


F(s) = (MM, — haha) (mo + no) i (68a) 


M +a 


Par Pis) ia (MoMo —NoN) (MM — Nha) _ Mata — NM 


m22 aie aie 
M — ua m3—nž 


= Par F(s). (68b) 


Ultima expresie rezultă din faptul că mym —ngna = 1. Astfel F(s) şi F(s) 


au aceeaşi parte pară, dar F(s) în (68a) poate avea un pol de ordin mai 
mare la infinit (din cauză că gradul numărătorului poate fi mai mare 
decit al numitorului). Presupunem că numărătorul se divide prin numitor, 
rezultînd un polinom cit, g(s), și un rest de grad mai mic, sau de grad egal 
gradul numitorului. 


Astfel 
F(s) = q(s)+F 48) (69a) 
și 
Par F(s) = Par g(s) + Par F,(8). (69b) 


Partea pară a polinomului q(s) este suma tuturor puterilor sale pare, 
dacă acestea există. Dacă gq(s) ar avea cel puţin o putere pară, atunci 
partea dreaptă a ultimei ecuaţii ar deveni infinită cînd s tinde către infinit, 
in timp ce după cum se vede din (68b), partea stingă nu are această com- 


portare. În concluzie, q(s) este un polinom impar, astfel încît Par F = 
= Par F, şi deci Par F,= Par F din (680). În plus, funcţia rest are aceiași 
poli ca şi funcţia specificată ; prin urmare ea este funcţia dorită, adică 
F(s) = F(s). 

În rezumat, putem spune că atunci cînd se dă o funcție pară rațio- 
nală (mm, — nn) (m}—n3), se determină funcția de circuit F (s) a cărei 
parte pară este 1/(m3—n3). Această funcție este apoi multiplicată cu 
(M M, — Nnn) şi împărțită, pînă ce funcția rest nu are pol la infinit. Aceasta 
este funcția dorită a cărei parte pară este funcția dată. 

Pentru a exemplifica fie 


Su Ala a 


Par F(s) a 
—s 
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Atunci 


Dar aceasta este aceeaşi funcție ca cea anterioară considerată în (60 
Şi (61). Astfel 


1 9824+4s5+3 B 


Fas)=. 
S 334-9824+98+1 
şi 
288 + 485 + Tsi + 889 + 1082 +85+6 
381 + 68? + 6) Pp(8)= -maut - = 
( + 68? + 6)Fo(8) s3 2st 42s 41 
482 + 594+6 
= 283 + 38 + ——— 
E E ae oja al 
deci 
2 Ls 
F(s) 485 tös+6 


sos cos 


6.7. RELAȚII INTEGRALE ÎNTRE PĂRȚILE REALĂ 
ȘI IMAGINARĂ 


În paragrafele precedente s-au discutat metodele algebrice pentru 
determinarea unei funcţii de circuit ca o funcţie raţională de s. dindu-se 
una din componentele funcţiei ca funcţie raţională, unde prin ,,o compo- 
nentă a funcției” înţelegem: partea reală, partea imaginară, faza 
(sau tangenta fazei), modulul (sau logaritmul modulului). Un dezavan- 
taj al acestor metode este că componenta dată trebuie întotdeauna 
să fie într-o formă rațională realizabilă. Dacă, spre exemplu, se dă 
partea reală grafic, sau chiar analitic dar nu sub forma unei funcţii raţio- 
nale, este necesar mai întîi să se determine o aproximare raţională realizabilă 
înainte de a trece la găsirea funcţiei de circuit, şi din aceasta, oricare din 
celelalte componente. 

Funcţiile de circuit sînt funcţii analitice de variabilă complexă şi 
deci părţile lor reală şi imaginară sînt legate prin ecuaţiile Cauchy-Riemann. 
Totuşi aceste ecuaţii sînt relații implicite şi nu constituie formule expli- 
cite de calcul a unei componente din cealaltă. În acest paragraf vom pre- 
zenta un număr de relaţii între părţile unei funcţii de circuit. Acestea sînt 
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binecunoscute în matematică ca transformate Hilbert. Totuși, deoarece 
ele au fost folosite în teoria circuitelor pentru prima dată de Bode, le vom 
numi formulele Bode. Un avantaj imediat al acestor relaţii este acela că 
componenta unei funcţii poate fi dată grafic: mai mult decît atit, for- 
mulele Bode au multe implicaţii și aplicaţii uzuale, unele din ele fiind 
discutate aici. 

Deoarece ne ocupăm de funcţii analitice de variabilă complexă, un 
punct de plecare pentiu a lega componentele unei funcţii poate fi formula 
integrală a lui Cauchy (vezi Anexa 2), care spune că 


F(s) = I $ ale): dz. (70) 
c 


27j Jo 2—8 


În această expresie C este un contur închis în interiorul căruia şi pe care 
F(s) este analitică ; z este un punct de pe contur, în timp ce s este un punct 
in interiorul contuului. Dacă conturul este un cere și exprimăm atit z cît 
si s în ccoreonate polare, yem putea exprima partea reală şi imaginară 
a lui F(s) în funcţie de partea sa reală sau imaginară, pe cerc. În sfir- 
sit, cu ajutorul unei transformări, cercul este transformat în axa imagi- 
pară. Expresiile rezultate legînd părţile reală și imaginară vor fi transfor- 
matele Hilbert. 

O altă abordare a problemei, pe care o vom adopta aici, are ca punct 
de plecare teorema integralei lui Cauchy (vezi Anexa 2). Această teoremă 
spune că integrala če contur a unei funcții, de-a lungul unui contur în 
interiorul căruia și pe care funcţia este analitică, este egală cu zero. Pen- 
tru a aplica această teoremă, este necesar de a cunoaşte 1) conturul de 
integrare şi 2) funcţia ce urmează a fi integrată. În problema noastră, 
conturul de integrare trebuie să includă axa imaginară deoarece dorim 
va rezultatul final să conţină părţile reală și imaginară pe axa j, ale func- 
tiei de circuit. Prin urmare, deoarece funcţiile de care ne ocupăm sînt ana- 
litice în întreg semiplanul drept, conturul de integrare ce-l vom alege va fi 
axa jo şi un semicerc de rază infinită în semiplanul drept. Conform teo- 
remei lui Cauchy, integrala pe acest contur închis va fi zero. Rămiîne deci 
så caleulăm contribuţia fiecărei părţi a conturului. 

Fie F(s) o funcţie de circuit, de intrare sau de transfer ; în mod obiș- 
nuit scriem 


F(jo) = R(o) + jă(o), (Tla) 
nF(jo) = a(0)+jb(o), (71b) 
in care x(w) = In;F(ju)| este funcția cîştig și Ø (w) funcția fază. Dacă 


Fis) este o funcție de intrare, ea nu va avea poli și zerouri în semiplanul 
drept. Deci In F(s) va fi analitică în semiplanul drept. Dacă F(s) este func- 
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ţie de transfer, atunci In F(s) va fi analitică în semiplanul drept, numai 
dacă F(s) este funcţie de fază minimă. Deci rezultatele ce le vom obţine 
se vor aplica atit lui F(s) cit și lui InF(s), cît timp F(s) este funcție de 
fază minimă. 

Să considerăm acum polii posibili ai lui F(s) pe axa ju. Stim că 
asemenea, poli trebuie să fie simpli. În efectuarea integralei de contur, ast- 
fel de poli trebuie ocoliţi printr-o mică deviere spre dreapta inclusă in 
contur. Contribuţia acestei ocoliri la integrala totală va fi de 27; ori jumă- 
tatea reziduului integrandului în polul respectiv (vezi Anexa 2). Scopul 
nostru este acela de a obţine expresiile ce leagă partea reală a unei funcţii 
de circuit de partea imaginară, astfel încît cînd se dă una din ele să putem 
calcula pe cealaltă. Astfel e posibil să nu cunoaștem reziduurile în polii 
de pe axa j. Prin urmare vom presupune că F(s) nu are poli pe axa ju. 
aceasta include punctele zero şi infinit, deci F(s) este presupusă analitică 
la zero și la infinit. 

Dacă F(s) are un pol pe axa ju, atunci ln F(s) va avea acolo un punct 
singular logaritmic. Dacă integrandul se referă la InFP(s), vom alege din nou 
un contur ce ocolește această singularitate. Dar din cauză că singularitatea 
este logaritmică această ocolire nu va aduce nici o contribuţie la integrala 
de contur (vezi Anexa 2). Deci, în caz că integrandul pe care il alegem se 
referă la In F(s), putem permite ca F(s) să aibă poli simpli pe axa jo. 
În cele ce urmează vom considera totdeauna funcţia din integrand ca 
fiind F(s). Totuşi, se obţin rezultate identice dacă se inlocuieste F(s) 
prin In F(s). În formule, R(%w) va fi înlocuit prin a(w) şi (w) prin O (o). 

Să considerăm acum integrarea unei funcții de circuit F(s), care este 
analitică pe axa jw incluzind zero şi infinit, de-alungul unui contur ca cel 
arătat în fig. 6.20 a, care constă din intreaga axă jo şi un arc semicircular 
de rază infinită în dreapta axei. Conform teoremei lui Cauchy, integrala 
lui F(s) va fi zero. Procedeul nostru va consta în evaluarea contribuţiilor 
acelor părți ale conturului unde integrala se poate face, după care ex- 
primăn părțile rămase în funcție de aceasta. Plecind de la aceste conside- 


q b 


Fig. 6.20. Conturul de integrare. 
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rente este evident că nu vom putea obţine tipul de relaţii căutate avind 
ca integrand numai pe F(s). Nu va fi ales nici un punct particular pe axa 
jo asupra căruia să ne îndreptăm atenţia. 

Presupunem că împărţim F(s) prin s—jw înaintea integrării, unde 
wg poate fi orice valoare a lui w. Aceasta va introduce un pol pe axa jo 
in integrand. Pentru a aplica teorema lui Cauchy vom ocoli acest pol cu 
ajutorul unui mie are semicircular C,, așa cum se vede în fig. 6.20 b. Con- 
turul complet cuprinde acum trei părţi. Să evaluăm contribuţia arcului 
C, Aceasta duce la considerarea valorii lui F(s) în s=jog. Observăm că 
rezultatul integrării nu va îi o funcţie de s care este numai o variabilă 
auxiliară, ci de eg, care este un punct arbitrar pe axa jw. Va fi convenabil 
să folosim un simbol diferit pentru variabila auxiliară, de exemplu z= 
= z-+jy. Atunci punctul jw, poate fi notat din nou ju. 

Dacă F(s) este o funcţie de circuit care este analitică pe întreaga 
axă jo și în semiplanul drept, aplicarea teoremei lui Cauchy conduce la 
următorul rezultat : 


$ Eaa -dz = 0, (12) 


z—jo 


unde conturul închis este cel din fig. 6.20 b. 

Conturul complet cuprinde trei părți : semicercul mare C,, semicereul 
mie C, din jurul punctului z= ju şi axa imaginară. Contribuţia semicereului 
mie este de 2zj ori jumătatea reziduului integrandului în z=jo, care 
este F(jw). Pentru calculul contribuției semicereului de rază infinită să 
presupunem iniţial că acesta are raza finită, cu z = Roc”. Atunci 


f jo -n;2 Le 
A ie =Í Rat). iR edo jF ao (73) 
le, 2—jo co Ret —jo R+ o “n 3 


ERS jr P(oo), 


unde F(oo) este valoarea lui F(s) la s = co. Astfel cînd R, tinde către in- 
finit, integrala pe C, tinde către —jrP(co). Deoarece partea imaginară 
trebuie să fie zero la infinit, P(oc) este de asemenea egal cu R(00). 

Acum a mai rămas restul conturului. Pentru acesta se poate scrie. 


w-r j Ro j > j pm 
lim Í F(jy) dy +| FUy) a| =f F(jy) dy. (74) 
i da -R Y— Q ur YOU -œ Y— O 


Observăm că integrarea de-alungul axei imaginare trebuie să evite polul 
*=jo în mod simetric. Aceasta va conduce la valoarea principală a 
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integralei din dreapta. În toate integrale ce urmează vom presupune 
acest lucru. Ținînd seama de toate aceste rezultate şi de (72) putem serie 


Ş FU dy = int P(o)—F(jo)]. (73) 


-æ y—a 


Dacă scriem apoi F(ju) şi F(jy) în funcţie de părţile reală şi imaginară și 
egalăm respectiv părţile reală și imaginară din cei doi membri obţinem 
în sfirşit 


Ro) = R(oo) — 1e ay (16a) 
aed ( BU) gy, (76b) 


T . — 99 Y — 


Lăsăm cititorului detaliile de calcul pentru a obține aceste relații, 

Semnificația acestor două expresii este foarte importantă. Cea de 
a doua expresie arată că fiind dată o funcție care este partea reală a unei 
funcții de circuit pentru orice frecvență, partea imaginară a funcției este 
complet determinată, presupunînd că funcția de circuit nu are poli pe axa 
jw. Analog, dacă se dă partea imaginară la toate frecvențele, atunci partea 
reală este complet determinată pînă la o constantă aditivă. 

Reamintim că rezultatele se aplică şi în cazul în care F(s) se înlocu- 
ieşte prin logaritmul său. Totuși în acest caz, trebuie să impunem ca F(s) 
să fie de fază minimă (dacă reprezintă o funcție de transfer). Pe de altă 
parte, putem să renunțăm la condiția de analiticitate a lui F(s) pe axa 
jw. Un pol simplu al lui F(s) pe axa jw devine o singularitate logaritmică 
a lui In F(s), iar o astfel de singularitate nu aduce nici o contribuție la 
integrală după cum s-a menționat anterior. Astfel pentru funcții de trans- 
fer de fază minimă, relațiile (76) avind pe R și X înlocuite prin « şi Ø, dau 
legătura între cîştig şi fază pentru orice frecvență. 

Să obținem acum alte forme pentru cele două expresii de bază din 
(76), care vor da noi informații asupra relațiilor și vor pune în evidență 
detalii care nu sînt imediat aparente din aceste expresii. Reamintim că 
părți e reală şi imaginară sint respectiv funcții pară şi impară de frecvență. 


Să folosim acest fapt și să scriem (76 b) după cum urmează: 
10 R l(* R 
X(o) =- BOLAR EALE A (77) 
T J-o Y—w T-o Yy—u 
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În prima din aceste integrale înlocuim y prin -y și schimbăm limitele în 
mod corespunzător. Rezultatul este 


R SN x 
| EURT =( a A ipe a “(a8) 
.-% Y— Q æ% —(y—0) "0 y+a 


Ultima egalitate rezultă din faptul că R(y) = R(—y). Substituind acea- 
sta în (77) obținem 


% [- -] 7 
X(w =- R(y |; A ae d w =] A) dy. (79) 
Y—uv y+u T 


În mod complet analog plecind de la (76 a) obținem 


R(o) = Rqoo)— 2È" VA). ay. (80) 


To Y?— w? 


În ultimele două expresii se vede că integrandul tinde la infinit pe 
conturul de integrare în punctul y=w. Acest lucru este numai aparent, 
deoarece trebuie să luăm integrala numai prin valoarea sa principală. 
Chiar această dificultate aparentă se poate înlătura dacă observăm prin 
integrare directă că 


\ —-—*---- = 0, (81) 


folosind din nou valoarea principală a integralei. Deci, se poate scădea 
R (w)/(y?— w?) din integrandul din (79) şi wX (0)/(y2—cw2) din integran- 
dul diu (80), fără a modifica valorile acestor integrale. Rezultatele acestor 
etape vor fi 


= yă(p)-odlo) 3 


R(o) = Bee) k a (82a) 
T 0 — 
aas A a ây. (82 b) 
7 * 0 y2 —uw 


O caracteristică foarte importantă a rezultatelor stabilite mai sus 
exte faptul că nu este necesar ca partea reală (sau imaginară) să fie o funcţie 
raţională realizabilă. Corespunzător oricărei părţi reale date în formă 
grafică sau analitică, se poate calcula o parte imaginară cu ajutorul in- 
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tegralei. De fapt, expresiile sînt foarte utile atunci cînd partea reală este 
dată aproximativ și se doreşte să se obţină o comportare aproximativă 
pentru partea imaginară. 

De exemplu, presupunem că se cere să aflăm comportarea aproxima- 
tivă a funcţiei de fază în banda de trecere a unui filtru trece jos. În această 
discuţie vom interpreta R și X ca reprezentind cîștigul « şi respectiv 
faza O. În banda de trecere cîştigul este aproximativ zero pînă la o frec- 
vență wọ Deci în (82 b) limita inferioară devine w. În plus, punctul ù 
ce se află în banda de trecere este mai mic decit wọ; astfel în integrand 
putem neglija w faţă de y, deoarece y variază de la œw, la infinit. Valoarea 
aproximativă a fazei este 


n). dy. (83) 
y? 


Să facem schimbarea de variabilă y = 1/p; atunci dy/y?=—dp. După 
modificarea limitelor de integrare, ecuația devine 


Dla) a 2% [o å (5) dp. (84) 


Observăm că integrala din (83) sau (84) nu este o funcție de w şi că pentru 
o anumită valoare a lățimii de bandă wọ, va fi o constantă. Astfel faza va fi 
aproximativ o funcție liniară de w în interiorul benzii de trecere!). Desi- 
gur aproximarea va fi din ce în ce mai eronată pe măsură ce w se apropie 
de frecvența de tăiere, deoarece atunci œw nu mai poate fi neglijat față 
de y în integrand. 


Teoremele integralei de reactanţă și a integralei de rezistență 


Cele două perechi de expresii obţinute pină acum în (76) şi (32) leagă 
partea imaginară la o frecvență oarecare de valorile părții reale la toate 
frecvențele, sau partea reală la o frecvență oarecare de valorile părții 
imaginare la toate frecvențele. Putem găsi forme limită pentru aceste 
expresii cînd frecvenţa tinde către zero sau infinit. 


1) O astfel de caracteristică liniară de. fază corespunde la un timp de intirziere con- 
stant pentru transmisia unor funcții sinusoidale in acest domeniu de frecvenţe. Aşadar pen- 
tru semnale care au numai acest spectru de frecvenţe, obţinem o transmisiune fără distor- 
siuni. Din acest motiv, este de dorit o caracteristică liniară de fază. 
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Să considerăm mai întîi relaţia (82 a) cînd wœ tinde către zero. Aceasta 
conduce imediat la rezultatul 


( zu dy = = [R( œ) — R(0)]. (85) 


Această expresie este cunoscută ca teorema integralei de reactanjă. Ea 
exprimă faptul că integrala părții imaginare pe întregul domeniu de frec- 
vențe, ponderată cu inversul frecvenței, este proporțională cu diferența 
valorilor părții reale la cele două frecvențe extreme. Ea este de asemenea 
denumită teorema ariei fazei deoarece rezultatul rămîne valabil atunci 
cind F(s) este înlocuit prin logaritmul său, R prin « şi X prin Ø. 

Se obține o expresie mai convenabilă dacă luăm frecvența în scară 
logaritmică 


1 lj 
u = ln, sau -= e", (30) 


in care ce este o frecvență de referință arbitrară. Atunci dy/y devine du 
si (85) se poate serie după cum urmează : 


| X (y) du = E (R(oo) — RO). (87) 
Se observă scâimbarea la limita inferioară, deoarece i = — œ cind 


u = 0. Variabila lui X(y) a fost menţinută pentru simplitate tot y, deşi 
mai precis integrandul este A(we“). Altfel spus, putem defini o nouă 
funcţie X (u) = A(w="). Totuşi aceasta ar introduce notații în plus care 
complică lucrurile. În ecuaţiile de mai jos vom reține y ca variabilă a 
integrandului și vom scrie X(y) sau R(y) după caz, subinţelegind faptul 
că inainte de efectuarea oricărei operaţii vom trece la funcţia de u prin 
substituţia y = we". Astfel observăm că aria sub curba părții imaginară 
reprezentată la o scară logaritmică a frecvențelor este proporțională cu diferen- 
ţa părții reale la frecvenţa zero şi infinit. 

Să multiplicăm ambele părţi ale lui (82 b) cu w şi apoi să considerăm 
limita cind e tinde către infinit. Reamintim că limita superioară a integralei 
are semnificaţia integrării pînă la Rọ, după care se impune ca R, să tindă 
către infinit. Astfel (82 b) devine 


a > 2 ¿ E Ro R(y) = R(o) 
lim că = = lim | lin AN, ; 
vaas Te aa (88) 


w? 
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În partea dreaptă a ecuaţiei (88) există două operaţii de trecere la limită. 
Dacă schimbăm ordinea acestor două operaţii, expresia poate fi evaluată 
în mod direct; trebuie totuși să vedem dacă operaţia de schimbare a 
celor două limite este permisă. Răspunsul este afirmativ dacă integrala 
este uniform convergentă pentru orice valoare a lui w, cum de fapt este. 
Schimbind între ele cele două operaţii şi trecînd la limită se obţine 


| LR) — R(oœ)]dy = — E lim că (o). (89) 


*0 


Rezultatul exprimat de această ecuaţie este cunoscut sub denumirea 
de teorema integralei de rezistență. (Este deasemenea numită teorema inte- 
gralei de atenuare, deoarece rezultatul rămîne valabil dacă înlocuim F(s) 
prin logaritmul său). Dacă este dată comportarea asimptotică a părții 
imaginare a funcţiei de circuit, atunci fără a avea importanţă variaţia 
cu frecvența a părţii reale pe axa j, aria cuprinsă sub curba părții reale 
şi axa orizontală deplasată în sus cu cantitatea R( oo), trebuie să rămînă 
constantă. Invers, dacă se dă integrala părţii reale a unei funcții pe întrea- 
ga axă a frecvenţelor, rezultă comportarea la frecvența infinit a părții 
imaginare. 

Considerăm cazul special în care F(s) are un zero simplu la infinit; 
atunci F(oo) = R(o00) = 0. Deci 


— lim oă (o) = lim sF (3). (90) 


Li ki 
Totuși, conform teoremei valorii iniţiale, limita membrului drept este 


valoarea inițială a răspunsului la impulsul unitate al circuitului reprezentat 
de F(s). În acest caz (89) devine 


| Bodu = lims F(s) =F f (0), (91) 


în care f(t) = L-P(s) este răspunsul la impulsul unitate. Observăm că 
variabila auxiliară a fost schimbată în w pentru a sugera sensul fizic. 


Limitări impuse circuitelor 


Dezvoltările anterioare pot fi folosite pentru a determina cîteva 
limitări de bază asupra comportării circuitelor atunci cînd se iau în consi- 
derare anumite efecte parazite inevitabile. Considerăm situația ilustrată 
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in fig. 6.21 a. Capacitatea C reprezintă efectele parazite care au loc în 
mod inevitabil, de exemplu capacităţile joncţiunii într-un tranzistor, 
sau chiar capacitatea între fire. Prezența unei astfel de capacităţii impure 
anumite restricții pe care le vom discuta în continuare. 


Fig. 6.21. Circuit avind o capacitate parazită în derivație 
pe bornele de intrare. 


Fie Z,(8) impedanţa de intrare a unui circuit N fără a considera capaci- 
tatea. Impedența totală Z(8) este dată de 


Z(8) = O Mi dai 


Oricare ar fi comportarea lui Z,(8) la infinit, observăm că impedanța 
totală Z(s) va avea un zero simplu la infinit. Vom presupune inițial că 
circuitul V nu începe cu o capacitate în derivație ca în fig. 6.21, b, aceasta 
insemniînd că Z,(8) nu este zero la infinit. Dacă totuşi capacitatea există, 
aceasta are ca efect o creştere a valorii capacităţii C. 

Cu aceste considerente, (90) este valabil pentru F(s) = Z(s). Introdu- 
cind (92) în partea dreaptă a lui (90) şi calculind limita găsim 


A Sa E IENEI 


so s=» 0sZ,(9) +1 C 


În sfirgit introducind aceasta în (91) rezultatul devine 


= T 
| R (o) do = Z. (93) 


(1 
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Observăm că existența capacităţii în derivație impune o limită efectivă 
asupra ariei cuprinse sub curba părții reale. Deși această integrală de 
rezistență a rezultat ca valoare limită a expresiei generale legind părțile 
reală şi imaginară ale unei funcţii de circuit, 'ea furnizează informaţii 
privind posibilităţile circuitului. 


Fig. 6.22. Diport terminat pe rezistenţă. 


Deoarece teorema integralei de rezistență se aplică funcţiilor care nu au 
poli pe axa jo, relaţia (93) este valabilă numai pentru astfel de funcţii. 
Dacă o funcţie are poli pe axa jo conturul de integrare trebuie să ocolească 
aceşti poli, după care trebuie luate în consideraţie contribuţiile acestor 
ocoliri. Privind atent dezvoltarea anterioară, se găsește că, în acest caz, 
din membrul drept (93) se vor scădea termenii adiţionali, aceştia fiind 
proporţionali cu reziduurile în polii de pe axa jo. În capitolul următor 
vom arăta că toate aceste reziduri sint reale şi pozitive, pentru funcţiile 
de intrare. Deci, cind Z(s) are poli pe axa ju, partea dreaptă a lui (93) 
se reduce ca. valoare. Atunci pentru toate cazurile indiferent dacă Z(s) 
este analitică sau nu pe axa ju, rezultatul se poate scrie: 


| to) do < = (94) 


Li 


O nouă interpretare a acestui rezultat important se obţine considerind, 
așa cum se arată în fig. 6.22, un diport terminat pe rezistorul R,. Presu- 
punind excitaţia sinusoidală, calculul puterii reale debitată la bornele 
de intrare de către sursă şi al puterii debitată de circuit sarcinii, va da 
rezultatele 


puterea de la sursă = 3|1, (jw)|? Re Z(ju), (95 a, 
puterea în sarcină = 3|1,(jw)]? Ro. (95 b) 


Evident, puterea în sarcină nu poate depăşi puterea debitată de sursă 
pentru un diport pasiv. Deci a doua expresie nu poate fi mai mare decit 
prima, astfel că 


Iljo) 2 1 


7 Re Z(ju). (96) 
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Semnul egal apare cind diportul nu are pierderi. Astfel pătratul modulului 
ciştigului în curent, pentru un diport fără pierderi, este proporţional cu 
partea reală a impedanţei la bornele de intrare ale diportului cu ieșirea 
terminată pe R.. Introduciînd (96) în (94) și interpretind R(w) ca ReZ (jo) 
vom avea 


[ AO aa ea (97) 
o Jj). 2R,C 


Presupunem că diportul din fig. 6.22 este un filtru cu ciştig constant 
in putere intr-o bandă de frecvențe dată şi zero în afara acestei benzi. 
Atunci integrala din (97) va fi egală cu produsul acestui cîştig în putere 
cu lăţimea de bandă respectivă. În cazul mai general, chiar dacă funcția 
de tiansfer nu este a unui filtru ideal, aria de sub curbă, reprezentată. 
de această integrală, este din punct de vedere dimensional ciîștigul de 
putere inmulţit cu lăţimea de bandă. Pentru acest motiv integrala din 
19*) este in general numită integrala cîstig-bandă. Astfel găsim o limitare 
de bază asupra produsului ciștig-bandă datorată prezenţei condensatoru- 
lui C din derivație. 


O altă iormă a relaţiilor integrale 


În cele dezvoltate anterior, au fost găsite două seturi de expresii in- 
tegrale echivalente în (76) şi (82) legînd părţile reală și imaginară ale func- 
țiilor de circuit pentru toate frecvențele. Alte forme sînt de asemenea 
posibile, una din ele in special, fiind convenabilă pentru calcule şi conducînd 
la o evaluare simplă a stabilităţii, în sistemele de control cu buclă închisă. 
Această formă este cea mai semnificativă cînd se referă la InF (ciștig și 
fază) şi nu la funcţia de circuit însăși. Expresia utilizează frecvența logarit- 
mică definită in (86). 

Să incepem cu (82 b) şi să efectuăm citeva calcule preliminare utili- 
zind ca variabilă frecvența logaritmică. De asemenea vom folosi « și Ø 
in loc de R şi X. Astfel 


da) = 2-4" 48) — «lody 
“o 

o y 
= = aly) — alo) a, 


z u 


= = (98) 

ei — e 
=ù aly) — alo) gu. 
T lo sinh u 
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Observăm schimbarea limitei inferioare, deoarece «u = — œ cind y = Ù. 
A fost menținută variabila y în «(y), aşa cum am discutat anterior. 

În următoarea etapă, integrăm prin părți ultima expresie. Folosind 
formula generală 


| aab = ab — ( bda 


cu 


a 
] 
2 
= 
| 
£ 
> 
& 
© 
| 


da Sa b = — In cth + 


Deci (98) devine 
(o) = - ftat — a(o)] In ent) LL O in ot l-au. 
K 2 Ji-o zJ» du 2 


(99) 


Observăm că cth u/2 este o funcție impară de u, fiind pozitivă cind u 
este pozitiv şi negativă cînd u este negativ. Deci logaritmul său pentru 
u negativ va fi complex, partea imaginară fiind x. Pentru u negativ se 
poate serie 


In eth — = In cth 5 + jr, u <0. (100) 
Cind u = + œ, ln cth u/2 = 0, iar cînd u = — œ, ln cth u/2 = jm. Deci 


partea integrată a ultimei ecuații devine j[a«(0) — «(w)]. 
Considerăm acum integrala rămasă. Dacă folosim (100) pentru valori 
negative ale lui u, rezultatul va fi 


90 e] l! ! 0 
| a In cth = du =Í da (Y) In eth Edu + jn] dal) 


u du 2 -œ du 
e) ‘ag! '“u=0 
=| ton E + jnaty) | 
-æ du 2 Îi taia 
În final, utilizind toate aceste rezultate în (99), obținem: 
% ly! 
Plo) = =í da (Y) in eth! gy, (101) 
v Jo du 2 
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Această ecuaţie este uşor de interpretat chiar dacă pare a fi compli- 
cată. Observăm că cîștigul « nu este o funcţie pară de frecvența logaritmică 
n Și deci nu este posibilă integrarea numai pe o jumătate din intervalul 
total. Ecuația exprimă faptul că faza la o frecvență oarecare depinde 
de panta ciștigului la toate frecvențele (cînd cîștigul este reprezentat 
la seara logaritmică a frecvenţelor), importanţa relativă u diferitelor 
frecvențe fiind determinată de factorul de pondere. 


In cth i = ml Ye], (102) 
2 y-o; 
In cth 5 


Fig. 6.23. Reprezentarea factorului pondere 
|yto y+o! 


[y-0 


lul 
netă aa 
2 


Această funcţie este reprezentată grafic în fig. 6.23. Ea creşte rapid în 
vecinătatea lui u = 0 (y = œ), luînd apoi valori foarte mici în ambele 
părţi ale acestui punct. Aceasta înseamnă că cea mai mare contribuţie 
la valoarea fazei, la o frecvență w, o are panta ciştigului în imediata vecină- 
tate a lui o. 

O altă formă utilă se poate obține simplu prin adunarea și scăderea 
pantei evaluate la u = 0 (y = œ) sub integrala din (101). Lăsăm cititorului 
sarcina efectuării acestor calcule. Rezultatul va fi 


Pio) = zao a = Fa In cth = du. (103) 
2 du Tdo u u £ 


Observăm că prin ințegem panta ciştigului ca funcție de u, evalu- 


dalo) 

u 
ată pentru «u = 0 (y = œ). Panta da(w)/du este măsurată în neperi pe 
unitatea de variație a lui u. O unitate de variație a lui u înseamnă o va- 
riație în frecvență cu un factor e. 
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Observăm că la o frecvenţă oarecare faza este de x/2 ori panta ciștigu- 
lui la aceeaşi frecvență, plus un termen dat de integrală. Dacă ciştigul 
este o funcţie continuă, atunci diferenţa în integrand va fi mică in vecină- 
tatea lui y = w, chiar acolo unde factorul de pondere are valori mari. 
Deci, în acest caz, contribuţia integralei la valoarea fazei va fi mică. Atunci. 
într-o primă aproximaţie putem spune că faza va avea o valoare dez? 
radiani cînd panta cîştigului este 1, o valoare de x radiani cind pentu 
ciştigului este 2 ete. 

Panta =0 
| 


„Panta 2-7 


Ponta=-! 


l 
| 
| 
S o 
z | Fanta =-2 
Li y | l 
3 | | Aproxima”re2a ct 
| | | | linii drepte a 
| | ia(w) ' /uia(u) 
| | | 
| i ] 
| | 
| | | 
| lnw 


Fig. 6.24. Faza aproximativă corespunzind unei funcții de ciștig dată. 


Presupunem acum că funcția cîştig este dată grafic. Putem aproxima 
curba cu o serie de segmente de dreaptă avind pante egale cu n, 
unde » este un întreg. O aproximare a funcției de fază (funcție de fază 
minimă) corespunzătoare funcției date a cîştigului se poate trasa rapid 
conform discuţiei din ultimul paragraf. 

Ca exemplu al acestei metode, presupunem un grafic al funcției 
cîştig 1) dat în fig. 6.24. Aproximarea cu linii drepte este figurată suprapus. 

1) Pină la o schimbare de scală pe ambele axe, aceasta este diagrama Bode a lui 
|F(je)l, care se utilizează foarte mult în teoria reglării automate. Diagrama Bode, adică 


20 log| F(jw)| în raport cu log w, este descrisă in Marul de bază despre analiza sistemelor de 
reglare automată. 
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se poate obţine o diagramă aproximativă a fazei, arătată în figură prin 
linie discontinuă folosind numai aproximarea cu linii drepte a ciştigului 
si neglijind complet integrala din (103). Funcţia de fază trasată mai exact 
poate avea forma arătată prin curba punctată. 


Relaţii obţinute pentru diferite funcții pondere 


Pentru obținerea relațiilor integrale din acest paragraf am pornit 
de la integrandul din (72) și conturul închis arătat în fig. 6.20. Funcţia 
1 (3 — jo) cu care s-a multiplicat funcţia de circuit F(z) în (72) este o 
funcție pondere. Aceleași relaţii ca cele obținute aici se pot obţine folo- 
ind diferite funcţii pondere şi integrind pe acelaşi contur de bază. 
Desigur, dacă funcţiile pondere introduc poli adiţionali pe axa jo va trebui 
să evităm aceşti poli prin mici devieri ale conturului de integrare; de 
exemplu teorema integralei de rezistență se poate obține rapid prin inte- 
zrarea funcţiei [F(z) — R! œ)] pe conturul de bază. Aici funcţia pondere 
este 1. Analog, teorema integralei de reactanţă rezultă imediat dacă inte- 
grăm funcția F(2)/2 pe conturul de bază, în care introducem un mic ocol 
al originii. Funcţia pondere este 1/2. Cititorul poate verifica aceste 
afirmații. 

Din această discuție rezultă posibilitatea obținerii unor relații supli- 
mentare între părțile reală şi imaginară, folosind diferite funcții pondere. 
De fapt, se poate găsi o mare varietate de relații. Aici au fost prezen- 
tate cele mai importante și folositoare dintre ele. Dacă considerăm cele 
«două cazuri menționate în paragraful precedent, criteriul pentru alegerea 
unei anumite funcții pondere pare a fi alegerea ei astfel incit, termenul 
:n care apare componenta cunoscută a funcției de circuit să fie o funcție 
pară în raport cu frecvența, iar termenul în care apare componenta necu- 
noscută să fie o funcție impară de frecvență. Astfel, cind se face inte- 
vrarea pe axa jw componenta necunoscută va dispărea și va apărea numai 
in termenii ce reprezintă contribuţia micilor contururi de ocolire a 
singularităților şi în termenii ce reprezintă contribuţia arcului de rază 
infinită. Se pare că această consideraţie în alegerea unei funcții pondere 
se aplică în mod cu totul general. 

Pină acum, am găsit în acest paragraf, că pentru o funcție de cir- 
cuit avind anumite restricţii, dacă partea reală este dată pentru toate frec- 
vențele, atunci partea imaginară este complet determinată. În mod analog, 
cind partea imaginară este dată pentru toate frecvențele, partea reală 
este complet determinată (pină la o constantă). Întrebarea care se pune 
este : presupunind că partea reală este dată într-un anumit interval de 
frecvenţe, iar partea imaginară pe întreg spectrul de frecvenţe rămas, 
este funcţia complet determinată? 
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În loc să considerăm această problemă în forma cea mai generală. 
să presupunem că partea reală este cunoscută pentru toate frecvențele 
mai mici decit œ iar partea imaginară este cunoscută pentru toate frec- 
vențele mai mari decit w, Vrem să găsim o expresie care să dea părţile 
necunoscute ale celor două componente. Discuţia privind alegerea functi- 
ilor pondere sugerează că, dacă putem alege o funcţie pondere care schimbă 
caracterul la w, astfel încit sub wọ termenul ce se referă la partea reală 
să fie par, iar peste œw termenul ce se referă la partea imaginară să fie 
par, atunci problema va fi rezolvată. Deci este necesară o funcţie pon- 
dere multiformă. 

Presupunem că alegem următoarea funcţie pondere 


— rii a 1 -+ -—- 
o 


Din nou luăm z = x + jy ca variabilă auxiliară. Factorul irațional de 
la numitor este multiform avind punctele de ramificație la z = + joo. 
Trebuie să alegem tăietura astfel încît integrarea dealungul axei j să se 
afle pe o singură foaie a suprafeței Riemann. Putem obține aceasta dacă, 
pentru z = jy, luăm 


2 ; Pe 
Jı NS Tr real și pozitiv pentru — o <Ņ <09, 


0 


Jı = Y” imaginar și pozitiv pentru y> w, 
wg 


Ja Aa EA imaginar și negativ pentru y<— ùy. 
0 


Cu această alegere, /1—y2/c: este o funcţie pară în intervalul — wg <y <w 
şi impară în restul axei. Conturul de integrare constă din conturul de bază 
din fig. 6.20 dar cu ocolirea punctelor z =+ jo. În cazul nostru arcul de 
rază infinită nu aduce nici o contribuţie deoarece integrandul tinde la 
zero cel puțin tot atît de repede ca 1/23 la infinit. Contribuțiile conturu- 
rilor de ocolire sînt de jz ori reziduul integrandului în polul corespunză- 
tor, care se calculează ușor. Rămine integrarea pe axa jw. Aceasta se 
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i SL 


face despărțind intervalul în două părţi, una de la zero la wp, cealaltă de 
la wọ la infinit. Detaliile de calcul sint lăsate cititorului. Rezultatul va fi 


e ep SE 
T Jo 1-4 (y? zar) o TEN (y?— w?) 
o 
= LoL, o <og (104) 
a? 
j-i 
—Rlo) ? 0) >Ww0 


Am răspuns deci la întrebarea pusă la începutul acestei discuții, în măsura 
in care ea se referă la prezenta problemă. Dacă se dă partea reală a unei 
funcții pe un interval al axei imaginare și partea imaginară pe restul axei, 
atunci funcția este complet determinată. Metoda de obținere a rezulta- 
tului din ultima ecuație se poate extinde și pentru cazul în care există 
mai mult decit două intervale pe care una din cele două componente ale 
funcției de circuit este cunoscută. Se introduc factori iraționali adiționali, 
care dau puncte de ramificație adiționale în punctele corespunzătoare de 
pe axă. Totuși, expresiile care rezultă devin complicate şi deci au utili- 
tate limitată. 

Să rezumăm rezultatele acestui paragraf. Scopul nostru este obți- 
nerea relațiilor între părțile reală și imaginară ale unei funcții de circuit 
F(s) (sau între cîştig şi fază), astfel încît atunci cînd una din ele este dată 
să se poată calcula cealaltă. Punctul de plecare este teorema integralei 
lui Cauchy, conturul de integrare cuprinzind axa imaginară și un arc 
semicircular de rază infinită în semiplanul drept. Se alege un integrand 
ce conține F(s) sau ln F(s), multiplicat cu o funcție pondere. Conturul 
este deformat pentru a ocoli polii integrandului introduşi de această 
funcţie. 

Dacă integrandul se referă la o funcţie de circuit F(s), atunci sin- 
gura restricţie este ca F(s) să fie analitică pe axa ju, incluzind punctele . 
zero și infinit. Dacă integrandul se referă la InP(s), atunci F(s) nu trebuie 
să fie analitică pe axa jw, dar acum nu trebuie să aibă nici un zero în 
semiplanul drept; ea trebuie să fie de fază minimă. 


Conturul total se împarte în segmentele de dreaptă de pe axa ima- 
ginară, curbele semicirculare ce ocolesc singularitățile pe axa j introduse 
in integrand în mod deliberat și arcul semicircular de rază infinită. Contri- 
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buţiile contururilor semicirculare se pot calcula, iar singura integrală care 
rămine este cea de pe axa imaginară. 

O caracteristică foarte folositoare a acestor expresii este faptul că 
functia prescrisă, poate să nu fie dată într-o formă analitică realizabilă. 
D formă grafică aproximativă este suficientă. Mai mult decît atit, chiar 
integralele se pot efectua grafic. 


6.8. RELAȚIILE ÎNTRE RĂSPUNSUL ÎN DOMENIUL TIMP 
SI ÎN DOMENIUL FRECVENȚĂ 


Paragrafele precedente au cuprins proprietățile funcțiilor de circui: 
și relaţiile de legătură dintre componentele acestor funcţii în domeniu: 
frecvenţă. Deoarece o funcţie de circuit este raportul transformatelu: 
Laplace ale funcţiei răspuns și funcţiei excitație, este de așteptat ca între 
componentele unei funcții de circuit și răspunsul în domeniul timp så 
existe relaţii de legătură. În acest paragraf se vor examina aceste relaţii. 

Să ne referim la notaţiile din capitolul 5 și fie w,(1) răspunsul (sca- 
lar) la o excitație treaptă unitate și w(t) răspunsul la o excitație impuls 
unitate. Funcția de circuit corespunzătoare F(s) este legată de acestea 
astfel 


L[w;t)] = F(s) (105 a) 
L {w,(t)] = bg (105 b) 


În cele ce urmează ne vom referi numai la funcţii de circuit fără poli pe 
aza jo. 


Răspunsul la ireapta unitate 
Mai intii din definiția integralei Laplace rezultă 


e) =ù w,(t)e™* di: (106) 
S 


0 


Dacă se face înlocuirea s = jœ, exponențiala nu se stinge cînd t tinde 
către infinit, dar integrala va converge dacă w,(t)>0 cînd i— œ. Apoi 
din teorema valorii finale se găseşte că 

F(s) 


lim w, (t) = lims—— = lim F(8). 
t>o 820 8 s—0 


ri i a e — $ e m 


[mpunind ca w,(t)—>0 cînd t> œ înseamnă că F(s) trebuie să conțină un 
zero la s=0. Cu această remarcă, (106) se poate scrie 


F(jo) = Rio) + jX(w) = jo | w(t) [cosot—jsinot] dt. 
-6 
Din aceasta rezultă că 
R(u) = i out) sin ot dt, (107a) 
0 
Ă(u) = | crea cos ot di. (107b) 
0 


Astfel părțile reală și imaginară ale unei funcții de circuit se pot obține 
direct din răspunsul la treapta unitate. 

Sint de asemenea posibile şi relații inverse care dau răspunsul lu 
treapta unitate în funcție de partea reală sau imaginară. Ele se pot obține 
cu ajutorul integralei de inversiune pentru răspunsul la treapta unitate. 
Deoarece w,(t) = L7! {F(s)/s}, se obţine 


F(s) 


S 


w, (t) = oo | e" ds, (108) 
B 


n 
De 


\m presupus că F(s) nu are poli pe axa ju, dar n-am făcut nici o restric- 
sie relativ la un zero în origine. Atunci integrandul din ultima expresie 
poate avea un pol în origine. Dacă nu ar fi fost acel pol, conturul Biom- 
sich ar fi putut să fie luat pe axa ju. În locul acesteia luăm conturul arătat 
in fig. 6.25 care constă din axa ju, cu excepţia unui arc semicircular 
care ocolește originea. Cind raza semicercului tinde la zero, conturul 
tinde să devină întreaga axă Ju. Cele trei părţi ale conturului au fost 
denumite C,, C, și C}. Ecuația (108) poate fi scrisă acum 


F(s) e! ds + 1 A F(s) e?! ds + l | T) s“ ds. 
c, 8 c, 


TA 
27) de, 8 27) 
(109) 


Pe contururile C, şi C} s = jo şi ds = jdu. Pe conturul C, care este ară- ` 
tat mărit în partea (b) din fig; 6.23 se poate serie 


s = Roc = Rocosa + jRosin a, 


ds = jRozieda. 
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Prin urmare (109) devine 


w, (t) = es T Filjo) gjet j do+| F (jo) cieti do 
R JO 


27%) |J-o Jo 
(110, 
1 (7? i : 
+- a] F(s) exp [t(R cosa + jRosin a)]j da. 
27) -7/2 
Ju ja 
| PA) 
2 A 
O J 
gli 


Fig. 6.25. Contururi de integrare, 


Ultima integrală din partea dreaptă conține raza R, într-o formă compli- 
cată. Intenționăm însă să facem ca Rọ să tindă către zero, în care caz 
acest termen se reduce la F(0)/2. Cititorul poate verifica aceasta. Obser- 
văm că impunînd restricția suplimentară ca F(s) să aibă un zero la 
s = 0, atunci acest termen va dispărea. Cînd punem R,—> 0 cele două 
integrale rămase în (110) se combină pentru a da valoarea principală 
a integralei mergind de la — œ la + œ. În concluzie 


a f 
w, (t) = F(0) +- -f Fijo) ciet du. (111) 
2 27) J-e o 

(Notăm că deși nu este arătat în mod explicit, ultima integrală trebuie 
înțeleasă ca reprezentind valoarea principală). Această expresie poate fi 
simplificată în continuare scriind F(jw) în funcție de părțile reală și ima- 
ginară, dezvoltind exponenţiala și utilizînd proprietăţile pare şi impare 
ale funcțiilor rezultate, pentru a schimba domeniul de integrare pe axa 
pozitivă œ. Detaliile revin cititorului. Rezultatul este 


w(t) = (0) + ay e) sin ot do + ip Ko cos otdw. (112) 
0 


2 T Jo 
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Am înlocuit F(0) prin R(0), deoarece X(0) = 0. Observăm că această 
expresie este definită pentru valori pozitive cit și negative ale lui t. Însă, 
w,(t) = 0 pentru valori negative ale lui t. Prin urmare pentru valori 
negative ale lui t se obține 


0 = K(0) „E t [ ko) sin otdu + 2 Alo) cos wl do 
2 Trh OQ Too 0 
sau 
R(0) + Lp Ae cos ot do = 4 { R (o) sin ol do. 
2 Tho O To vw 


Cind ultima ecuație se înlocuieşte în (112) se obține următorul rezultat 
final 


w(t) = R(0) + =p AO iat (113a) 
T Jo W 
w(t) = a. ( Ela) sin ot du. (113b) 
T 9 0) 


Pină acum am făcut o serie de artificii matematice pentru a pune 
relaţiile de legătură dintre F(jw) şi w,(t)în mai multe forme echivalente. 
Dar acum avem ceva nou. Ultima ecuaţie arată că răspunsul la treapta 
unitate al unui circuit poate fi calculat cunoscind de-a lungul axei jo 
numai partea reală a funcţiei de circuit. Notăm că această relaţie nu cere 
ca R(0)= F(0) să fie zero. Cu răspunsul la treapta unitate determinat, 
(107 b) poate fi utilizat pentru calculul părții imaginare a lui F(jo). Însă, 
din deducerea lui (107 b) cunoaştem că valoarea asimptotică a răspunsului 
la treapta unitate, care se utilizează în (107 b) trebuie să fie zero. Prin 
urmare inainte de utilizarea lui w, (t), aşa cum se calculează din (113 b), 
se extrage valoarea sa asimptotică, R(0), în cazul în care aceasta nu 
este zero. Pe această cale F(jw) este complet determinat numai din 
cunoaşterea părții sale reale. 

În mod similar, pornind cu partea imaginară X(0) se poate calcu- 
la răspunsul la treapta unitate din integrala din (113 a). Partea de răspuns 
la treapta unitate calculată din această integrală va tinde către zero cînd 
t tinde către infinit. La valoarea astfel calculată putem adăuga orice 
constantă, care este valoarea la frecvenţa zero a lui R(jœ), notată in 
(113 a) prin R(0). Însă omiţind această etapă putem calcula partea reală 
R(o) din (107 a). În acest fel F(jw) va fi complet determinat, cu excepţia 
unei constante aditive, numai din cunoaşterea părții sale imaginare. 
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Metodele discutate pentru determinarea unei funcţii de circuit din 
părțile sale pară sau impară sînt oarecum diferite de cele discutate în ulti- 
mul paragraf. De asemenea ele sînt aparent mai complicate, deoarece 
cuprind evaluarea a două integrale. Însă trebuie să observăm că partea 
reală sau imaginară nu trebuie să fie date ca funcții raționale; un grafie 
este suficient. 


Răspunsul la impulsul unitate 


Să considerăm acum răspunsul la impulsul unitate. Prin efectuarea 
unor schimbări potrivite, putem adapta tot ce am discutat pornind de 
la (106) şi pentru răspunsul la impulsul unitate. Mai jos vom da rezulta- 
tele. lăsind detaliile dezvoltării pe seama cititorului. Ca şi înainte se cere 
va F(s) să fie o funcție analitică pe axa ju, dar acum nu este nevoie să 
conțină un zero la s = 0. În schimb, aplicarea integralei de inversiune 
lui F(s) va cere ca F(s) să aibă un zero la infinit. Pornind de la (106) si 
urmind aceleași etape vom obține următoarele ecuaţii : 


[a] 
R(o) = | w(t) cos otdi, (Lia) 
0 
Ioas | wst)sin otsin ot di (114b) 
0 
9 Po 
w(t) = =] (Rojcos ot dw (114e) 
T 0 
9 [e] 
wlt) = — -j X(w) sin otdo. (Ilid) 
790 


Primele două ecuaţii sînt corespondente lui (107), in timp ce ultimele 
două pot fi comparate cu (113). Prin faptul că răspunsul la impulsul 
unitate este derivata răspunsului la treapta unitate, ultimele două ecuaţii 
pot fi obținute din (113). (Impulsurile nu vor fi cuprinse deoarece am 
presupus F(œ) = 0). 

Ecuația (114 d) arată că răspunsul la impuls al unui circuit se poate 
calcula chiar dacă se cunoaşte numai partea imaginară X(w). Notăm că 
A(w) va tinde către zero cînd w tinde către infinit, chiar dacă F(oc) este 
diferit: de zero. Avind calculat răspunsul la impulsul unitate, partea. reală 
R(o), sau R(&)— R(00), dacă R( œ) = F(œ) + 0, poate fi găsită folosind 
(114 a). În acest fel F(jw) este determinat pînă la o constantă aditivă, 
F(%) = R(œ), numai de partea sa imaginară. 
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În mod a cunoscind numai partea reală R(w), sau R(w)—R (œ) 
dacă R(œ) = F(œ) Æ 0, răspunsul la impuls se poate calcula cu (114 c). 
Avind răspunsul la impuls, partea imaginară X(%) se calculează cu (114b). 
În acest fel rezultă că o funcție de transfer este complet determinată 
numai din cunoaşterea părții sale reale. 


În fiecare din cazurile de mai sus, după ce răspunsul la treapta 
unitate, sau răspunsul la impulsul unitate a fost calculat din funcțiile 
R(c) sau X(%) date, este necesar de a găsi numai transformata Laplace, 
deoarece L{w,(t)} = F(s)/s şi Ltwi(t)}} = F(s). Procedind în acest mod, 
una din integrările din (107) și (114) poate fi evitată. 


Exemple 


Să presupunem că partea reală a unei funcţii de circuil pe axa jœ este 


115 
(Fa?) ka) la) 


Se vede că la infinit valoarea sa diferă de zero şi ca urmare (114 c) nu se poate folosi direct, 
Extrăgind valoarea de la frecvența infinit se obţine 


Rw) = Rœ) —1 = —-—-———- 
(+a?) (+o 
Aplicind acum (114 c) rezultă 


6 (% 2 t 
ws ()=-— A E a E 
z Jo (1+?) (i-ew?) 
3 l 2 w? gjol dw 00 W? g—jul do 
poi SI a | ERN af a] (116) 
7 Lo (1+0?) (Ira?) 0 (1+) (+a?) 
_ 3 ( _ w? ciot do 
z J--œ (1-2) (4 a 


Al doilea rind din (116) rezultă din utilizarea formei exponențiale a lui cos œl. Dacă in cea 
de a doua integrală din acest rind se inlocuește w cu —c și se schimbă in mod corespunză- 
tor limitele, rezultă ultima integrală. 


Să considerăm acum următorul contur de integrare in planul complex s; 


js s? est ds 
sa RE Pi iuli E E 
c (52—1) (s2—4) 


unde conturul este format din întreaga axă jœ şi un semicerc cu raza infinit la stinga axei. 
Integrandul satisface condiţiile lemei lui Jordan, deoarece funcţia rațională din integrand se 
anulează la infinit ca 1 s?. Prin urmare contribuţia arcului infinil va fi zero şi integrala com- 
pletă se reduce la valoarea sa de-a lungul axei jw. Din teorema reziduurilor rezultă că valoarea 
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integralei «ste egală cu de 27 ori suma reiduurilor în polii din semiplanul sting. În cazul da: 
sint numai doi poli simpli în semiplanul sting, la s=1 și s=2 şi reziduurile lor sint ușor de calcu- 
lat. Prin urmare obținem 


z£ 2 ejot 1 
| := -j edo = 2rj a i 1 e-2l 
-œ (1-02) (1+?) 6 3 


Prin substiluirea acestei expresii în (116) obținem 
wg,([) = et —2e—2t 
Funcţia de transfer se găseşte lu'nl transformata Laplace. Rezultatul va fi 
2 -s$ 


1 
DS) e — ---—-— = - — . 
s+1l s+2 (s+ 1) (s+2) 


Această funcţie are un zero la infinit. La aceasta trebuie să adăugăm valoarea lui Rie. 
la frecvenţa infinită, care este F(%0) şi pe care am scăzut-o din funcţia originală la încx- 
put. În acest fel funcţia dorită este 


s ERE s? 2s +2 
(s+1) (s+2) (s+1)(s+2) 


Pentru al doilea exemplu fie partea reală a unei funcții de circuit, curba ideală arătată ir 
fig. 6.26. 


F(s) =F (5) + F(2) = 


R(u) 


Fig. 6.26. Partea reală specificată. 


Folosind (114 c) răspunsul la impuls rezultă 


La) 
w(i) = a | * K cosol do= ik Sin oyt. 
T Jo ri 


Introductnd rezultatul obținut în (114 b) se găseşte 1) 


x 
Atu) = — ( aus sin gt sin wt di 
lo ni 


__K (e o .. Ja 
za! 


! , 
z ioo l 


v>0. 


PROBLEME 


Pi. Pentru reţelele arătate în fig. 6.P1 verificaţi că valorile proprii diferite de zero 
ale matricei w din ecuaţia de stare sînt aceleaşi cu zerourile diferite de zero ale matricei impe- 
danţelor de contur și ale matricei admitanţelor la noduri. 


Fig. 6. P.1. 


P2. Găsiţi partea pară, Par F(s) şi partea impară Imp F(s), a următoarelor funcţii din 
zărţile pară și impară ale numărătorului și numitorului ; 


s3-- 252+3s+4 s9-+s24+2s5-2 
(a) F(s) = ———— pi (b)F(s) = . 
s2+3s+3 si + 5s3 —6s2--4s-1 


P3. Polinomul P,(s) = s2—6s+12 are o pereche de zerouri în semiplanul drept. EI 


“rebuie multiplicat cu un alt polinom, P,(s), de gradul n astfel ca polinomul rezultant să nu aibă 
coeficienţi negativi. Care este valoarea minimă a lui n? 


1 Ultimele două rînduri se pot obţine din integrala 412 din R.S. Burington, Handbook 
¿f Malhematical Tables and Formulas, 2nd ed. Handbook Publishers, 1940. 
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P4. Se dă funcţia de transfer 


1 i-a,S--a,s? t- e Has 
r(s) D ci plopii RE tie i 
1 -bys bas?! eeeh bus? 


Functia de fază este definită astfel 
A 1 F(s 
(D(s) = -- In (5) 
2  F(--s) 
şi este identică cu (19) pentru s =jo. Funcţia de intirziere este definită astfel 


a(s) = = bw Fete cate E Sei (n pi. 


ds 2 ds 


(a) În F(s) lie a; =0 pentru toate valorile i Introduceţi această modificare in expresia 
funcției de intirziere. Găsiţi valoarea coeficienţilor b; astfel ca intirzierea să fie o funcţie de tip 
maxim plat, pentru cazurile m -= 3, m=:Așim= 5. 

(b) Repetaţi pentru a; £0 ṣi n =m-l. 


P5. Verificaţi că. dacă toţi coeficienții unui polinom real P(s) de gradul n au acela. 
semn, polinomul P(s) nu are zerouri în sectorul | arg si <z 


P.6. În fig. 6. P6 găsiţi Za, şi verificaţi că nu există un zero de transmisie las =—1. 
chiar dacă latura derivație din partea stingă are un pol al admitanţei la s — —1. 


Fig. 6. P. 6 


P.7. Admitanţele laturilor derivație din diagramele din fig. 6.7 au un pol la infinit 
respectiv la zero. Arătaţi că diporţii totali trebuie să conţină zbrouri de transmisie la aceste 
frecvenţe (în afara cazului din problema precedentă), indiferent de ce conține restul circuitului. 


pL 


Fig. 6. P. 7. 


PROBLEME 449 


P.8. Un circuit în X simetric are impedanţele laturilor serie şi încrucişate Za, respectiv 
Z+. Arătaţi că închizind acest circuit pe rezistența R, impedanţa de intrare este egală cu R 
dacă ZaZy= R?. Verificaţi că pentru acest caz de rezistenţă constantă, funcţia ciștig de ten- 
siune este 
1-Z 
1+ZalR 


P.9. Verificaţi că circuitul T podit din fig. 6.12 b şi circuitele în I din fig. 6.12cşi 6.12 
il, închise pe o rezistenţă R sint circuite de rezistenţă constantă dacă ZaZy = R?.Verificaţi 
de asemenea că in această condiţie funcţia ciştig de tensiune este 
; Va 1 
Ga (s) = -- = — . 
V 1+ZalR 
P.10. Figura 6.P.10 a arată un circuit in X simetric. 


Fig. 6. P. 10. 
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Ş———— = 


(a) Găsiţi parametrii y (dacă e posibil utilizind formule topologice) și arătaţi că condi- 
ţia Fialkow (definită în problema P.47 din capitolul 3) va fi satisfăcută în una din cele tre! 
condiţii de mai jos: 


aži; oii ya. 
Lı 2 Lı C, 


(b) Figurile P6.10 b și 6.10 e, arată două circuite în T podit. Arătaţi că tn condiţia 
(1) de mai sus primul circuit are aceiași parametri y ca și circuitul în X și deci este echivalert 
cu el. Arătaţi de asemenea că al doilea circuit are aceiași parametri y ca circuitul X, în cor.- 
diţia (2) de mai sus. 
(e) Dacă parametrii y ai circuitului în N sint dezvoltați in fracții parțiale, rezultatul 
va avea forma: 


k ks aks k 1—a)ks 
Un = Ya = kæs + — + = = Gi jel 
s 


s pa? s2-+- 402 s?-+ az 

k k ; ; 1—a)k 
Yi = Ja = kas -b Balamas a = |kæs — aks + ko Z e |. 

s Stag $to? s Stog | 


În partea dreaptă, o fracțiune din polul finit fost combinată cu polul de la infinit, iar restul 
a fost combinat cu polul din origine. Arătaţi că în circuitul dublu T din fig. 6.P 10 d, fiecare 
circuit T are unul din seturile de parametri y cuprinși în parantezele de mai sus. Determi- 
nați domeniul valorilor a şi arătaţi că acest domeniu există dacă este satisfăcută condiţia 
(3) de mai sus. În această condiţie, circuitul dublu T este echivalent cu circuitul X. 


(d) Determinaţi unghiul zerourilor de transmisie ale circuitelor T podit și al circuitului 
dublu T determinate de cele trei condiţii de la punctul (a). 


P11. Găsiţi un diport terminat pe un rezistor de 100 Q, a cărui funcţie ciştig de tensiune 
este dată de fiecare din următoarele funcţii trece-tot. În fiecare caz relativ la un circuit N. 
determinaţi dacă există un circuit echivalent cu bornă comună și dacă există determinaţi-l, 


s2—2s+2 s2—3s4+5 
ae (b) Ga = = 


(a) Gu = ; Sia 
a s24+ 2542 s24+3s4+5 : 


_ (s?—s4+1)(s—5) 


G , 
sran (52+5+-1)(3+5) 


P.12. Găsiţi un diport terminat pe un rezistor de 50 Q, a cărui funcţie ciștig de ten- 
siune este dată de fiecare din următoarele funcţii de fază neminimă. Alegeţi oricare valoare 
convenabilă pentru K. Schimbaţi unde este posibil circutul X în circuite echivalente cu 
bornă comună. 


sî—s+4+2 s—2 
(a) Gu=K———, b) Ga =K———, 
zi (s + 11 iz, s2+4s+3 
(0) Gps a 


s34 7345 ' 
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P.13. Următoarele funcţii sint specificate ca funcţii tangentă ale unei funcţii de tran- 
(er. Găsiţi funcţia de transfer F(s) corespunzătoare. Dacă soluția nu este unică, arătaţi toate 
posibilităţile. 


2 


(a) te = i : za (b) tg® = ~w -rulo —2)—nu(o +2), 


— 6Y 
A —u A w — 3w 
(c) tg ® = —----, d) tg ®© = ———-, 
w2—2 (d) tg —3w2+2 
A PP A | go. 
wi — 40022424 wt — 3w? —6 


P14. Funcțiile următoare sint specificate ca partea reală a unei funcții iinpedanță 
F(s). Utilizaţi oricare din metodele lui Bode, Gewertz sau Miyata pentru determinarea funcției 
F(s) 


16 — 2 t 2 1 Lot 
(a)  R(0)= pu ' (b) Ro) = 2+ dot + doit o! 
1-48 1 +o? 
2 L Dup — 098 1 — 92 ol 
(E, Ata) aie a O e Raass a ee 
1 + u3 1—20- tto. 


E S EREE, aaa E 
(0t—4c002+-3)+ owt — 602 + 8) 


P. 15. Se presupune că fiecare funcţie din problema 14 este modulul la pătrat pe axa jJ 
a {unei funcţii de circuit. Găsiţi funcţia. Dacă există mai multe posibilităţi, găsiţi-le. 

P. 16. Deduceţi formula (103) din text, pornind de la (101). 

P. 17. Deduceţi formula (104) din text. 


P. 18. Deduceţi teorema integralei de reactanţă din (85) prin integrarea funcţiei F(3)Js 
pe conturul de bază, cu o mică ocolire în jurul originii. 


P. 19. Deduceţi teorema integralei rezisteţei din (89) prin integrarea fuecţiei F(s)— A. 
-(c0) pe conturul de bază format din axa jœ şi un semicerc la dreapta axei je de rază infinită. 


P. 20. Daduceţi (79) prin integrarea funcției F (2)/(22 + œ?) pe conturul de bază, cu 
ocolirea punctelor z = jo. 


P 21. Deduceţi (80) prin integrarea funcției z(F(z) — R(c0)]/(22-+w2) pe conturul de 
bază, cu ocolirea punctelor z = jw. 


P. 22. Prin integrarea funcției (F(2)— R(0)]/z(z?+%?) pe conturul de bază, cu ocolirea 
punctelor z=0 și z = +jw, deduceți următoarea relaţie ` 


2 (° X(u)ly — 
Ro) = RO) - | X Wy — X (wo 


T «0 P-a? 


Comparați-o cu relația (82 a) din text. 
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P 23. Fiecare din curbele din tig.6.P.23 reprezintă modulul |F(ju)| al unei funcţii de tran- 


sfer, pentru w> 0. Presupunind că funcţia este de fază minimă, prin aproximări potrivite găsiţi 
funcţia de fază corespunzătoare. 


|F(jw)| 


o 
£ 
$ 
& 


Fig. 6. P. 23. 


P 24. Funcţia de tip maxim plat din (32) este modulul unei funcții. Arătaţi că faza 
este dată de următoarea expresie 


nf 1; l | 
otw)= 2] y OT iy 


pi 
T Jo l+y-2 tyo. 


P 25. Partea reală a unei funcții pe axa jw este dată de funcțiile de mai jos. 


Găsiţi răspunsul la treapta unitate folosind (113 b) și răspunsul la impulsul unitate folosind 
(114 c). 


1 04233 
G Bio) soc A oa 00, 
406 + 120%+1102+3 1 + aq? 
1 2 2 4 
(0) Ro = ÎI: n. ri aa EI (d) Ro) = t 
1 — 2%? + wt + 4t 1 + w2h 


P 26. Se presupune că partea imaginară a unei funcţii de circuit este arătată în 


fig. 6.P.26. Folosiţi (113 a) pentru a calcula w,(() și apoi (107 a) pentru a determina partea 
reală a funcţiei de circuit. 
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Fig. 6. P. 26. 


P 27. Se presupune că răspunsul la treapta unitate u,(() al unui circuit este arătat 
în fig. 6.P.27. Folosiţi (107 a) pentru a determina R(w) şi (114 c) pentru a determina răspunsul 
la impulsul unitate ws((). Verificaţi acest rezultat prin determinarea lui wg(() direct din w(t). 

Următoarele trei probleme marcate cu asterisc cer întocmirea unui program pe calcu- 
lator pentru a ajuta la găsirea soluţiei anumitor probleme. În fiecare caz întocmiţi o schemă 
logică şi un set de instrucţiuni în orice limbaj uzual, preferabil FORTRAN IV, pentru 
întocmirea unui program pe un calculator digital. Includeţi un set de instrucţiuni uzuale 


pentru program. 


Wy Q) `. 


2 ly t 
Fig. 6. P. 27. 


P 28 * Se presupune că f(w2) din (41) este o funcţie rațională de w?. Fie f(w2) caracte- 
rizat de o listă de numere. Primele două numere vor fi gradul numărătorului şi al numito- 
rului ; ele vor fi urmate de un set de numere ce reprezintă coeficienţii numărătorului și numi- 
torului. Alcătuiţi un program care acceptă aceste date ca o descriere a funcției f(w2) şi calcu- 
laţi funcţia de fază minimă stabilă F(s), unde F(jw) satisface (41). Presupuneţi că există 
o subrutină pentru determinarea zerourilor unui polinom 1). 


P29*. Alcătuiţi un program pentru a determina funcţia de fază minimă stabilă F(s) 
din tan D(w), care se presupune a fi o funcţie raţională d: œ. Utilizaţi un format de date (de 
intrare) similar cu cel din problema P.28. Presupuneţi că există o subrutină pentru deter- 
minarea zerourilor unui polinom. 


P 30*. Alcătuiţi un program pentru a determina F(s) din Par F(s) folosind: (a) metoda 
Bode; (b) metoda Gewertz: (c) metoda Miyata. Utilizaţi un format de date (de intrare) similar 
cu cel din problema P.28, Presupuneţi că există o subrutină pentru determinarea zerourilor 
unui polinom. 


2) Un algoritm care poate fi baza unei astfel de subrutine este algoritmul diferență 
raport. Acest algoritm este descris în H. Henrici, Elemenis of Numerical Analysis, John Wiley- 
and Sons, New York, 1964, Chap. 8. 
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Principii de bază 
ale sintezei circuitelor 


Sinteza circuitelor se ocupă de proiectarea şi realizarea circuitelor. 
pentru care răspunsul la o anumită excitație este prescris. Problemele 
de sinteză diferă de cele de analiză, în care se cere să se găsească răspunsul 
unui circuit cunoscut, atunci cînd i se aplică o excitație preserisă. În opo- 
ziție cu analiza, în cazul sintezei, soluția poate să nu fie unică. De fapt 
în sinteză se poate întîmpla să nu existe soluție, deoarece uneori nu exis- 
tă nici un circuit care să aibă răspunsul prescris la excitația dată. În acest 
ultim caz poate să apară necesitatea, de a aproxima răspunsul dorit cu 
unul care poate fi obținut. 

Prescrierea răspunsului și aproximarea acestuia poate să se facă 
în domeniul timp, sau în domeniul frecvență. În domeniul frecvenţă, re- 
zultatul procesului de aproximare este determinarea uneia sau a mai 
multor funcţii de circuit, care caracterizează circuitul dorit. Cunoscind 
aceste funcţii este necesar ca, în continuare, să se găsească (să se realize- 
ze) circuitul. În realizarea concretă trebuie să se țină seama că există dife- 
rite clase de circuite. Aceste clase pot să fie caracterizate prin numărul 
de borne accesibile din exterior, prin tipul componentelor (fără pierderi 
active, RC etc.), prin schemă (în scară, cu bornă de pămînt etc.) 
Ş.a.m.d. 


Prima sarcină a procesului de realizare constă in determinarea 
proprietăților funcţiilor de circuit, care aparțin fiecărei clase a circuite- 
lor. Aceste proprietăţi includ localizarea admisibilă a polilor şi zerourilor, 
semnele reziduurilor şi ale părților reale, precum și mărimea relativă a 
coeficienţilor. Asupra acestei sarcini ne vom concentra pe larg în acest 
capitol. 

În scopul stabilirii proprietăților analitice ale funcţiilor de circuit , 
va fi necesar să introducem citeva probleme matematice suplimentare. 
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Primele două paragrafe sint consacrate acestor probleme. Nu vom urmări 
ca expunerea să fie totdeauna completă, mulțumindu-ne numai cu 
formularea rezultatelor, urmată de unele discuții asupra plauzibilităţii 
lor. 


7.1. TRANSFORMAREA MATRICELOR 


Dindu-se o matrice patrată A, asupra acesteia se pot efectua ope- 
rații, care să conducă la o altă matrice B. Această matrice va fi, desigur, 
legată de matricea originară A, iar relațiile de legătură vor depinde de 
operațiile efectuate. Se spune că matricea A a fost transformată într-un 
modoarecare. 


Transiormări elementare 


Unele operaţii specifice de transformare au o importanță deose- 
bită. Aceste operaţii foarte simple sint numite cu un termen general 
transformări elementare. Dindu-se o matrice A, transformările elementare 
ale matricei A sînt următoarele : 


1. Schimbarea reciprocă a două linii sau a două coloane oarecare 
din A. 


2. Adunarea elementelor unei linii, sau coloane din A la elementele 
corespunzătoare ale altei linii, sau coloane din A. 

3. Inmulţirea fiecărui element al unei linii, sau coloane din A, cu o 
constantă. 


Bineinţeles, aceste transformări nu modifică ordinul matricei A. 
Conform proprietăţilor determinanţilor, studiate în Capitolul 1, prima 
transformare schimbă numai semnul determinantului A ; a doua nu mo- 
difică determinantul ; cea de a treia înmulțește determinantul cu o cons- 
tantă. Prin urmare, dacă matricea A este nesingulară, atunci matricea 
obținută după o transformare elementară este de asemenea nesingulară. 
De fapt, o transformare elementară a unei matrice nu-i poate modifica 
rangul, chiar atunci cînd rangul este mai mic decît ordinul matricei. 
(A ge vedea Problema P. 5). 


Operaţiile efectuate asupra matricei A prin transformări elemen- 
tare pot fi realizate inmulțind pe A cu matrice simple nesingulare. Aceste 
matrice, numite matrice elementare, se obţin la rîndul lor efectuînd ope- 
rația corespunzătoare asupra matricei unitate. Astfel, aduniînd linia a 
treia, la linia a doua a unei matrice unitate de ordinul trei, se obține matri- 
cea elementară din stinga, de mai jos; în mod similar, adunînd coloana 
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a treia, la a doua coloană, a matricei de ordinul trei se obţine matricea 
elementară din dreapta: 


1 0 0 1 0 0 


0 1 1 0 1 0 
0 0 1 0 1 1 


Dacă o matrice A, cu trei linii este premultiplicată cu matricea elemen- 
tară din stinga, efectul este că se adună linia a treia din A la linia a doua. 
Dacă o matrice A, cu trei coloane este postmultiplicată cu matricea ele- 
mentară din dreapta, efectul este că se adună a treia coloană din A, la 
coloana a doua. Astfel 


1 0 0 ail Ai lig | 


0 O 1 [a3 a32 a33 y 


du Qio (13 04 
Aa Hagi aas -azo Aog azz Aog + azl’ 
3 (30 033 LET 


1 0 0 Ai Atag (3 
da Ao Ajj 1 0 | = [aa Ar +a a 
0 1 1 


Ca. (aa (33 (a, (39 T 33 (33 


Observăm că A poate să nu fie pătrată ; bineînțeles A trebuie să fie con- 
formă matricei elementare (așa cum s-a arătat mai înainte). 

Deoarece o transformaree lementară nu modifică rangul unei matrice 
unitate, orice matrice elementară este nesingulară. Deoarece produsul a 
două matrice nesingulare este nesingular, se ajunge la concluzia că, pro- 
dusul între un număr oarecare de matrice elementare este nesingular. O 
problemă de importanţă mai mare este următoarea : concluzia este apli- 
cabilă în sens invers? Orice matrice nesingulară poate fi descompusă in 
matrice elementare? Răspunsul este afirmativ. Se poate arăta că orice 
matrice mesingulară prate fi scrisă ca un produs al unui număr finit de 
matrice elementare. 

Pentru exemplificare să presupunem că se cere: (1) să se adune 
linia întîia a unei matrice A (4x3), la linia a treia, după multiplicarea 
primei linii cu 5 și (2) să se schimbe între ele coloanele trei și doi, după 
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ce coloana a doua a fost înmulțită cu 3. Cele două matrice care vor rea- 
liza aceste transformări sint : 


© m 


E, = 


O Gi 

PE © 
© m= © © 
= © © © 


Prima trebuie să premultiplice pe A, iar a doua să postmultiplice pe A. 
Cititorul poate să verifice acest rezultat. 

Prezentarea unor detalii asupra matricelor elementare se va face 
printr-un număr important de probleme. În dezvoltarea care urmează 
se presupune că rezultatele acestor probleme sint cunoscute. 


Matrice echivalente 


Fie A și B două matice de același ordin. Spunem că B este echira- 
lentă cu A dacă aceasta se poate obţine din A printr-un număr finit de 
transformări elementare. Dacă toate transformările sint efectuate asupra 
liniilor, B este echivalentă cu A, în raport cu liniile; dacă toate transfor- 
mările operează asupra coloanelor, B este echivalentă cu A, în raport cu 
coloanele. Efectuarea unui număr de transfermări elementare revine la 
inmulţirea matricei A, cu produsul unui număr de matrice elementare. 
Un astfel de produs poate fi reprezentat printr-o singură matrice care este, 
cu necesitate, nesingulară, deoarece fiecare matrice elementară este nesin- 
gulară. Prin urmare, definiția generală a echivalenței poate fi reformu- 
lată astfel: 


Teorema 1. Fie A și B două matrice de acelaşi ordin. Matricea B este 
echivalentă cu A, dacă şi numai dacă ; 


B = PAQ (1) 


unde P şi Q sînt nesingulare. 

Deoarece P şi Q sint nesingulare, rezultă că A = P-!BQ-1. Această 
relaţie are aceeași formă ca și (1), deci, dacă B este echivalent cu A, atunci 
și A este echivalent cu B; rezultă că echivalența a două matrice este o 
proprietate reciprocă. 

Deoarece o transformare elementară nu modifică rangul unei ma- 
trice, © succesiune de transformări elementare menţine rangul matricei 
neschimbat. Prin umare, două matrice echivalente au același rang. În 
particular dacă o matrice pătratică, A, este nesingulară și o matrice echi- 
v alentă cu A este de asemenea nesingulară. 
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De fapt, dacă A, este o matrice nesingulară, aceasta poate fi redusă 
totdeauna la o matrice unitară, prin transformări elementare succesive ; 
aceasta înseamnă că oricînd vor exista nişte matrice P și Q nesingulare 
(fiecare din ele fiind un produs de matrice elementare), astfel încit : 

PAQ =U (2) 


Deci 


A = P-(PAQ)Q-! = P~IUQ-! = P-:Q-. (3) 


Astfel, dacă A este nesingulară, aceasta poate fi oricînd factorizată într- 
un produs de două matrice nesingulare P-1şi Q-1. Aceasta este desigur o 
demonstraţie de „existență”; nu se menţionează vre-un algoritm care să 
efectueze factorizarea. 

Faptul că, o matrice nesingulară este echivalentă cu o matrice 
unitate, aşa cum se arată în (2) este un caz particular al unei proprietăţi 
mai generale. Fie A o matrice de ordinul (m x n) şi de rang r. Prin transfor- 
mări elementare A se poate reduce totdeauna la o matrice B de forma: 


r nr 


B=PAQ= 7 În T (4) 
m—ri o0 0 


Submatricea din stînga — sus este o matrice unitate de ordinul r. Dacă 
A este patrată și nesingulară, n = m = r gi (4) se reduce la (2). Matricea 
din dreapta relației (4+) se numeşte formă normală a matricei A. 

Să presupunem că în (1) Q = U; rezultă că B = PA. Matricea ne- 
singulară P este produsul matricelor elementare. Înmulțirea lui A cu P 
conduce la efectuarea unor transformări elementare asupra liniilor din A. 
În matricea produs B, rezultă linii care sînt simple combinaţii lineare ale 
liniilor din A. În consecință, dacă două matrice sînt echivalente în raport 
cu liniile, liniile uneia sînt combinaţii lineare ale liniilor celeilalte şi vice 
versa. În mod similar, dacă două matrice sint echivalente în raport cu coloa- 
nele, coloanele uneia sînt combinaţii liniare ale coloanelor celeilalte ; de 
exemplu, în Capitolul 2 s-a găsit că matricea Q, a unui grup tăiat funda- 
mental, relativ la un circuit, se obține premultiplicind matricea de inci- 
dență A cu matricea nesingulară A,. Astfel, este de așteptat ca liniile lui 
Q, să fie combinaţii liniare ale liniilor lui A, sau în mod echivalente ecua- 
ţiile grupului tăiat, să fie combinaţii liniare, ale ecuaţiilor corespunză- 
toare legii lui Kirchhoff pentru curenți la nod, ceea ce știm că este 
adevărat. 
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Transiormări similare 


În relaţia de echivalență (1) nu este necesar ca între matricele P și 
Q să existe vreo legătură. Totuşi, cînd există anumite legături, echivalența 
conduce la unele proprietăţi importante, astfel că este util ca transformă- 
rile corespunzătoare să fie numite și clasificate. 

Să presupunem că matricea A din (1) este patrată, iar P = Q~! 
Atunci 


B = 07:40 (5a) 
gau 
QB = AQ. (5b) 


Această transformare este o transformare similară; A şi B se numesc 
matrice similare. Această transformare a fost deja discutată în capitolul 
1, unde am văzut că două matrice similare au aceleași valori proprii. 
Includerea transformării aici s-a făcut pentru o tratare completă. 


Trasformări congruente 


Un alt fel de echivalență particulară este următoarea. Să presu- 
punem că în (1) P = Q’. Atunci, transformarea 


B = QAQ (6) 


se numește transformare congruentă ; se zice că B este congruentă cu A. 

Deoarece Q se poate scrie ca un produs de matrice elementare, Q’ 
va fi egală cu produsul transpuselor acestor matrice elementare, considerate 
în ordine inversă. Prin urmare Q'AQ se obține din A, efectuind perechi 
de transformări elementare, o transformare asupra liniilor, urmată de o 
transformare corespunzătoare asupra coloanelor. 

O comparaţie între transformarea similară din (5) şi transformarea 
congruentă din (6) arată că acestea ar fi identice dacă Q 1 = Q'. Acestei 
proprietăți i se acordă o denumire specială. O matrice avînd proprietatea : 


=e (7) 


se numeşte matrice ortogonală. 

Dacă A este o matrice reală, simetrică, de rang r, se poate arăta, cu 
ajutorul unor transformări elementare, că aceasta este congruentă cu o 
matiice diagonală D, de forma 


D = YAQ = p le (8) 
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în care D, este o matrice diagonală de ordin r şi rang r, iar Q este nesin- 
gulară. Aceasta seamănă cu forma normală din (4), dar există nişte dife- 
renţe. În cazul general A poate să nu fie pătratică și cele două matrice 
P și Q pot să fie independente. 

Elementele diagonale ale lui D pot să fie pozitive, sau negative. 
Liniile și coloanele pot fi totdeauna schimbate reciproc, astfel încît ele- 
mentele pozitive să fie plasate la început. Produsul matricelor elementare 
corespunzătoare poate fi concentrat în Q. Dacă termenii pozitivi şi nega- 
tivi sint explicitați, rezultatul poate fi scris astfel: 


D 0 0 
ar >, | p= 4 | (9) 
0 0 0 EA 


unde atit D, cît și D,_, sînt matrice diagonale cu elemente diagonale po- 
zitive, ordinul și rangul lui D, fiind p, iar ordinul şi rangul lui D,_, fiind 
r—p. 

Să definim acum matricea : 


1 D,? 0 0 
D? = -4 , (10) 
0 —D, 3 0 
0 0 U 
unde : 
să zt 
d, ? O d 2 
PEL 1 -4 +1 O 
D, * = Pa 1 ' D,-; = k 1 l sau 
f 2 n A 
O t . d, = O d, s 


1 
Apoi, după o transformare congruentă a lui D, cu ajutorul lui D ?, (9) 
se poate scrie astfel 


U 0 0 


DYDD E = DO Fy A (007?) =| 0 -U oj=6 02) 
0 0 0 
1 


1 
Deoarece D ? este nesingulară şi QD ? este nesingulară. Prin urmare, 
în partea dreaptă avem de fapt o transformare congruentă a lui A. 
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Această matrice se numește matrice canonică ; se spune că, transformarea 
congruentă a lui A din (12) pune pe A în formă canonică. Numărul intreg 
> din această expresie se numește indicele matricei. 
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Subiectul acestui paragraf este o formă matematică, ce apare în 
circuite, în urma unor consideraţii de putere disipată sau energie acumu- 
lată. Pentru a explica cum apare aceasta, înainte de a dezvolta proprie- 
“ăţile sale matematice, să considerăm un circuit pur rezistiv, cu matri- 
vea rezistenţelor de laturi R ; vectorii tensiune şi curent de latură sînt la un 
moment dat v(t) şi i(t). Puterea disipată în circuit la o valoare oarecare a 
timpului este p(t) = i(t) v(t). Dacă se introduce relația relativă la laturi 
v = Ri, atunci puterea devine 


p = i(t)’ v(t) = i'Ri. (13) 


De exemplu, pentru un circuit cu trei laturi, mărimea expresiei din dreap- 
ta este; 


R 0 Afh 
Ri = [ù i ilfo R, ofli 
0 0 Rili 

= RË + R + Ras. 


Această expresie este pătratică în raport cu curenții și ilustrează ceea ce 
dorim să prezentăm aici. Pentru a sublinia că rezultatele sint generale 
vom utiliza o notație în formă generală. 


Definiții 
Fie A = [a;], o matrice reală pătrată şix = [4;] un vector coloană, 
real sau complex. Expresia : 
Gu Giz Gin Tı 


Ga O Gan Te 


X'Ax=(7, Te La] (14) 


Oal One (7 A Ta 
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cu x considerat vector real (adică avind elemente x, reale) și expresia 


sAx = [z r e a] fala (15) 
Qal Qn? lun Pa 
cu X considerat vector complex, se numesc forme pătratice. Justificarea 


acestei denumiri apare clar dacă se efectuează multiplicarea matricelor 
menționate, ceea ce dă: 


n n 

TIELT 
atunci cînd z-urile sint reale și 

n n ay 

i=] j=l 


atunci cind z-urile sînt complexe. Constatăm că acestea sînt expresii 
omogene de gradul 2 în variabilele £j, Tas.. ey Lae 

Matricea A din relațiile (14)—(17) se numeşte matrice a formei pă- 
tratice. Vom considera că z-urile sint variabile astfel că matricea definește 
în principal forma pătratică, Ne vom preocupa de forme pătratice în care 
matricea A este reală şi simetrică. În realitate, orice formă pătratică reală, 
cu o matrice reală, poate fi transformată într-o formă pătratică cu o ma- 
trice simetrică, deoarece avind z-urile şi a,,-urile reale se poate scrie 


9 


a; +a 
Se vede că, contribuția celor doi termeni din stînga acestei ecuații la forma 
pătratică rămine neschimbată, dacă înlocuim pe a; și a; din matrice cu 
jumătate din suma lor. Astfel dacă A nu este simetrică vom defini matricea 
simetrică B ca fiind; 


B = > (A +A’). (19) 


Matricea B se numește partea simetrică a lui A. Acestă operație menține 
elementele diagonale din A nemodificate, în timp ce elementele din afara 
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diagonalei sint modificate în modul arătat. Din discuţiile precedente 
rezultă că 


x Ax = x'Bx. (20) 


Să ne concentrăm acum atenţia, asupra unei forme pătratice în 
care vectorul x este complex. Atita timp cît matricea A a formei pătratice 
este reală şi simetrică, forma pătratică x" Ax va fi reală. Pentru a demon- 
stra aceasta să observăm că 


n n _ n x n n 
£ Y yT =S utn E Y, lyt, t 
i=l 2 j=l 


i=] j=l i=l i=l 


Îi 
n n n 
=f E A D a(t x 2 1) (21) 
isi ial jel 
Îsi 
R , n n E 
= Ş alal? + E Y tRe (F, 2;). 
isi ísl j=l 
si 


Rindul al doilea este o consecință a simetriei lui A, iar ultimul termen, 
din ultimul rînd rezultă din faptul că 7; z, este conjugatul lui Z, æ,. În 


ultimul rînd toţi termenii sint acum reali ceea ce demonstrează afirmaţia 
noastră. 


Transformarea unei forme pătratice 


Să observăm acum ce se întimplă cu o formă pătratică dacă vectorul 
x este supus unei transformări lineare, nesingulare și reale. Fie x = Qy, 
unde Q este nesingulară iar y este un vector coloană. Forma pătratică 
devine: 


x* Ax = (0y) A (Qy) = y"(0AQ)y, (22) 


unde s-a ţinut seama că Q este reală şi s-a scris Q* = Q'. În interiorul paran- 
tezei găsim o transformare congruentă a lui A. S-a constatat mai înainte 
că, o matrice reală, simetrică A poate fi redusă totdeauna la forma cano-" 
nică din (12) utilizind o transformare nesingulară, congruentă. Prin ur- 
mare, forma, pătratică se poate reduce la : 


X*Ax = y* Cy = |y? + Iya + eee Fly? yale ly] (23) 
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Acest rezultat ne permite să formulăm următoarea teoremă : 


Teorema 2. Orice formă pătratică, reală x*Ax în care A este reală și 
simetrică poate fi redusă, cu ajutorul unei transformări lineare, nesingulare 
şi reale x = Qy, la forma canonică din (23) în care r este rangul lui A, 
dar p este indicele. 

Aceasta este evident, o teoremă de existență și nu ne dă nici o indi- 
cație asupra modului în care s-ar putea găsi transformarea lineară potri- 
vită. Un procedeu care permite aceasta este cel numit reducere de tip La- 
grange, care constă din repetarea unui procedeu similar completării pătra- 
tului. Să ilustrăm aceasta, printr-un număr de exemple. 


Exemple 


1. Pentru simplificare, să presupun em că x este un vector real. Fie 


1 217 
eea JE] 
2 2JLr 


2 2 


9 9 o 
xi + AT r, + (4x3 — 4x?) -+ 2x: 


|! 
st 


t 


= (x, + 212) — 273, 


În aceste operaţii 4a3 a fost adunat şi scăzut pentru a completa pătratul perfect. Acum 


să notăm 
Yı = 11 + 2% KIA ] 
___ sau ga . 
Va = V21, za JLo 1/V2 JLy 


, 2 2 1 Of 
vAx = y1 — Y: = LU, Ve) ° 
0 —1 JL: 


În acest caz, rangul lui A este egal cu ordinul său (2), iar incicele este 1. 
2. Acum să considerăm că x este un vector complex și că 


Atunci 


1 -1 3ifa, 

X*Ax = [3 ze zi] —1 2 ofj; 

3 0 11] la 
= Pata a Tot CE, Io — T, ay T 2 Lt Maă, 
= |, E — Ta (Ta — 323) — T, (T3 — 313)) + (2x, z: + 14 z, 7). 


Primul set de termeni poate fi scris ca un modul la pătrat, durin l (2,+3x,) (3,+37,), ceca 
ce înseamnă că aceeași mărime trebuie scăzută din al doilea set de termeni. Rezultatul acestei 
operaţii este: 

NPÂX = (2373) (Z,- 2,407 (a t31. g, ETa) 5T T 


= (£y— t+ 3x3) (n Z+ 2) — (11-323) (7,433) - tza, 
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În ultima etapă, 9r,z, a fost adunat şi scăzut pentru „completarea pătratului” din etapa 
precedentă. Acum să notăm 


3 

Js=  Ta+3r; sau |z, | =|0 l-z| [Uz 
1 

Ya = 213 T3 0 0 23 LY 


În final, forma pătratică devine: 


X*Ax = jy i? + 1ya|?— lys!?. (24) 


Forme deiinite şi semidefinite 


Din (23) se poate observa că valorile formei pătratice vor depinde 
in mod normal de valorile variabilelor y. Totuşi, se poate întimpla ca 
valorile formei pătratice să nu depindă, ca semn, de valorile variabilelor. 
Astfel de forme se numesc definite. În particular, o formă pătratică reală 
x" AX se numeste definită pozitiv, dacă pentru orice set de numere complexe, 
sau reale: i, a.. Ta, care nu sînt toate nule, valoarea formei pătratice 
este strict pozitivă. În mod similar, spunem că forma pătratică este semi- 


pd 
p 


definită pozilir dacă 


x*Ax >0 (25) 


pentru toţi x Æ 0, presupunind că există cel puţin un set de valori ale 
variabilelor, pentru care relația este satisfăcută cu semnul egalităţii. Deoa- 
rece proprietatea de pozitivitate a unei astfel de forme pătratice, nu de- 
pinde de valorile variabilei, aceasta trebuie asociată cu matricea A a formei 
pătratice. Terminologia care urmează pare astfel cu totul naturală. O 
matrice À, reală şi simetrică se consideră a fi definită, sau semidefinită 
pozitie, după cum forma pătratică x* Ax este definită, sau semidefinită 
pozitie. 

Trebuie să găsim niște mijloace de a determina dacă o formă pă- 
:ratică este sau nu este pozitiv definită sau semidefinită. În acest scop 
să examinăm forma canonică din (23). Matricea A a acestei forme este 
caracterizată prin trei numere întregi : ordinul n, rangul k şi indicele p. 
Dacă indicele este mai mic decit rangul (dar mai mare ca zero), matricea 
poate să nu fie nici definită pozitiv, nici semidefinită pozitiv. 

Să presupunem că indicele este egal cu rangul: p = r. Atunci toa- 
te semnele din (23) vor fi pozitive. Există două posibilități : (1) rangul 
să fie egal cu ordinul, r = n, astfel că A este nesingulară ; sau (2) r < n 
ustfel că A este singulară. Să presupunem că r< n. Atunci vom alege pe 
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Yı, Pină la y, = 0 gi Pe Vp, pînă la y, Æ 0. Aceasta va face ca forma 
pătratică să se anuleze, dar pentru x = Qy, nu toate z-urile vor îi nule. 
Pentru oricare alte valori ale variabilelor y, forma pătratică va fi poziti- 
vă. Deci forma pătratică satisface relația (25) şi este semidefinită poz.- 
tiv. Afirmația reciprocă este și ea desigur adevărată. 

Pe de altă parte, dacă r = n (cu p tot egal cu r), atunci A este ne- 
singulară, prin urmare orice alegere a unor y—ci (deci și a -urilor) nenui.. 
va, conduce la o valoare pozitivă a formei pătratice. În concluzie, rezultă 
următoarea teoremă : 

Teorema 3. O formă pătratică avînd o matrice reală, simetrică A, d: 
ordin n, rang r și indice p este definită pozitiv, dacă şi numai dacă A este 
nesingulară, iar indicele este egal cu rangul: p=r=n. Forma pătratirii 
este semidefinită, pozitiv dacă A este nesingulară şi p =r. 

Dacă o formă pătratică este definită pozitiv, atunci, așa cum 1e- 
zultă din (23), matricea sa canonică va fi o matrice unitară ; aceasta ir- 
seamnă că transformarea liniară nesingulară x = Qy conduce la 


Q'AQ =U. (26 


Este posibil să se găsească determinantul lui A luind determinantul in 
ambele părți ale expresiei. Deoarece det U = 1, iar determinantul unui 
produs de matrice de același ordin este egal cu produsul determinanţilor. 
vom avea 


(det Q’) (det A) (det Q) = 1. (23 


Deoarece Q și iranspusa sa au acelaşi determinant, care este nenul fiindcă 
Q ceste nesingulară, obținem : 


l . 
(det Q)? 


Acest rezultat exprimă faptul că determinantul unei matrice defi- 
nită pozitiv este pozitiv. Mai departe, să presupunem că luăm ultima 
valoare a variabilei z,, în formă pătratică, egală cu zero. Atunci nici unul 
din coeficienţii a, sau a; ai matricei A nu va apare în forma pătratică. 
Aceasta se poate vedea cel mai ușor în (16) cu æ, = 0. Prin urmare am 
putea, la fel de bine, să îndepărtăm linia și coloana n din A și să considerăm 
că A este de ordinul (n—1). Și pentru această nouă matrice se aplică relația 
(28). Dar determinantul matricei noi este cofactorul principal al matricei 
dinainte, obținut prin suprimarea ultimei linii şi coloane. Deoarece permu- 
tarea variabilelor nu are nici un efect asupra formei pătratice, nu are 
nici o importanţă care anume din variabile este numită z,. Rezultă că 
oricare din primii cofactori principali, de la o matrice definită pozitiv, va 
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îi pozitiv. Această argumentare poate îi repetată luînd două din variabile 
egale cu zero, apoi trei, și aşa mai departe pînă la ultima, pe care o men- 
tinem nenulă. Vom găsi că toţi cofactorii principali ai matricei A sînt pozi- 
tivi. În ultimul caz, menţinind ultima variabilă nenulă, vom găsi că toate 
elementele situate pe diagonala principală din A trebuie să fie pozitive. 
(Aceste elemente reprezintă cofactori principali de ordinul (n—1)). 

Ceea. ce am reușit să demonstrăm este faptul că, atunci cînd se ştie 
că o matrice este definită pozitiv, toţi determinanțţii săi şi toți principalii 
cofactori sint pozitivi. De fapt, ceea ce ne trebuie în tratarea unei matrice 
date este afirmaţia reciprocă celei arătate mai înainte. Întimplător și 
reciproca este adevărată. Demonstrația reciprocei fiind relativ lungă nu 
va fi dată aici. Pentru consideraţiile care urmează este util să formulăm 
acest rezultat sub forma unei teoreme. 


Teorema 4. O matrice A, simetrică și reală este definită pozitiv, dacă 
ge numai dacă, determinantul său şi cofactorii principali sînt pozitivi. Matri- 
cea este semedefinită pozitiv dacă determinantul său esie zero, iar cofaciorii 
săi principali sînt nenegativi, 


Ca un exemplu, să considerăm matricea reală utiliz: tă mai întinte pentru ilustrarea redu- 
cerii de tip Lagrange. Se cere să se formeze determinentul său şi cofactorii principali. 


1 —1 3 
A=|-1 2 00|: 
3 0 14 


Observăm că toate elementele din diagonală sint pozitive. Deoarece matricea este de ordinul 


trei, elementele din diagonală sint cofactori de ordinul al doilea. Primii cofactori principali 
pot îi formaţi ușor: 


în = 28, Aa = 5, Asa = 1. 
Aceștia sint toți pozitivi. Rămine să se formeze determirtntul cere se găseşte egal cu — 4. 


Acest număr este mai mic ca zero şi deci A nu este definită seu sen.icefirilă pczitiv. 


Forme hermitice 


Pină acum ne-am ocupat de forme pătratice avind matrice simetrice 
şi reale. Dacă matricea unei forme pătratice este complexă, este posibil 
să înlocuim matricea prin partea sa hermitică, fără a modifica valoarea 
formei, la fel cum matricea 1eală era înlocuită cu partea sa simetrică. 


Fie H o matrice hermitică (h; = hy). Expresia : 


x*Hx (29) 
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o A E E 


se numeşte formă hermitică. Dacă H este real, forma hermitică se reduce 
la o formă pătratică. Este deci de aşteptat ca proprietățile formei hermitice 
să fie analoge celor de la formele pătratice. Vom enumera cîteva din aces- 
tea färă comentarii suplimentare. 

Efectuind o dezvoltare ca şi cea din (21) pentru o formă pătratică. 
se poate arăta că valoarea unei forme hermitice este reală. 

O formă hermitică de rang r poate fi redusă la forma canonică dată 
de partea dreaptă a rețelei (23), printr-o transformare lineară nesingulară 
x = Qy, unde Q este în general complexă. 

Termenii „definită pozitiv” se definesc în același mod ca şi pentru 
formele pătratice. Teorema relativă la determinant şi la cofactorii principali 
ai matricelor definite și semidefinite pozitiv, se aplică de asemenea şi la 
matricele hermitice. 


7.3. FUNCȚII DE ENERGIE 


Acum, după ce bazele matematice au fost prezentate, sintem pregătiți 
pentru a reveni la examinarea funcţiilor de circuit. Mai exact, vom lega 
unele funcții de circuit de energia înmagazinată și disipată în circuit. Apoi 
cunoscînd natura acestei energii, putem trage unele concluzii despre pro- 
prietățile, funcţiilor de circuit. 

Să considerăm un circuit multiport, excitat prin surse de tensiune 
la fiecare poartă. Fig. 1 arată utilizarea circuitului diport, dar discuția 
se va purta pentru un multiport general. 

Se presupune că circuitul, care este linear şi invariabil in timp este iniţial 
în repaus. Acum, să considerăm scrierea ecuaţiilor de contur la acest 
circuit. Referindu-ne la Cap. 2 dinainte, forma 


Z, (8) Iņ (8) = E (8), (30a) 
(n. +8 La + zD) I, (8) = Es), (30b) 
8 


unde Z, este matricea impedanțelor de contur, iar R,, L, şi D, sînt 
matricele parametrilor de contur; E este vectorul tensiunilor surselor 


Fig. 7.1. Diport alimentat la ambele porţi. 
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echivalente de contur. Deoarece nu există alte surse în afara celor de la 
porți şi contururile sînt alese astfel că, fiecare sursă de tensiune este situată 
numai într-un contur, iar orientarea contururilor, relativă la sursă este 
cea arătată în fig. 7.1, rezultă că un element al lui E va fi nenul, pentru 
contururi care includ o poartă şi 0 pentru ochiuri interne. 

n (30), variabilele sint transformatele Laplace ale tensiunilor şi 
curenților. Dacă excitaţiile sînt sinusoide de aceeaşi frecvență, sînt valabile 
aceleași expresii (30), în care se înlocuiesc variabilele transformate cu 
fazori şi s cu ju. (Vezi Problema 50). Să notăm cu indice p fazorii, de 
exemplu I, este un număr complex a cărui amplitudine este media 
pătr atică a curentului sinusoidal și al cărui unghi este faza sa. Presupunind 
că avem un n-port astfel că E, are n componente nenule și presupunind 
că există m ochiuri și deci IL, are m componente, relaţia (30) devine: 


Inn Va 
mp2 LEE 
lr, 35 jo (tu Ri a 3) => Va : (31) 
w? 0 
A 0 


Să calculăm acum puterea cu care se alimentează circuitul. Puterea 
complexă care alimentează poarta keste Ip, Vp. Puterea totală debitată 
la toate porțile este prin urmare Ñ, E,. Partea reală din aceasta este pute- 
rea medie reală. Partea imaginară este proporțională cu energia medie 
înmagazinată în circuit, deci cu diferenţa între energia medie înmagazinată 
în bobine şi capacități. 

Astfel, 


Re (a E,) =P, (32a) 
Im (È, E,) = 20 (W, — Wo). (32b) 


Puterea complexă de intrare în circuit poate fi obținută premultiplicînd 
ambele părți ale relației (31) cu Ip. Rezultatul devine: 


E . + 1 $ $ 
In R, Ln + Jo (e L, Ly z 27 Im Dn Ins) == Ls E 


= Își Va + pV p +--+ IV. (33) 


În partea dreaptă apar numai curenții de contur, care sînt și curenți 
la poartă astfel că, indicele m poate fi omis. Găsim că puterea complexă 
de intrare, din dreapta este egală cu suma celor trei termeni din stinga. 
Constatăm că fiecare din aceşti termeni este o formă pătratică. 
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Pentru un circuit nereciproc matricele parametrilor de contur nu 
sint simetrice. Totuşi, aşa cum s-a arătat în paragraful precedent, valoarea 
formei pătratice nu se schimbă dacă matricea formei se înlocuiește prin 
partea sa simetrică. Vom presupune că s-a realizat acest lucru. Fiecare 
din formele pătratice din stînga relaţiei (33) este reală. Prin urmare, com- 
paraţia între (32) şi (33) conduce la concluzia că 


I;,R,„I„„ = puterea reală debitată în circuit, (3t a) 
= InpLmimp = energia medie înmagazinată în bobine, (34 b) 
% 


1 ; e ca R 
a InpDnainp = energia medie înmagazinată în condensatoare. (34 c) 
2% 


Se pot obține expresii echivalente pentru fiecare din aceste forme 
pătratice. Matricea fiecărei forme este una din matricele parametrilor 
de contur. Revenind la cap. 2, găsim că matricele parametrilor de contur pot 
fi scrise în funcţie de matricele parametrilor pe laturi astfel 


R, = BRB,, (35a) 
L, = BLB’, (35b ) 
D, = BDB, (35c) 


unde R, L și D sint matricele parametrilor pe laturi iar B este matricea 


de contur. 
Să considerăm forma pătratică relativă la R„. Utilizind (35a) se 


găseşte : 

LR, = In, BRBI,, = (BI) R(BT,,). (36) 
Să ne amintim că, conform relaţiei (56) din Capitolul 2, B'1I,, = I, este 
transformarea de contur care exprimă curenții de laturi I, prin curenţii 
de contur. Astfel 


b b 
L R.i = ERI, = $ $ Ra os» (37). 


k=1j=1 


unde b este numărul laturilor din circuit. Pentru un circuit general, care 
nu este pasiv și este nereciproc, nu se poate spune nimic deosebit despre 
această formă pătratică. 
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Circuite reciproce, pasive 


Se restringem acum consideraţiile noastre la circuitele reciproce 
pasive. În acest caz, matricea rezistenţelor de laturi este diagonală. Acum 
(37) devine 


b 
Lo R, i A E pe RI, F D R, Hp |> (38) 


Stim că puterea consumată în astfel de circuite nu poate fi negativă. 
Prin urmare, forma pătratică trebuie să fie cel puțin semidefinită pozitiv. 
Aceasta va fi definită pozitiv dacă nici o rezistență de latură nu va fi 
zero, deoarece în acest caz, matricea diagonală R va fi nesingulară. Aceeasi 
concluzie se obține şi din membrul drept din (38), dacă se ţine seama că 
R, este nenegativ pentru orice k. 

Cu aceleaşi argumente, pentru celelalte două forme pătratice, care 
cuprind parametrii inductanţelor şi inversele capacităților de contur 
se deduce că 


Tiye ls j RL. i 
Da În? D, Ly = ELL DI, = FI) D, Ipk? (39a) 
ò b _ 
L La Lav => 5 LI, = £ p L Is; Ir (39b) 
kal j=l 


Să notăm diferențele ce apar în membrul drept al acestor două expresii. 
Matricea inverselor capacităților de latură este diagonală în timp ce matri- 
cea inductanțelor de latură nu este neapărat diagonală. Dacă nu există 
inductanțe mutuale şi L este de asemenea diagonală. Din nou, inter- 
pretind (34) ca energie medie înmagazinată, aceste forme pătratice 
trebuie să fie pozitiv semidefinite. 

În scopul unor referiri mai comode, introducem notaţiile : 


P(jo) = pă R, | (40a) 
Tijo) = Z Th Ln lmp (400) 
; | E 
V(jo) E Sea Iny D, L a (40c) 
= 2%? 


Datorită interpretărilor lor fizice, aceste mărimi au fost numite cu un 
termen colectiv funcții de energie, deși prima nu prezintă dimensiuni de 
energie. Simbolurile pentru aceste funcții sînt nefericit alese, deoarece 
pot fi confundate cu alte mărimi notate similar; dar acestea au devenit 
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aproape simboluri standard în literatură, astfel că vom continua să le 
utilizăm. 

Condiţia ca T(jw) să fie semidefinită pozitiv, impune condiţii asupra 
mărimii inductanţelor mutuale. Dacă cuplajul mutual dintr-un circuit 
apare totdeauna numai între perechi de laturi, condiţia de semidefinire 
este echivalentă cu restricția obișnuită, ca valoarea coeficientului de 
cuplaj să nu fie supraunitară. Dacă sînt cuplate mutual mai multe laturi. 
decit două, restricția coeficientului de cuplaj la valori subunitare nu 
este suficient de severă, pentru a asigura semidefinirea pozitivă ; în acest 
caz, definirea pozitivă este o condiţie mai severă decit cuplajul unitar. 
(Vezi Problema 17) 


Pentru exemplificare, să considerăm circuitul din fig. 7.2. Ambele surse sint sinu- 
soidale, de frecvenţă unghiulară w. Matricele parametrilor de contur sint 


RR R L, —M D D 
R, = A sită La = 3 > Das | i i | 


Fig. 7.2. Exemplu ilustrativ pentru funcţiile 
de energic. 


Funcţiile de energie sint 


Ri + R; R; j 
R RJU 


Tja) = 1 FĂ baf y all; '] 


Și ilp -M Re (Ip peT > Uyl, 


Fijo) = [pu im | | = Rp? + Rs ilp + pl, 


a, 


D, D I 
VUo) = —- SIL pa) K D i D ] [e 
a o p2 


D ; Da 
= ar Ile? + za pa + Tp!’ - 
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Deoarece Ipi + Ipo reprezintă curentul din ramura 3, termenul Rl, + Ipa!? este puterea 
disipată în R, iar |lpi + Ipal2D, | 2w2 este energia acumulată în D,. Caracterul lui T(jw), de 
a fi scmidefinită pozitiv, nu este evident din membrul drept. Să observăm totuşi că matricea 
Im este singulară numai pentru L,L,— M? = 0, care este și condiţia de cuplaj unitar. 


Rezumind rezultatul obţinut mai înainte, matricele Ra, L, și Dn, 
ale rezistențelor, înducianțelor și elastanțelor (înverselor capacităților) de 
contur, ale unui circuit reciproc, pasiv sînt semidefinite pozitiv. Acest rezul- 
tat s-a obținut prin interpretarea fizică a unor forme pătratice, bazată 
pe o analiză în regim permanent sinusoidal. 

Să revenim la ecuaţia inițială de contur (30) în care variabilele sint 
transformate Laplace. Fără nici o legătură cu interpretarea fizică să-i 
premultiplicăm ambele părți cu I,(s). Rezultatul va fi 


(5) Rp Lu(5) + s (5) L, Lu(s) + | I (8) D, L(5) = s)E(s). (41) 
8 


Găsim din nou aceleaşi forme pătratice pe care le-am mai avut mai inainte, 
numai că acum variabilele sînt transformate ale curenților de contur, 
in loc de fazori. Formele pătratice din această ecuație nu au o interpretare 
energetică cum exista în (33). Totuși, matricele acestor forme pătratice 
sînt identice cu precedentele. Prin urmare aceste forme pătratice sìnt semide- 
finite pozitiv. Vom nota, în consecință, termenii cu același simboluri ca 
in (40) și vom continua să îi numim funcții de energie, deși prin dimensiunile 
lor nu reprezintă o energie. 


P,(s) = I*(8)R, 1, (8) (42a) 
To (8) = T$ (s) L; Ip (8). (420) 
Va (8) = I* (s) D„ I, (8). (426) 


Utilizind aceeași notație, (41) devine 


F (s) + sTo(8) + rus) = TV. (43) 


(Notaţia părţii din dreapta a fost modificată în două sensuri. Indicele 
m a fost suprimat; deoarece singurii curenţi care rămîn în produsul Iž E 
sint cei care reprezintă şi curenţi la o poartă. De asemenea, singurele com- 
ponente ale lui E nenule sînt tensiunile la poartă. Prin urmare I} E poate 
îi înlocuit cu I*V, unde I şi V sînt vectori ai mărimilor la poartă). 

Să facem aici o digresiune. Toată această dezvoltare a avut ca punct 
de plecare ecuaţiile de contur. Se poate face o altă dezvoltare, prin duali- 
tate, pe baza ecuaţiilor la nod. În locul matricelor parametrilor de contur 
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Ra, L, și Da, vor apare matricele parametrilor la nod, G, T, şi C,, pentru 
conductanța, inversa inductanţei și capacitatea corespunzătoare. Funcţile 
de energie pot fi definite acum, în funcţie de matricele acestor parametri 
şi de vectorul tensiunilor la nod, V,. Acestea vor avea aceeaşi formă ca 
gi (42), cu V, în loc de], şi cu matricele parametrilor la nod în locul 
celor pentru parametrii de contur. Din aceasta se conclude că, matricele 
G, C, și T, ale conductamţei, capacităților şi inverselor inductanțelor la 
nod, pentru un circuit reciproc și pasiv, sînt semidefinite pozitiv. Se poate 
scrie o ecuaţie similară cu (43) pentru aceste noi funcții de energie, schim- 
bind reciproc pe V cu I. Acest mod diferit de tratare nu este necesar să 
fie dezvoltat, deoarece sistemul de ecuaţii la noduri este de fapt de prisos, 
pentru cele ce urmează. Totuși, la fel cum ecuaţiile la nod conduc adesea 
la interpretări utile şi la simplificarea calculelor, acest mod de abordare 
a problemei poate fi uneori util. Atunci cînd aceasta interesează se pot 
dezvolta detaliile așa cum s-a arătat. 

Să examinăm din nou relația (43). Mărimile din membrul sting 
sint definite pe baza variabilelor de contur (sau prin variabilele relative 
la laturi, printr-o transformare de contur). În membrul drept găsim varia- 
bilele de la porţi. Desigur, variabilele de tensiune și curent la poartă sînt 
legate între ele. Dacă această legătură este considerată în membrul drept. 
din (13), se găseşte un rezultat foarte important. Pentru legătura dintre 
vectorii V și I putem utiliza relația : 


V(s) = Z, (8) I(8) (44a) 
sau 
I(s) = Ye (8)V(8). (44b) 


Prima relație poate fi introdusă direct în (43); cea de a doua poate fi 
inserată după ce se ia transpusa conjugată în (43), ceea ce conduce la 


g per, pt vo) = (1 V)* 
$ 
sau 


F, + 3T, + (45) 


ca! | 
= 
o 
Il 
“i 
* 
md 


Aceasta se obține deoarece formele pătratice sînt mărimi scalare, reale. 
Introducînd (44a) în (43) și (44b) în (45) se găsește 


P, +8 T, + ÈV, = PZ,(8)1, (46a) 
8 


F, +3 To +Z Vo = V+ Yp (8) V. (46b) 
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Din aceste expresii se deduc cîteva din proprietăţile fundamentale 
ale funcţiilor de circuit. Ne vom concentra acum asupra studiului acestor 
proprietăți. 


Funcția de impedanţă 


Să considerăm mai întîi cel mai simplu multiport și anume un uniport. 
În acest caz, Z,, este scalarul Z(8), impedanţa uniportului și I se reduce 
la scalarul, care este curentul de intrare. Din (46a) se obţine expresia 
pentru Z(s): 


1 
II (s)|? 


Z (8) = (Ps) + 87(5) + =- V, (5). (47) 


Să notăm că formele pătratice sînt funcțiuni de s, numai datorită faptului 
că curenţii de contur sînt funcțiuni de s. Natura reală, semidefinită pozitiv, 
a formelor pătratice nu depinde de variabilele curenți, ci numai de matricele 
parametrilor de contur, care sînt matrice formate din constante. 

Expresia precedentă poate fi separată în părțile reală și imaginară 
înlocuind pe s cu o + jw. Astfel 


1 6 
Re [Z (s)] = moo 0) toate) + veto] (48a) 


Im Zí) = —0 se] 
mZ) = (Zas) a (48b) 


Subliniem că aceste ecuații se aplică pentru orice valoare a lui s cu excepția 
zerourilor lui 1(8). Aceste două ecuații sint extrem de importante şi de 
aici vom deduce concluzii interesante. Pentru referiri ulterioare să formu- 
lăm aceste concluzii printr-o teoremă. 


Teorema 5. Fie Z(s) impedanța de intrare a unui circuit N, reciproc, 
pasiv, invariabil în timp şi linear. În acest caz sînt adevărate următoarele 
afirmaţii : 

(a) Pentru orice o >0, Re [Z(8)] > 0. 
(b) Dacă N nu conține nici o rezistență (F (8) = O),atunci 


o > 0 împlică Re [Z(3)] > 0, 
o = 0 implică Re [Z(s)] = 0, 


o< 0 implică Re [Z(3)]< 0. 
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(e) Dacă N nu conţine nici o capacitate (V (s) = 0), atunci 
w > 0 implică Im [Z(s)] >0, 
w = 0 implică Im [Z(8)] = 0, 
w <0 implică Im [Z(s)] < 0. 
(d) Dacă N nu conţine nici o bobină (To(8) = 0), atunci 
o >0 implică Im [Z(8)]< 0, 
w = 0 implică Im [Z(8)] = 0, 
& <0 implică Im [Z(8)] >0. 


Aceste rezultate se obțin imediat din (48). Concluzia (a) stabileşte 
că, valoarea lui Z(s), corespunzătoare unei valori a lui s, situată în semi- 
planul drept, trebuie să fie și ea situată în semiplanul drept. Aceasta 
conduce la conceptul de funcții real-pozitive pe care îl vom introduce 
ulterior. Concluzia (b) conduce la teorema reactanțelor a lui Foster. 
care prezintă importanță istorică. Concluziile (c) și ((d) conduc la rezul- 
tatele lui Cauer referitoare la circuitele RL şi RC. 


Condiția impusă argumentului 


O altă proprietate a funcției de impedanță poate fi dedusă din (43). Să 
reținem că |I|?, Fo, To și Vo sînt toate constante pozitive pentru orice 
valoare a lui s. Rezultă că Z(s) se poate scrie în forma : 


Z(8) = ao + as d i ( 49) 


în care toţi coeficienţii sînt pozitivi. Fie s = 09 + jog un punct în semi- 
planul drept: adică o, > 0 așa cum se arată în fig. 7.3. Fiecare termen 
din membrul drept în (49), poate fi reprezentat prin segmente de dreaptă 
în planul complex, așa cum se arătat în fig. 7.3 b, pentru o valoare corespun- 
zătoare lui s. Orice lungime ar avea aceste drepte, suma nu poate fi situată 
în afara sectorului hașurat arătat în fig. 7.3 a. Observînd în diagramă ce 
se întîmplă pentru un număr de valori ale unghiului lui s, inclusiv valorile 
0 şi +/2 radiani se obține următorul rezultat : 


larg Z(s)| < larg s| pentru 0 < | arg s| < 7/2. (50) 
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Aceasta pare să fie o restricție mai severă impusă impedanţei decit 
condiţia Re [Z(s)] > 0 pentru Re s > 0. Nu numai că Z(s) trebuie să fie 
situat în semiplanul drept, atunci cînd şi s este situat în semiplanul drept, 
dar localizarea este limitată acolo, de o condiţie impusă argumentului. 
Totuși aceasta nu este o restricţie mai severă, deoarece decurge din prece- 
denta. 


im Im 


59 


P 
/ 
Planui Z 


i Planul s 
arg Sp 


Pe 


Fig. 7.3. Demonstrația că [arg Z| < |arg s| pentru larg s| < z2, 


În acest paragraf am făcut referiri la o clasă de circuite și am dedus 
unele proprietăți pe care impedanțele de intrare ale acestor circuite le satis- 
fac in mod necesar. Aceasta s-a făcut în baza unor considerații energetice 
in domeniul frecvenţă. Problema poate fi abordată și altfel, pornind de la 
definitia dată circuitelor pasive în capitolul 1 şi repetată aici pentru cazul 
unui uniport ; 


f v(t)ilt) dt> 0. (51) 


Să presupunem că tensiunea și curentul la bornele unui circuit pasiv 
sint 


i(t) = 2|1g| e cos (oot + a) = Ige + ge, (52a) 
olt) = Z(50) Io et + Z(50) los, (52b) 


unde Sy = 99 + jog Cu 09 >0 şi Io = |I| £1. Presupunem că aceste 
semnale au fost aplicate la t = — œ, cînd circuitul nu avea nici un fel 
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de energie înmagazinată. Deoarece e“! = 0 pentru t = — co, ambele semnale 
încep de la 0. În acest caz, nu apar probleme de regim tranzitoriu și expre- 
siile pentru curent și tensiune reprezintă excitația și răspunsul total. 

Înserînd aceste expresii pentru v și i în (51) și efectuind unele calcuie 
se obţine 


EAK Re [Z(30)] g20at + Re [cea g 260 | > 0. (33 


69 89 


Acum să exprimăm factorul care înmulțește funcţia exponențială, iz 
ultima paranteză, prin modul şi argument: 


Z(ao) Io _IZ(so)| Mol? gjd, (54 
89 [80l 


Dacă aceasta se introduce în expresia precedentă se găseşte 


lo! A pol cos (2t + 6) | >0. (55 
Go [8o 


Cazul cel mai nefavorabil se obține atunci cînd cosinusul este — 1. În 
acest caz condiţia se reduce la 


RelZ(so)] _IZ(s); > o 


Go |Sol 
sau 
Re [Z(8,)] ~A. 
|Z(80); [80| 


Fiecare membru al acestei expresii este partea reală împărțită li modulul 
mărimii complexe, ceea ce reprezintă cosinusul unghiului corespunzător. 
Prin urmare 


(56; 


cos[arg Z(84)] > cos[arg so] (57) 
de unde urmează că 
larg Z(30)| S< larg sol. (58) 
Deoarece Re 8, = o, > 0, acesta este tot una cu (50). 


Aceasta completează stabilirea proprietăților generale care sint 
necesare pentru funcția de impedanță a circuitelor pasive. Proprietăți 
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absolut similare se pot găsi pentru funcţia de admitanţă, pornind de la 
146b) în loc de (46a). Astfel teorema 5 şi ecuaţia (50) sînt adevărate 
atunci cînd Z(8) se înlocuieşte cu y (8). În continuare vom defini o clasă 
de funcţii matematice avînd aceleași proprietăţi şi vom cerceta comportarea 
acestei clase de funcţii. 


7.4. Functii real-pozilive 


O functie real-pozitivă F (8) este o funcție analitică de variabila complexă 
š = 6 = jw, care are următoarele proprietăți : 

1. F(s) este regulată pentru o >Q. 

2. F(c) este reală. 

3. c 20, implică Re [F(8)] > 0. 

Aceasta este o definiție matematică pentru o clasă de funcții matematice. 
Motivul pentru care utilizăm această definiție este faptul că o funcție 
de circuit care ne interesează — anume o impedanță (sau admitanţă) 
de intrare—are aceste proprietăţi. Utilizind consideraţii matematice relative 
la funcţiile real-pozitive putem, probabil, să aflăm despre impedanţe, 
unele lucruri care nu rezultă numai din consideraţii fizice. Conceptul 
de funcţie real-pozitivă, ca și multe din proprietăţile funcţiilor real-pozitive 
pe care le vom prezenta, sînt datorate lui Otto Brune. 

Vom arăta acum că dacă o funcţie este rațională și satisface ultimele 
două condiții de mai sus, condiţia 1 este automat satisfăcută. Vom face 
acest lucru arătînd că un pol de ordinul n al unei funcţii raţionale, reale 
este inconjurat de 2n sectoare, în care partea reală a funcţiei este în mod 
alternativ, pozitivă și negativă. Fie 8, un pol de ordinul n al funcţiei rațio- 
nale F(s). Cazul n = 3 este ilustrat în fig. 7.4. În vecinătatea polului de 
ordinul n, funcția are o dezvoltare Laurent de forma 


Fis) = Le dont La Sales. (59 
Msia ta H H tE aea (69) 


Fig. 7.4. Pol de ordinul 3. 
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Dacă se alege o vecinătate destul de apropiată de s,, primul termen 
al dezvoltării Laurent va fi mult mai mare, în modul, decit ceilalţi; prir 
urmare partea reală a lui F(s) va avea în această vecinătate atit valori 
negative cît și pozitive. Vom arăta aceasta astfel: dacă scriem 


a_ = k ei, (60a 
($s — s) = p °, (60% 
atunci 
Re Pa z) = cos (0 — 16). (61. 
8 — 8o P 


Deoarece 0 este un unghi fix, iar poate să varieze între O si 27 în această 
vecinătate, constatăm că partea reală a termenului dominant își schimbă 
semnul de 2n ori, atunci cînd O variază de la 0 la 27. Prin urmare, partea 
reală a lui F(s) îşi schimbă de asemenea semnul de 2n ori (deși nu neapărat 
la aceleași valori ale lui $, datorită celorlalți termeni din dezvoltarea 
Laurent). 

Acum să presupunem că funcţia F(s) satisface ultimele două condiții 
din definiția funcţiei real-pozitive dar, are un pol în semiplanul drept. 
În concordanță cu ceea ce tocmai am arătat, partea reală a lui F(s) va 
lua, în acest caz, atit valori pozitive cit și negative, ceea ce contrazice 
condiţia 3. 

Concludem că în cazul funcţiilor raţionale, la care punctele singulare 
sint numai poli, condiţia 1 de definire a funcţiilor real-pozitive este o 
consecinţă a celorlalte două condiţii şi este deci nenecesară. 

Pentru a înțelege mai bine definiţia unei funcţii real-pozitive, aceasta 
poate fi interpretată ca o transformare conformă. O funcţie real-pozitivă 
W = F(s) transformă axa reală s în axa reală din W și transformă semiplanul 
drept din s în semiplanul drept din W. Aceasta este ilustrat în fig. 7.5. 


ju JA 


Planul w 


Fig. 7.5. Transformare prin funcții real-pozitive. 
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.O consecință imediată a acestei interpretări este faptul că o functie 
real-pozitivă de o funcţie real-pozitivă este ea însăși real-pozitivă; adică, 
dacă F(s) şi F(s) sînt rp (aceasta, este prescurtarea pentru real-pozitiv), 
atunci 


F(s) = F,[F;(8)] (62) 


este tot rp ; pentru că semiplanul drept s devine semiplanul drept al planu- 
lui F, deoarece F(s) este real-pozitivă. La fel, semiplanul drept al planu- 
lui F, devine semiplanul drept al planului F,, deoarece F,(s) este real- 
pozitivă. Prin urmare transformarea compusă transformă semiplanul 
drept din s în semiplanul drept al planului F, Axa reală se conservă 
pretutindeni. 

Acesta este un rezultat util. Putem să-l utilizăm pentru a arăta că, 
dacă F(s) este rp şi 1/F(s), la fel ca şi F(1/8), sînt rp. Pentru a demonstra 
aceasta să observăm că 


-= -j- (63) 


este o funcție rp. Acum să considerăm că 1/s şi F(s) sint F (s) şi F(s) 
in (62), în ambele moduri posibile; rezultatul căutat se obține imediat. 

Din faptul că inversa unei funcții rp este ea însăși rp rezultă că, o 
funcție real-pozitivă nu poate avea zerouri în semiplanul drept; dacă 
le-ar avea, atunci inversa sa ar avea poli în semiplanul drept ceea ce este 
imposibil. Deoarece impedanța unui circuit reciproc, pasiv este o funcţie 
rp, reciproca sa — admitunţa — este de asemenea o funcţie rp. 

Din punct de vedere al transformării conforme, punctele F(s) = 0 
iso (acestea sînt zerouri și poli ai funcţiei), care sînt situate pe conturul 
limită al semiplanului drept F, nu pot îi imagini al vreunui punct interior 
din semiplanul drept al planului s. Să examinăm acum proprietăţile 
care rezultă, atunci cînd alte puncte ale conturului semiplanului 
drept al planului F, sînt imagini ale punctelor de pe conturul semiplanu- 
lui drept al planului s; adică să considerăm că un punct de pe axa jw 
este transformat de o funcţie F rp, într-un punct al axei imaginare a 
planului F. Dacă jw, este punctul considerat, atunci 


Fijo) = jĂo (64) 


unde X, este real (pozitiv, negativ sau zero). 

Să considerăm o vecinătate a lui jœ, în planul s şi vecinătatea cores- 
punzătoare a lui jX, în planul F, aşa cum este arătat în fig. 7.6. Să notăm 
cu s, un punct din semiplanul drept în această vecinătate a lui jo. Să 
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dezvoltăm acum pe F(s) într-o serie Taylor în jurul lui ja, Și să o evaluăm 
în 3 = 8. Rezultatul este 


F(8)—jăo = Fo (jos) (1— joo)" + F+ (joo) (ai—joo)t! + -s (65) 
5 
unde F™ (jw) este prima derivată nenulă a lui F(s) în jog 


Planul s 


Fig. 7.6. Transformare conformă prin funcţii real-pozitive. 


Atunci cînd s, tinde către jwp termenul dominant este primul ter- 
men al membrului drept. Să definim 


$ = arg [F(s)—jX.] (66a) 
0 = arg (a—joe) (66b) 
= ag [F"(joo)]. (66c) 


Astiel, la limită, vom găsi din (65) că: 
lim $ = B + n lim (67) 
soje ajy 
Dar condiția de real-pozitiv, cere ca |Ø|< 7/2 atita timp cît |0| <r/2. 
Prin urmare, din (67) concludem că 
n=1 (68a) 
B=0 (68b) 
Astfel, prima derivată nenulă este derivata întiia și argumentul său este 


zero la s = jwp Acesta este un rezultat foarte important. Pentru referiri 
ulterioare îl vom formula ca o teoremă: 


Teormea 6. Dacă un punct oarecare al axei jw este transformat cu o 
functie real-pozitivă, într-un punct al axei imaginare a planului F, atunci 
în acest punct derivata AF |ds este reală şi pozitivă. 
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Din această teoremă importantă se deduc şi alte consecințe. Să 
observăm că dacă F(s) are un zero sau un pol pe axa jw, condiţiile teoremei 
sint satisfăcute. În cazul unui zero (X, = 0), un punct al axei jo este 
transformat în originea planului F, care este situată pe axa imaginară. 
Prin urmare, derivata dF/ds este reală şi pozitivă. Aceasta implică şi 
faptul că zeroul este un zero simplu, deoarece la un zero de ordin mai 
mare, derivata întiia ar fi zero. Dacă F(s) are un pol pe axa ju, funcția 
inversă va avea un zero în acel punct şi teorema se aplică funcţiei in- 
verse. Cum d(1/F)/ds este evaluat într-un pol al F(s), aceasta este inver- 
sa reziduului lui F(s) relativ la acel pol (Vezi Apendicele 2). Aceste con- 
siderente pot fi acum formulate prin teorema care urmează. 


Teorema 7. Dacă o functie real-pozitivă are poli sau zerouri i axa 
je» (inclusiv s = 0,00), acesti poli sau zerouri trebuie să fie simpli. Într-un 
zero simplu de pe axa ju, derivata este reală şi pozitivă. Într-un pol simplu 
pe axa jw, reziduul este real şi pozitiv. 


Condiţii necesare şi suficiente 


Pină acum, am găsit destul de multe condiţii necesare pe care o 
funcție real-pozitivă trebuie să le satisfacă. Ceea ce dorim să facem este 
să găsim un set de condiții necesare, care să se dovedească a fi şi sufici- 
ente. Rezultatul este dat de următoarea teoremă : 


Teorema 8. O funcție rațională F(s) cu coeficienţi reali, este real-pozi- 
tiră dacă și numai dacă : 

(a) F(s) este regulată pentru sc >0; 

(b) Polii de pe axa jo (inclusiv cei din s = 0, co) sînt simpli şi au 
reziduul real şi pozitiv; | 

(c) Re [F(jo)]>0 pentru orice w, cu excepția polilor. 

Necesitatea acestor condiţii este evidentă din definiția unei funcții 
rp Şi din teorema 7. Rezultă că mai trebuie demonstrată suficiența acestor 
condiții; adică vom presupune că o funcţie F(s) satisface aceste condiţii 
şi vom arăta că în acest caz trebuie să fie real-pozitivă. Fie w,, a, ... o, 
polii de pe axa jw şi să examinăm părțile principale, relative la aceşti 
poli. Dacă avem un pol în origine, partea principală este 


Po(s) = kols 
unde k, este real și pozitiv. Este evident că F(s) este rp și că avem şi 


Re[Fu(jo)] = 0. 
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În mod similar, partea principală a unui pol, posibil la infinit este 
Fols) = kat, 
unde ka este real și pozitiv ; F(s) este de asemenea rp şi avem și: 
Re[Fe(jo)] = 0. 


Oricare alți poli de pe axa jw trebuie să apară în perechi conjugate 
şi cu reziduuri conjugate deoarece F(s) este o funcție reală. Deoarece 
reziduurile sînt reale prin ipoteză, cele două reziduuri sînt egale. Luînd 
părțile principale în polii conjugați jœ; şi —jœ; împreună, obținem : 


k k 2ks 
Fq) =- + 
“s—jo sjo 8 PER 
unde k; este real şi pozitiv. Această funcție este de asemenea real pozi- 
tivă şi mai are proprietatea că 


ReLF,(jo)] = 


(Observăm că F(s) este impedanța unei capacități, Fa(s) cea a unei 
bobine, iar F, (s) cea a unui circuit rezonant, derivație). 

Astfel putem să extragem din funcția dată F(s), păţile principale 
pentru toți polii săi de pe axa jo. Funcția cae rămîne F, (s) mai are pro- 
prietatea (c! enunțată prin teoremă; deci 


Re[F,(jo)] = RelF(jo)]>0. (69) 


Funcţia rest F,(s) este o funcție regulată în semiplanul drept şi pe 
întregul său contur, care este axa jw inclusiv punctul de la infinit. Pentru 
o astfel de funcţie, valoarea minimă a părții cale considerată în domeniul 
de regularitate, se găseşte pe contur. Aceasta se poate arăta utilizînd 
teorema modulului-maxim (vezi Apendicele 2), în modul următor. Fie 
G(s) = e”7r(”. Această funcție va avea același domeniu de regularitate ca 
şi F,(s). Prin urmare, în concordanță cu teorema modulului maxim, valoarea 
maximă a lui G(s), pentru orice c>0 este situată pe axa jw. "Deoarece 


G(s) | = eP (10) 


cea mai mare valoare a lui G(s) va corespunde celei mai mici valori a lui 
Re[F,(s)]. Aceasta demonstrează tocmai ceea ce doream; că valoarea 
minimă a lui Re[F,(s)], pentru orice c >0 este situată pe axa jw. Deoarece 
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conform (69) această valoare este nenegativă, partea reală a lui F, (8) 
trebuie să fie nenegativă oriunde în semiplanul drept; adică 


Re[F,(8)]>0 (5>0). 


Deoarece, în plus, F,(o) este 1eal, concludem că F,(s) este o funcţie real- 
pozitivă. Putem acum să scriem 


k 2kis 
= F(s) + kas + -° 2. îl 
F(s) (8) s i + > so? (71) 


Am arătat că fiecare termen din partea dreaptă este rp. Se poate 
arăta, în mod simplu, că suma a două (sau mai multe) funcții rp este ea 
insăşi rp. Prin urmare F(s) este real-pozitivă. Aceasta completează demon- 
straţia de suficienţă a condiţiilor stabilite. Deoarece recip.oca unei func- 
tii ıp este de asemenea 1p, putem să vestabilim aceste condiţii necesare 
și suficiente în funcţie de zerouiile lui F(s). 


Teorema 9. O funcție rațională reală F(s) este real-pozitivă dacă 
și numai dacă; 


(a) F(s) nu arc zerouri în 6>0. 

(b) Zerouvile de pe axa jœ (inclusiv s = co) sînt simple şi cu deri- 
rate reale și pozitive. 

(c) Re [F'(jo)]>0 pentru orice e» (cu exceptia polilor). 


Această teoremă rezultă direct din cea precedentă, dacă ne reamin- 
tim că reziduul unei funcții într-un pol simplu este inversul derivatei 
funcției inversate. 

În verificarea caracterului real-pozitiv al unei funcții date, poate să 
nu fie totdeauna necesar să se utilizeze condiţiile, necesare şi suficiente 
menționate în cele două teoreme precedente. Uneori este posibil să se 
elimine unele funcţii, în baza unor consideraţii directe, din cauză că nu 
sint îndeplinite unele condiţii necesare foarte simple. Să discutăm citeva 
din aceste condiţii. 

Am văzut că o funcție scal-pozitivă nu are nici poli nici zeromi în 
semiplanul s din dreapta. Am definit anterior un polinom Hurwitz, ca un 
polinom fără zerouri în semiplanul s din dreapta. Această definiție per- 
mite existenţa zerourilor pe axa jw. Constatăm că, cu această termino- 
logie, o funcție real-pozitivă este raportul a două polinoame Hurwitz. 


Factorii care constituie un polinom Huiwitz tiebuie să aibă una 
din următoarele forme : (s+a) pentru zerouri reale sau (s2?+as+b) pentru 
o pereche de zerouri complexe, cu a fiind nenegativ şi b fiind pozitiv. 
Dacă un număr oarecare de astfel de factori se înmulţesc, rezultatul tre- 
buie să fie un polinom ai cărui coeficienţi sînt nenegativi. Piin urmare, 
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exceptind toți factorii care includ zerourile de pe axa ju, toți coeficienţii 
polinomului vor fi strict pozitivi. Dacă introducem condiția suplimen- 
tară, ca zerourile de pe axa ju să fie simple, se găsește că, atunci cînd 
toate zerourile sînt pe axa jo ; unii coeficienți vor fi zero 1) dar coeficienții 
care rămîn vor fi tot strict pozitivi. Deşi aceasta este o condiţie necesară 
pentru ca un polinom să fie Hurwitz, ea nu este suficientă, aşa cum se 
demonstrează, în mod simplu, cu contraexemplul următor 


(82—8+4) (3s4+2) = 89+82+285+8. (72) 


Polinomul din dreapta conţine toate puterile lui s şi toţi coeficienţii sînt 
pozitivi deşi are o pereche de zerouri în semiplanul drept. 

Prin urmare dacă o funcție raţională candidează pentru caracterul 
real-pozitiv, acest criteriu poate fi utilizat ca un test negativ. Dacă numă- 
rătorul sau numitorul polinomului au vreun coeficient negativ, sau puteri 
ale lui s care lipsesc (altfel decit toţi coeficienţii termenilor pari, sau im- 
pari, menţionaţi mai înainte), funcţia poate fi respinsă. Pe de altă parte, 
dacă este admisă de test, nu se poate spune încă nimic precis despre func- 
ție. 

Un alt test simplu rezultă din faptul că o funcție real-pozitivă nu 
poate avea mai mult decît un pol simplu, sau un zero simplu, în zero sau 
la infinit (care sînt pe axa jw). Aceasta, cere ca cea mai mare putere a lui 
s de la numărător și de la numitor să nu difere cu mai mult decit o uni- 
tate ; şi în mod similar pentru puterile mai mici. 


Pentru exemplificare vom considera clteva funcții raţionale și vom vedea dacă pot fi 
examinate rapid ca nesatisfăcind unele condiţii necesare pentru funcţiile re: l-pozitive. 


i Funcția Observaţia 
F(s) = s? +2s+2 Nu mai mult d: un pol simplu la infinit; coeficienţi 
s+i pozitivi. Poate fi real-pozitivă. 
F(s) = _S'-H3s?+2s+2 Coeficientul termenului cubic lipseşte. Nu este real- 
s? His? +s+2 pozitivă. 
s+2 S ȘI 
F(s) = [TIPIC PIE g Zero dublu la infinit. Nu este rea!-pozilivă. 
s3+ 5s2+3s+ 
s3425 Lipsesc coeficienți ai unor termeni la numărător, dar 
F(s) = TEES numai cei ai puterilor pare. Poate să fic real-pozitivă. (În 
s?-4-5s°+2s +5 realitate este). 
s41) (s43) (s+i Nu are coeficienți negativi sau nuli, dar există un pol 
F(s) = (s+1) (s-+3) (s+4) triplu în s = —2 ceea ce poate părea particular. Nu este 
(s +2)? eliminată. (În realitate este real-pozitivă). 


1) Polinoamele avind numai zerouri simple şi în perechi conjugate pe axa imaginară 
care pot fi considerate polinoame Hurwitz în sens larg, sint impare, dacă au un zero în ori- 
gine (ex.: s(s2--1) (2+4) = s5+5s3+-fs şi pare atunci cind nu conţin zeroul din origine 
(ex. : (32+1) (8+4) = st +5s,+4). (N.T.). 
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Proprietatea argumentului unei Îuneţii real-pozitive 


O proprietate importantă a impedanţei unui circuit pasiv, găsită 
mai înainte, a fost proprietatea argumentului, dată în (50). Această pro- 
prietate poate fi demonstrată matematic, fără a se recurge la consideraţii 
de energie, numai din definiția dată funcţiei real-pozitive. Totuşi demon- 
straţia, deşi directă este cam lungă, de aceea nu va fi dată dar va fi enun- 
tată printr-o problemă. Presupuniînd că relaţia (50) este adevărată pentru 
o funcţie F(s) reală, urmează că F(s) este real-pozitivă. 


Re[P(s)] = |F(s)| cos[arg F(s)] 
>[F(s)] cos[arg s]>0 o < larg s| < 7) i 


Această proprietate a argumentului este nu numai necesară ci şi sufici- 
entă. O vom enunţa aici sub forma unei teoreme. 


Teorema 10. O funcţie rațională, reală, F(s) este real-pozilivă dacă 
și numai dacă 


larg F(s) į < larg si (0< arg <3) (13) 


Funcții real-limitate 


De funcția real-pozitivă se poate lega, printr-o transformare biline- 
ară, o altă funcție. Funcția care se obține astfel posedă unele proprietăți 
interesante. Să considerăm următoarea transformare bilineară : 


1—F(s) F(s) = 1— Wis) 
1+F(s) 1+W(8) 


Corespondența între planele F și W este arătată în fig. 7.7. Semiplanul 
drept al planului F este transformat în interiorul cercului uuitate din 
planul W. Axa jw devine conturul cercului unitate. 

Dacă F(s) este o funcție 1p, valorile din semiplanul drept al lui s, 
se transformă în valori în semiplanul drept al lui F și astfel sînt transfor- 
mate în interiorul cercului unitate din planul W. Dacă s = jw, F(jo) ia 
valori situate în semiplanul drept sau pe axa jX și acestea devin valori 
in interiorul, sau pe conturul, cercului unitate din planul W. Prin urmare, 
dacă F(s) este ID şi W(s) este legat de F prin (74), atunci 


IWY(o)| <1. (75) 


W(s) = 


(74) 
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Acum să considerăm polii lui W(s). Din (74), aceștia se găsesc acolo 
unde F(s) = —1. Valorile lui s pentru care relaţia este adevărată nu pot 
să fie situate în semiplanul drept închis, deoarece dacă F(s) este rp, acea- 
sta ar însemna că Re F<0 pentru Res>0. 

Prin urmare W(s) trebuie să fi regulată atît în semiplanul drept cît si pe 
axa jw. 


JX : Im 


Planul F 


Planul W 


Fig. 7.7. Corespondența transformării bilineare. 


O funcție W(s) care are aceste proprietăți şi anume : W(s) este regu- 
lată în semiplanul drept închis și |W(jo)|SI, se numeşte real-limitată. 
Astfel, o transformare bilineară a unei functii real-pozitivă este real-limi- 
tată. Reciproca este și ca adevărată adică : o transformare bilineară a unei 
functii real-limitată este real-pozitivă. Citeva considerații fiind făcute, 
demonstrația rămîne în seama cititorului. 

Această legătură dintre o funcție real-limitată și o funcție real-pozi- 
tivă conduce la o concluzie interesantă. Să presupunem că o funcție rp este 
scrisă astfel] 


F(s) = m (s) +m (s) ; (76) 
mMa(8)-+ na(s) 


unde m, şi m, sint polinoame pare, iar n, şi n, sint impare, Atunci, transfor- 
marea bilineară (74) ne dă: 


W(s) = (m—m) + (ha) (77) 
(m +m) + (na +n) 
Pătratul modulului |W(jw)|2 devine 
A) ; 
IW(jo) 2 = (ma — a)? — (nau)? ; <1. (78) 


(mtm )i— (ntm)? seio * 
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Acum să presupunem că m, Şi m, se schimbă între ele ; valoarea lui | W(jw) |, 
nu va fi desigur afectată așa cum se observă din (78) şi nici polii lui W(s), 
aşa cum se observă din (77), deşi zerourile lui W(s) se modifică. Să numim 
noua funcție obţinută din W(s), prin schimbarea reciprocă a m, cu Mm, 
W(s), Evident, aceasta este o funcţie real-limitată. Din (77) se găseşte că 
W este: 


IP j= (m — a) + (n=). 


= = t (79) 
(M, + a) + (i + na) 
Prin transformare bilineară se găseşte funcția F(s) corespunzătoare 
Aig) = 18) + %8) | (80) 


mM(8) + na(8) 


Aceasta este chiar funcția F(s) de la care s-a pornit, care are acum părțile 


pare de la numărător şi numitor schimbate între ele. Deoarece F(s) este 
o transformare bilineară a unei funcții real-limitată, ea este rp. Inversa 


lui F (s) este tot ip. Dar inversa lui Ê este tot F(s), cu n (8) și na(s)schim- 
bate între ele. Concluzia este dată prin teorema următoare : 


Teorema 11. Dacă într-o functie real-pozitivă, puterile pare sau 
puterile impare de la numărător și numitor, sînt schimbate între ele se obține 
tot o functie real-pozitiră. 


Funcția părții reale 


Deoarece partea reală a unei funcții 1p joacă un rol atit de impor- 
tant, vom examina comportarea părţii reale a unei astfel de funcții pe axa 
jo. Să ne amintim că partea reală a funcției F, considerată pe axa j este 
partea pa1ă evaluată pentu s = ju, adică: 


R(o) = Re[F(jo)] = Pa [F(5)];. i, =} [Fo + F(—jo)] (81) 


astfel că, constatările făcute despie patea pară pot îi imediat interpre- 
tate prin intermediul păiţii reale pe axa jw. 

Se știe că R(%) este în mod necesar o funcție paă de œ şi că este 
nenegativă pentru orice w. În mod simplu, se poate anăta că partea pară a 
lui F(s) nu poate avea poli pe axa jo. Orice poli ai părții pare vor fi și 
poli ai lui F(s); dar fiind situaţi pe axa jo aceştia trebuie să fie simpli. 
Considerînd pe F(s) dezvoltat în fracţii parţiale ca în (71), funcţia F(s) 
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va conţine aceiaşi termeni, dar toţi cei care includ polii de pe axa ju vor 
avea semnul negativ. Prin urmare, atunci cînd se formează partea pară 
F(s) + F(—s) aceștia toţi se vor anula iar funcţia va rezulta fără poli pe 
axa jw. Inteipretind aceasta prin prisma proprietăţilor părții reale în- 
seamnă că R(w) trebuie să fie limitată la orice o. 


R(u) 


Fig. 7.8. Reprezentarea părții reale a unei funcţii 
real-pozilivă, 


w 


Acum să considerăm un zero posibil pentru R(%). Fig. 7.8 arată o 
reprezentare a lui R(w) în vecinătatea unui zero. Datorită cerințelor 
relative la caracterul real-pozitiv, R(w) trebuie să rămînă pozitivă de 
ambele părți ale zeroului. Urmează că zeroul lui R(w) de pe axa œ nu 
poate fi de multiplicitate impară, ci trebuie să aibă multiplicitate pară. 

Am determinat aici unele condiţii necesare pentru partea reală, a 
unei funcții real-pozitive, considerată pe axa j. Să enunţăm un set de 
condiţii necesare şi suficiente printr-o teoremă. 


Teorema 12. O funcție reală R(w) de o variabilă reală w este partea 
reală a unei functii real-pozitiră F(s), considera pe axa j, dacă şi numai 
dacă 

(a) k(w) este o functie rațională pară cu coeficienţi reali 

(b) R(w) este limitată la orice w. 

(e) R(u) >pentru orice w. 

Am văzut deja că aceste condiţii sint necesare. De fapt, în Capito- 
lul 6 s-a demonstrat, printr-o construcţie de funcţie, că pentru a găsi o 
funcţie F(s) rațională reală, dintr-un R(o), condiţiile (a) și (b) sînt sufici- 
ente. Dacă si condiţia (c) este satisfăcută, aceasta este suficient pentru 
ca funcția respectivă să fie o funcţie real-pozitivă. 


7.5. FUNCŢII DE REACTANȚĂ 


Să ne concetrăm acum asupra unor tipuri speciale de funcţii real- 
pozitive. Acestea apar atunci cînd se consideră circuite cu numai două 
tipuri de elemente (LO, RC, RL). Istoriceşte, aceste circuite au fost 
studiate înaintea altora mai generale, începînd cu lucrarea din 1924, 
datorată lui Foster. 
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Vom considera la început un circuit fără rezistenţe. Astfel de circu- 
ite se cunosc ca circuite nedisipative, sau reactive. În teorema 5 am notat 
că impedanța de intrare într-un circuit fără pierderi este pur imaginară 
pe axa jo ; adică avem Re [Z(jw)] = 0. Formulind aceasta prin interme- 
diul unei transformări, impedanţa unui circuit nedisipativ, transformă 


Planul s Rez Planul F Re Yy 
și planul z Im S și planul Y Im F 


Im Y 


Im z 


b 


Fig. 7.9. Transformare care rotește axele cu z:2 radiani. 


axa imaginară a planului s, în axa imaginară a planului Z. După ce am 
observat această proprietate a impedanţei unui circuit, vom reveni în 
matematică şi vom lua această proprietate ca bază de definiţie. Vom 
formula următoarea definiție: O funcție de reactanjă este o funcţie real- 
pozitivă care transformă axa imaginară în axă imaginară. În această ter- 
minologie impedanţa de intrare într-un circuit fără pierderi este o funcţie 
de reactanţă. 

Să stabilim acum cîteva proprietăţi ale funcţiilor de reactanţă. În 
primul rînd vom arăta că polii şi zerourile unei funcţii de reactanţă sint 
situaţi numai pe axa jo. 

Pentru a demonstra această teoremă, să observăm că, la fel cu o 
funcţie care transformă axa reală în axa reală, și care este simetrică în 
raport cu axa reală [de ex. P(8) = F(s)]; o funcție care transformă axa 
imaginară în axa imaginară este simetrică în raport cu axa imaginară. Pen- 
tru a vedea clar acest lucru să rotim cele două plane (planul s şi planul F) 
in sensul acelor de ceasornic cu 7/2 radiani. Realizăm aceasta dacă defi- 
nim 


z=, (82a) 
j 
ER 
(2) = F (82b) 


Aceste transformări sint arătate în fig. 7.9. Să observăm că axa reală 
devine axă imaginară și viceversa. Un caz similar se obţine pentru cea- 
laltă transformare. Dacă 2 este seal, argumentul lui F(j=) este imaginar, 
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astfel că prin ipoteză F(jz) va fi de asemenea imaginar. Prin urmare (2) 
va fi real dacă z este real. Aceasta rezultă din proprietatea de reflexie 
dată de relația (6) din capitolul 6 astfel că 


Y(2) = (2) (83) 


Dacă acum revenim, prin transformarea, din (82), această relație 
devine 
F(—¥) = — F(s) (84) 


Observăm că punctul —s este imaginea punctului s, în raport cu axa ima- 
ginară. Un caz similar se obține pentru punctele —F și F. Rezultă că în 
concordanță cu (84) punctele imagini în raport cu axa imaginară din 
planul s, devin puncte imagini în raport cu axa imaginară a planului F. 

Rezultă că dacă F(s) are un pol sau un zero în semiplanul sting, 
atunci punctul imagine din semiplanul drept este de asemenea un pol, 
sau un zero, ceea ce nu este posibil pentru o funcție rp. Deci, polii și zero- 
urile unei functii de reactanjă trebuie să fie situaţi numai pe axa jo. 

Să revenim pentru un moment la teorema 6. Acolo am văzut că 
dacă o funcție rp transformă un punct situat pe axa jw într-un punct de 
pe axa imaginară, atunci derivata funcției în acel punct este reală şi pozi- 
tivă. Dar conform teoremei 5, o funcție de reactanță transformă întreaga 
axă jo în axa imaginară a planului F. Prin urmare, pentru o astfel de func- 
ție proprietatea pentru derivată va fi adevărată în toate punctele de pe 
axa jw (cu excepția polilor). Pe aceasta se bazează o altă proprietate 
foarte importantă şi anume: polii și zerourile unei functii de reactanjă 
allerneză pe aa jw; adică, între doi poli oarecare există un zero și între 
două zerouri oarecare există un pol. 

Aşa cum s-a mai constatat, teorema 6 se aplică în toate punctele de 
pe axa jo cu excepţia polilor. Prin urmare derivata dF/ds evaluată la s = 
=jo este reală și pozitivă. Să calculăm derivata în lungul axei jw, ceea ce 
este posibil deoarece derivata există. Se găsește 


zi _ (ljo) E d [jX (%)] = jdă(o) a dă (e) (%) X 


0. (85) 
dS i s=ja  d(jo) d(jo)! jdo du 

Am utilizat notația uzuală F(jo) = R(o) + jX(%) şi deoarece F este aici 
o funcție de reactanţă, R(w) este zero. Observăm că X(w) este o funcţie 
reală de o variabilă reală. Rezultă că, dacă nu avem nici un pol între două 
zerouri ale lui X(w), derivata ar deveni negativă undeva între ele ceea ce, 
tocmai am arătat, că este imposibil. O concluzie similară se aplică pentru 
poli succesivi. Fig. 7.10 ilustrează forma pe care X(w) ar trebui să o aibă, 
dacă nu ar avea polii şi zerourile alternaţi. 
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= Proprietatea pe care am demonstrat-o este numită alternanța poli- 
lor şi zerourilor. Din această proprietate rezultă clar că diagrama pentru 
X(o) trebuie să aibă forma generală din fig. 7.11. 

Deoarece X(w) este o funcţie impară iar alternanța polilor și zerous 
rilor trebuie să aibă loc pe întreaga axă imaginară (la valori œ pozitive 
şi negative), rezultă că punctul s = 0 este un zero sau un pol pentru o funo- 
ție de reactanță. 


X(u) 


Fig. 7.11. Comportarea unci funcţii de reactanţă. 


Observăm că dacă F(s) este o funcţie rp care transformă axa ju în 
axă imaginară și F(1/s) este de același tip. Cu transformarea s—>1/s punctul 
>æ din planul s, devine origine în planul 1/s. Deci, utilizînd rezultatul 
precedent găsim, că pentru o funcție de reactantă punctul s = oo este un 
zero, sau un pol. 

Am discutat citeva proprietăţi ale funcţiei de reactanță. Vom ob- 
serva de asemenea că, unele proprietăţi generale ale funcţiilor rp, se apli- 
că în mod particular funcţiilor de reactanță. Astfel, deoarece am arătat 
că polii şi zerourile unei funcţii rp, care sînt situaţi pe axa jo, sînt simpli 
şi că reziduurile în aceşti poli sint reale şi pozitive, vom trage concluzia 
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că toți polii şi toate zerourile unei funcţii de reactanţă sînt simple și că 
reziduul în oricare din poli este real şi pozitiv. 

Acum sintem în situaţia de a consolida rezultatele noastre cu pri- 
vire la funcţiile de reactanţă şi de a stabili condiţiile necesare şi sufici- 
ente, pentru ca o funcţie raţională de s, să fie o funcţie de reactanţă. 


Teorema 13. O functie rațională, reală, y (s), este o functie de reactanţă 
dacă şi numai dacă; 

1. Toţi polii săi sînt situați pe axa ja; 

2. Toate reziduurile sînt reale şi pozitive ; 

3. Funcţia are un pol sau un zero în s = 0 şi s = co!) şi 

4. Re V(jw) = 0 pentru orice o. 

Observăm că acest enunț se referă numai la poli și la 1eziduwi, nu 
şi la zerouri. Am arătat că aceste condiţii sînt necesare, 1ămine să arătăm 
că acestea sint și suficiente; adică, presupunind că o funcţie rațională 
satisface condiţiile formulate, trebuie să rezulte că funcția este practic o 
funcție de reactanţă. Aceasta se poate arăta, în modul cel mai simplu. 
considerînd dezvoltarea în fracţii parţiale a unei astfel de funcţii. Dacă 
combinăm cîte doi termeni, datoraţi polilor conjugaţi, cea mai generală 
formă a dezvoltănii în fracţii parțiale va fi 2). 


; n IF. 
y(s) = Že + kas t a (86) 


$=l Hoa? 


unde sumarea se face asupra tuturor polilor şi toate k-urile sînt pozitive. 
Desigur, polul din origine, sau de la infinit, sau ambele, pot să lipsească. 
Această expresie coincide cu (71) avind F,(s) = 0, deoarece în cazul de 
faţă nu există poli decit pe axa jw. Rezultatul căutat se obține îndată. 
Fiecare termen din această expresie este imaginar la valori imaginare ale 
lui s, astfel că (s) transformă axa imaginară în axă imaginară, ceea ce 
face ca V(s) să fie prin definiţie o funcţie de reactanţă. 

Proprietatea de alternanță a polilor şi zerourilor formează baza 
unui alt set de condiţii necesare și suficiente formulate astfel : 


Teorema 14. O funcţie rațională, reală de s este o functie de reactanţă 
dacă și numai dacă toţi polii și zerourile sale sînt simple, situate pe axa jo 
și alternează. 

Și în acest caz am demonstrat că o funcție de reactanţă îndeplineşte 
cu necesitate aceste condiţii. Rămine să arătăm că aceste condiţii sînt 


1) Condiţia 3 este în mod necesar satisfăcută, dacă 1, 2 și 4 sint satisfăcute. (N.T.). 
2) În absenţa condiţici 4 din icorcma 13, în dezvoltarea (86) poate să apară un termen 
constant. Condiţia 4 este necesară pentru eliminarea acestei constante. 
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suficiente. O funcţie raţională care satisface condiţiile date trebuie să 
aibă forma următoare : 


(3) = K Hoto): t Hona) 


2 2 2 (87) 
(82 (82H00?) + (82o?) 


in care 


0 Loo o < O 030: SC On- CO Com < o (88) 


În (87) K este o constantă pozitivă iar k = 2n—2 sau 2n după cum y(s) 
are un zero sau un pol la infinit. Dacă V(s) are un polîn s = 0, luăm pe 
cog egal cu zero. În acest caz se anulează un factor s. Rezultatul căutat se 
găseşte imediat. Fiecare factor pătratic, de pol sau zero, din (87) este real 
cind s este imaginar. Aceasta înseamnă că datorită factorului s, v (8) 
este imaginar la s imaginar. Prin urmare, ș(£) este o funcție de reactanță 
prin definiţie. 1) 


Realizarea funcțiilor de reactanţă 


La, inceputul acestei discuţii am arătat că impedanţa de intrare 
intr-un circuit nedisipativ este în mod necesar o funcţie de reactanță. 
Să notăm că și admitanţa de la intrare într-un circuit nedisipativ este 
tot. o funcție de reactanţă, adică 


Y(s) = 1/Z(8) (89) 


este de asemenea imaginară pentru valorile imaginare ale lui s care fac 
pe Z(s) imaginară. 

Se pune acum întrebarea dacă reciproca acestei condiții este şi ea 
adevărată; cu alte cuvinte dacă o funcție de reactanță dată este impe- 
danța (sau admitanţa) de intrare a vreunui circuit nedisipativ? Pentru 
a răspunde la această întrebare afirmativ, trebuie să construim un cir- 
cuit nedisipativ care să aibă ca impedanţă sau admitanţă funcţia de reac- 
tanţă dată. La această întrebare, Foster a răspuns în 1924 prin celebra 
sa teoremă a reactanţei (deşi nu în forma dată aici). 


Teorema 15. O functie rațională de s este o funcție de reactanță dacă 
si numai dacă reprezintă împedanța sau admitanţa de intrare a unui circuit 
fără pierderi. 


1) S-ar părea că, acest argument cere numai ca, w(s) să fie o funcţie raţională impară: 
un raport de două polinoame pare cu un factor s suplimentar la numărător sau numitor. Dar 
pe lingă faptul că funcţia de reactanţă transformă axa imaginară în axa imaginară această 


funcţie trebuie să fie și rp. O funcţie rațională și impară care nu are proprietatea de alternanță 
nu va fi rp. 
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Suficienţa a fost deja stabilită. Rămîne să arătăm că dindu-ne o 
funcție de reactanță, aceasta este în mod necesar impedanța sau admi- 
tanţa unui circuit nedisipativ. Pentiu a arăta aceasta să revenim la dez- 
voltarea în fracţii parţiale a funcției de reactanță dată în (86). Putem să 
recunoaștem în fiecare termen al sumei din dezvoltarea în fracţii parţiale. 
impedanţa sau admitanţa unei reactanțe cu schema foarte simplă. Scheme- 
le sint arătate în fig. 7.12. Astfel, dacă v(s) trebuie să fie o impedanţă. 


Reprezentarea circuitului 


Fig. 7.12. Reprezentarea termenilor din dezvoltarea în fracţii 
parţiale. 


putem să o reprezentăm ca pe o combinaţie serie de uniporţi elementari, 
ca, cei din coloana 2, a fig. 7.12. Dacă (8) trebuie să fie o admitanță, putem 
să o reprezentăm ca pe o combinaţie paralel de uniporţi elementari, ca 
cei din coloana 3. Schemele circuitelor obținute sînt arătate în fig. 7.13. 
Ele sînt numite prima şi a doua schemă Foster. 


aaa | a 222% 


q b 


Fig. 7.13. Schemele Foster ale uniporților nedisipativi. 
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Teorema este complet demonstrată. Am găsit că o reactanţă dată 
poate fi atit impedanța cît şi admitanța unui circuit nedisipativ (bineîn- 
teles, nu pentru același circuit). 


Să exemplificăm acest rezultat cu funcţia care urmează. Fie 


4 (52 + 1)(s52+9 9 5 
A E oa ceai A A E (90 a) 
s (s? -|- 4) s să + 4 
sau 
2 ke 
s) = IE z A. _35 + 98 (90 b) 
4(s2 + 1)(s2 + 9) 32 \2 +1 849 


Fig. 7.11. Realizări de circuite reactive. 


În prima funcţie se recunoaște că termenul 4s reprezintă impedanţa unei bobine de patru 
unităţi. La fel, 9;s reprezintă impedanţa unei capacităţi de (1/9) — unităţi. (Unităţile nu 
sint Henry sau “arad, deoarece se presupune că funcţia este normată.) Impedanţa unci ramuri 
LC în paralel este 


SC 
Z= — . 
%9 1 1 
s? -op — 
LU 
; ; FURE 3 in ; Se 1 15 a. 
Rezultă, direct prin comparaļie, că valorile 1. și C trebuie să fie C= -- , L = —- . Circu- 


15 4 
itul va avea schema din fig. 7, 14 a. 
Admitanţa din (90.b) este formată din doi termeni ṣi fiecare poate să fie realizat prinr-o 
bobină cu o capacitate în seric. Admitanţa unui astfel de circuit serie acordat ceste 
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Rezultă că valorile L și C pentru fiecare din cele două laturi pot fi găsite comparind această 
expresie cu fiecare din termenii numerici ai funcţiei date. Rezultatul este prezentat in 
fig. 7.14 b. 


Cele două circuite obţinule sint complet echivalente la bornele lor. Nici o măsurătoare 
nu va arăta diferenţe intre ele. 


Sehema circuitelor în seară 


Circuitele Foster nu sînt singurele circuite care pot să realizeze o 
funcţie dată. (Există de fapt un număr infinit de scheme diferite.) 


Înainte de a generaliza, să prezentăm o altă variantă posibilă pentru exemplul tratat. 
Impedanţa din (90) are un pol la infinit. Dacă acest pol este extras în întregime din Zis». 
funcţia care rămine nu va mai avea un pol la infinit deci. va avea un zero la infinit. Astfel 


. 2 s2 I C 4 s2 ai 
pd ce loja za IE A E nasa e e SE 
s(s% +1) s? -|- 4s 


_ | s9 + 4s -1 fs k ae 
lea] E 94152.+-36 


Scăderea lui 4s din impedanţă presupune de fapl extragerea unei bobine de patru unități 
din circuit, aşa cum se arată în fig. 7.15 a. răminind un circuit cu impedanţa Z,. Acum, inversa 
lui Z, va avea un pol la infinit. Acest pol poale fi complet extras scăzind s/24 ceea ce ne di 


5 5s 


21 s2436 


“ana sooo O 52o Z o = T _ ($ 4 T i 


L 
nur a YIN 
! Z 
z; ? 
Q b C 
48 
4 5 


Fig. 7.15. Realizarea unei impedanțe cu un circuit în scară. 
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Operația echivalentă scăderii lui s/24 din admilanţă, este extragerea unei capacităţi de 1;24 
unităţi, în paralel cu bornele de intrare în Z,, așa cum se arată în fig. 7.150. Admitanţa Y,, 
rămasă după această extragere, nu are nici un pol la infinit, dar inversa Z, are acest pol. Acesta 
poate fi extras rezultind: 


8 m, 
E N E Z 
) D 
3 
Ya = -S 
3 73 


Scăderea unei impedanțe de 48s/5 este echivalentă cu extragerea in circuit, a unei bobine 
de 48:5 unități, aşa cum se arală în fig. 7.15 c. Impcdanţa Z, care rămine este destul de simplă, 
pentru a fi identificată cu o capacitale. Circuitul final este arătat în fig. 7.15 d. 

Acesta este de forma unui circuit în scară. 


Fig. 7.16. Circuit in scară cu impedanţele de laturi 
arbitrare, 


În fig. 1.16 este mătat un circuit în scară avind impedanţe de 
laturi arbiti are. Impedanţa acestuia poate fi scrisă în formă de fracţie 
continuă : 


Z=% Tak 


1 
TER (91) 
Aa 


În exemplul tratat mai inainte, s-a wmărit de fapt, etapă cu eta- 
pă, o dezvoltare în fracție continuă, în care fiecare funcție Z; şi Y, din 
(91) să fie de forma ks, unde k 1cpiezintă o inductanţă sau o capacitate. 
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Dezvoltarea operează exclusiv asupra polului de la infinit extrăgînd acest 
pol, alternativ, din impedanţă şi apoi din admitanţa care rămîne. Rezul- 
tatul acestui proces, pentru o funcţie de reactanță arbitrară, va conduce 
la forma de circuit arătată în fig. 7.17 a. 

O altă dezvoltare în fracție continuă se poate obține, operînd asupra 
polului din origine, s = 0. Dezvoltarea se realizează extrăgînd polul din 
8 = 0, în mod alternativ, din impedanţă şi apoi din admitanţa care 
rămîne, pînă cind funcţia este dezvolată. 1) 


q b 
Fig. 7.17. Prima și a doua schemă Cauer, pentru circuite nedisipative, 


în scară. 


Pentru exemplul tratat mai inainte dezvoltarea este: 


DD) o, 50 + As 1 
= EU oe Dice SS 03 = 


Z(5) = - > a pe iza 
s(52 -+ 4) s? + 4 4/81 da R 

4s? -| 3L 

z= 9's :. să iA 1 ai Ri 

; 1 
Jali eeni ale dastea n 
961/15s + Dees 
15/124s 


Rezultatul este cel din fig. 17 b cu primele patru clemente fiind C= 1/9, 1.,=31/4, Cs=19/961 
şi L4=124/15. 


Rezumind, am arătat că impedanţa și admitanța unui circuit fără 
pierderi sînt funcţii de reactanţă și reciproc, dindu-se o funcție de reac- 
tanţă se poate găsi un număr de circuite, a căror impedanţă sau admitan- 
tă să fie egală cu funcţia de reactanță dată. 


1) Funcţia de reactanță poate fi realizată și prin sinteza Foster-Cauer aplicind compo- 
nentelor funcției de reactanţă metodele de sinteză Foster sau Cauer, într-o succesiune aleasă 
arbitrar (vezi de exemplu Weinberg, L.: Network Analysis and Synthesis, Mc. Graw-Hill, 
New York, 1962 pp. 408—409.) Sinteza după Foster și Cauer conduce totdeauna la scheme 
canonice cu număr minim de elemente. Pe lingă acestea, există o mulţime de alte circuite 
fizice, cu alte scheme electrice, care realizează o funcţie de reactanță dată și care pot să 
aibă, sau să nu aibă, numărul minim de elemente de circuit (N. T.). 
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Polinoame Hurwitz și funcții de reactanță 


Am găsit că o funcție de reactanță este funcție rațională impară, 
raportul dintre un polinom impar şi unul par, sau viceversa, aşa cum se 
„onstată în (87). Dacă notăm polinoamele par și impar cu m(s) şi respectiv 
cu a(s), atunci o funcţie de reactanţă (8) poate fi scrisă ca: 


(92) 


unde m şi n nu au factori comuni. 

Acum, să considerăm conectarea în paralel a unui circuit nedisi- 
pativ cu o rezistență de 1 Ohm. Considerind că 4(s) este admitanţa circui- 
tului nedisipativ, impedanţa circuitului paralel va fi: 


Z(s) = E. SERE PE - AR sau M ' (93) 
149s) m(s)+nfs)  m(8)+ ns) 


unde Ņ(s) este exprimat prin (92). Impedanța acestui circuit RLC va fi 
“p Şi regulată pe axa jo ; rezultă că polii săi nu pot să fie situați în semipla- 
nul drept şi pe contur. Polinomul m+n din (93) este deci un polinom strict 
Hurwitz. Acest; rezultat este foarte util. Vom formula această concluzie și 
reciproca sa printr-o teoremă. 

Teorema 16. Dacă P(s) = m(s) + n(s) este un polinom Hurwitz, 
atunci raportul mjn este o funcție de reactanță. Reciproc, dacă raportul între 
părțile pară şi impară a unui polinom este o functie de reactanță, atunci P(s) 
diferă de un polinăm strict Hurwitz, cel mult printr-un polinom par de mul- 
tiplicare ?. 

Această teoremă ne oferă mijloace pentru a verifica uşor, dacă o 
funcție rațională dată este regulată în semiplanul drept, aşa cum se 
cere pentru o funcție real-pozitivă. Vom lua raportul între părţile pară 
și impară (sau raportul invers) ale polinomului de la numitor și îl vom 
dezvolta în fîracţie continuă sau prin fracții parţiale. Pentru exempliii- 
care să considerăm : 


P(s) = 2st + 5 + 6s? +38 +1, 
m(s) = 934 +632 4+1, 
n(s) = 58 + 3e. 


1) O demonstraţie este subliniată prin problema 43 propusă spre rezolvare. O altă 


demonstrație se dă în: Norman Balabanian, Nelwork Synthesis, Prentice-Hall, Englewood, 
Cliffs, N.Y. 1958, pp. 77—81. 
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Acum să formăm raportul m/n și să-l dezvoltăm în fracție continuă. 
Rezultatul va fi: 


m _ 2s 682+1 _ 2s 1 > 
n 58 + 3s 53 25s O 
24 576s 1 

235 478 


Elementele din circuitul fără pierderi, corespunzător acestei dezvoltări 
în fracție continuă, vor fi toate pozitive. Rezultă că m/n este o funcție de 
reactanță iar P(s) este un polinom strict Hurwitz. În acest exemplu s-a 
presupus, fără a se face o analiză în detaliu că, polinomul par de multipli- 
care nu apare. Pentru a verifica aceasta există un criteriu care va rezulta 
din exemplul următor. 

Să considerăm alt exemplu 


P(s) = 85 + 284 + 38 + 68? + 48 +8, 
m = 2s$ + 63? + 8, 
n = Š + 38 + ds. 
Atunci 


E ta pielea a A, 
mM 284 + 6s2-+38 2 


Observăm că n/m = s/2 este o funcție de reactanță, dar dezvoltarea in 
îracţie continuă s-a terminat prematur deoarece apare un polinom 


s? + 382 + 4 = (32 — 8 + 2) (82 +8 +2) 
care este factor comun atit în partea pară cit: şi in cea impară. Acesta 


este un polinom par, care are două zerouri în semiplanul drept gi două ìn 
cel stîng. Polinomul inițial este: 


P(s) = (s + 2) (s$ +38? + 4) 


și este produsul dintre un polinom Hurwitz şi un polinom par, în concor- 
danță cu teorema, 
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Rezumind : atunci cind se dă un polinom P(8) = m(8) + n(8) 
și dorim să detectăm prezenţa unui polinom par, ca factor de multiplicare, 
notăm că acesta este factor comun al părţilor pară și impară. Rezultă 
că atunci cînd se ia raportul și se face dezvoltarea în fiacţie continuă, 
prezența unui astfel de factor par este semnalată piin terminarea pre- 
matură a dezvoltării. 


1.6. IMPEDANȚELE ȘI ADMITANȚELE UNOR CIRCUITE RC 


Să tratăm acum un alt tip de circuite cu două elemente şi anume 
circuitele RC, Am putea, ducă am dori, să purtăm o discuţie completă 
asupra acestui caz fără să ne referim la circuitele LC. Totuşi aceasta ar fi 
o pierdere de timp, deoarece este posibil să corelăm funcţiile de impedan- 
tă cu ajutorul unor tiansformăii potrivite. Acest procedeu a fost utilizat 
pentru prima dată de Cauer cure a extins lucrarea lui Foster la circuitele 
RC şi RL. 

Fie Z(s) impedanţa de intiae într-un circuit N de tip (RC. Alegind 
in H uzual contw urile, să notăm matricea impedanțelor de contur a 
lui N cu 


Zals) = [e(8)], (94) 
unde elementele matricei sint 
1 x 
ela) = Rit (95) 
sC.. 


LEU 


Să înlocuim fiecare rezistenţă din A rintr-o inductanță de valoare egală 
(R Ohm devine K Ilenry). Atunci matricea impedanţelor de contur 
pentru noul circuit A” devine: 


gn (8) = ha, + Fa = (Ru 1 -| = sZ,, (82). (96) 
su; 


RA A 
eC 


Impedanţa de intrare în circuitul V’ se găseşte ca o soluție a ecuațiilor 
de contur corespunzătoare ; aceasta va fi raportul dintre det (n) şi unul 
din primii săi cofactori principali. Impedanța circuitului V va fi egală cu 
raportul între det (Z,) şi unul din primii săi cofactori principali. Dar 6, 
şi Z, sînt legate prin relaţia (96). Prin urmare, dacă ne amintim care este 
efectul înmulţirii unei matrice cu un scalar s, asupra determinantului 
său, vom găsi că impedanţa circuitului A” va fi 


(8) = 82(82). 
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e m 


Circuitul N’ conține numai bobine și capacităţi astfel că, in ultima. ecua- 
ție, (2) reprezintă o funcție de reactanță. Astfel, am găsit că impedanța 
unui circuit RC poate fi transformată într-o funcție de reactanţă, dacă 
se înlocuieşte s cu s? şi apoi se înmulțește cu s. 

Ar fi interesant de ştiut dacă și reciproca este adevărată, adică din- 
du-se o funcție de reactanță Ņ(s), putem să o transformăm într- -0 impe- 
danță de circuit RC cu o transformare inversă? Pentru a realiza aceasta 
să considerăm că funcția de reactanță este dezvoltată în fracții parțiale 
așa cum s-a arătat în (86). Să împărțim expresia cu s şi să înlocuim pe s 
cu Vs. (Aceasta este inversa transformării utilizate). Rezultatul va fi : 


tayp- hfe k yF 2k, Vs 
e i A AAE E 


ko 2k; 
Ei E pyd 
s 5E 2 so 


Fiecare termen din dreapta poate fi identificat cu o schemă simplă RC. 
Termenul k,/s este o capacitate ; ko este o rezistență. Fiecare din termenii 
ceilalți reprezintă impedanţa unei laturi formată din R în paralel cu C, 
avînd expresia (1/C) (s + 1/RC). Valorile pentru R şi C se obţin compa- 
rînd cele două expresii. Be fapt, avem circuitul din fig. 12, coloana 2, cu 
bobinele înlocuite prin rezistențe. Pentru o referire mai comodă să for- 
mulăm acest rezultat după cum urmează: 


Teorema 17. Dacă Zprols) este impedanţa de intrare a unui circuit RC 
atunci 


y(s) = sZac(82) (97) 


este o funcţie de reactanță. Reciproc, dacă y(s) este o funeţie de reactanță, 
atunci 


(Vs) (98) 


este impedanța de intrare într-un circuit RC. 
Să coniderăm acum admitanța unui circuit RC. Utilizind 498) 
aceasta poate fi exprimată prin : 
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Dar inversa unei funcții de reactanță este tot o funcţie de reactanţă. 
Rezultă că, avind dată o funcție de reactaţă y(s) se poate obține o admi- 
tanță RO dacă înlocuim pe s cu s şi apoi înmulţim cu |s. Pentru o referire 
mai comodă vom formula aceasta astfel: 


Teorema 18. Dacă Y o(s) este admitanţa unui circuit RC, atunci 
' 1 2 
y(s) = pa Yrels?) (99) 


este o funcţie de reactanjă. Reciproc, dacă Y(s) este o functie de reactanjă 
atunci 


Yre (8) = Vsy(/s). (100) 
este admitanfja de intrare într-un circuit RC. 


"Aici găsim o diferență fundamentală între funcțiile de reactanță 
şi funcțiile impedanță şi admitanță RC. În timp ce inversa unei funcții 
de reactanță este din nou un membru al aceleiași clase de funcții, in- 
versa unei impedanțe RC este un membru al clasei admitanțelor RC şi 
viceversa. 

“Cu transformările precedente, putem să transferăm toate proprietă- 
țile funcțiilor de reactanță în proprietăți ale impedanțelor și admitanţe- 
lor RC. Procedeul de stabilire a acestor rezultate este destul de simplu. 
Pentru început, să aplicăm (98) și (100) dezvoltării in fracții parțiale a 
unei funcții de reactanță dată prin (86). Cu modificările corespunzătoare 
in notarea polilor și a reziduurilor rezultatul va fi 


k k; 


Zne (8) = he E aaa. (101) 
A EE E Şi A (102) 
ne(8) = Ra 3 H Ro TE 4 


unde k-urile şi valorile o sint toate reale şi pozitive. Să remarcăm că am 
utilizat aceleași notații pentru reziduuri și poli în ambele cazuri, dar acestea 
sint expresii generale pentru două clase de funcțiuni care nu se pre- 
supun corelate. 

Ecuația (102) nu este o dezvoltare în fracţii parţiale a funcției Ya(s). 
Aceasta ar fi mai curînd dezvoltarea lui Yzc(8)/s, după care rezultatul a 
fost înmulțit cu s. Dacă relaţia (102) se împarte cu s găsim o formă iden- 
tică cu (101). Aceasta ne arată că o funcție de admitanţă RC împărțită cu s 
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este o impedanjă RC. Constatăm că polii acestor funcțiuni sint reali xi 
negativi pe cînd reziduurile lui Zac și Yac/8 sînt toate pozitive. 

Diferenţiind ultimele două ecuaţii in lungul axei reale (s = o). 
vom obţine un rezultat care corespunde poprietăţii funcției de reactanță 
de a avea o pantă pozitivă, adică 


iZaal9) <0, (103 a) 
do 

das) >0 (103 b) 
do 


Astfel curbele funcțiilor RC de intrare, reprezentate pentru valori 
reale ale lui s sint monotone; Zauc(0) este strict descrescătoare, pe cînd 
Ync(o)este strict crescătoare. Ca şi în cazul funcţiilor de reactanţă, aceasta 
implică faptul că zerourile și polii ambelor funcțiuni trebuie să alterneze, 
în acest caz pe axa reală negativă. 

Diagramele unor funcţii de intrare RC, tipice, sint reprezentate în 
fig. 7.18 şi fig.7.19, pentru valori realeale lui s. În fig. 7.18 primul pol de 
lingă origine, poate de fapt să se deplaseze în origine făcînd astfel ca F(0) 
să fie infinită. De asemenea, ultimul zero de pe axa reală negativă se poate 
deplasa la infinit, făcînd pe F(oo)să devină. zero. La fel, în fig. 7.19, primul 
zero poate să fie în origine și astfel F(0) devine zero. De asemenea, ultimul 
pol se poate deplasa la infinit făcînd pe P'( oo) să devină infinit. 

Să adunăm acum toate aceste rezultate în citeva teoreme. Teore- 
mele 19 și 20 sînt pentru impedanțe RC; teoremele 21 şi 22 pentru admi- 
tanţe RC. 


Fig. 7.18. Funcție Zac(0), tipică. 
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| 
E A E 
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Fig. 7.19. Funcție Y polo), tipică. 
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Teorema 19. O funcţie raţională F(s) este impedanţa de intrare a unui 
circuit RC dacă şi numai dacă toți polii săi sînt simpli şi situați pe axa reală 
negativă la valori finite (inculsiv s = 0), cu reziduuri reale și pozitive în 
toți polii şi cu F(œ) real și nenegativ. (Aceasta corespunde teoremei 13 
pentru funcţiile de reactanță.) 


Teorema 20. O funcţie raţională F(s) este impedanţa de intrare a unui 
circuit RC, dacă şi numai dacă, toți polii și toate zerourile sînt simple, situ- 
ate alternând reciproc pe axa reală negativă, iar primul punct critic (pol sau 
zero) care se întilnește pe axa reală negativă, atunci cînd ne deplasăm pe 
această axă începînd din origine, este un pol. (Aceasta corespunde teore- 
mei 14 pentru funcțiile de reactanță.) 


Teorema 21. O funcție rațională F(s) este admitanţa de intrare a unui 
circuit RC, dacă şi numai dacă, toți polii săi sînt simpli și restrînşi pe axa 
reală negativă (exclusiv punctul s=0, dar inclusiv punctul de la infinit), cu 
F(0) real şi nenegativ și cu toate reziduurile lui F(s)/s reale şi pozitive. 


Teorema 22. O funcţie raţională F(s) este admitanţa de intrare a unui 
circuit RC, dacă şi numai dacă, toţi polii și toate zerourile sînt simple, situ- 
ate allernînd reciproc pe axa reală, negativă, iar primul punct critic (pol 
sau zero) care se întâlneşte pe ara reală negativă, atunci cînd ne deplasăm 
pe această axă începînd din origine, este un zero. (Singura diferenţă, între 
această teoremă pentiu admitanţe şi teorema 20 pentru impedanțe, este 
ultimul cuvint.) 

Am sugerat modul în care aceste teoreme pot fi demonstrate în 
discuţiile precedente. Putem să facem demonstrațiile ca pe un exercițiu. 

Am stabilit citeva seturi de condiţii necesare și suficiente pentru ca 
o funcție rațională să fie impedanţa sau admitanța de intrare într-un 
circuit uniport RC. În general, atunci cînd se dorește să se demonstreze 
suficiența unui set de condiţii pentru ca o funcţie dată să fie funcția de 
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intrare (sau de transfer) a unui circuit aparţinind unei clase de circuite. 
se arată că se poate găsi un circuit (cel puţin unul) din clasa considerată. 
care să aibă funcția de circuit dată. În cazul de față am legat demonstrația 
de cea din cazul funcţiilor de reactanță, arătind că funcţia dată poate fi 
transformată totdeauna într-o funcţie de reactanță. Această funcţie poate 
deci să fie realizată ca un circuit LC. Circuitul RO căutat se obţine făcini 
transformarea inversă. Aceasta înseamnă că inlocuim fiecare L din circu- 
itul LC cu un R de valoare egală, 


ks S/R 
S+0 S+I/RC 


Fig. 7.20. Realizări de tip loster ale circuitelor NC. 


Putem să procedăni şi altfel operind chiar asupra funcției date, dez- 
voltind-o în fracţii parțiale așa cum am făcut pentru funcţiile de reactanţă. 
Am obținut pînă acum formele dorite în (101) si (102). Fiecare termen din 
aceste expresii poate fi recunoscut ca impedanţă sau admitanţă a unui 
circuit RC simplu. Conectarea acestor circuite in serie sau în derivație 
(depinzînd dacă funcția trebuie să fie impedanță sau admitanţă) conduce 
la rezultatul dorit. Circuitul va avea aceeaşi schemă ca şi în schemele 
Foster pentru circuite nedisipative arătate in fig. 1.12. Din acest, motiv 
aceste circuite se numesc realizări Foxter ale circuitelor RC, deşi Cauer 
a fost primul care a obţinut aceste rezultate. In fig. 7.20 se arată realizarea 
termenilor din (101) și (102). 


Pentru exemplificare, să presupunem că funcţia dată este 


2A829644) 3 1 


Z(s) 2 -L —— + | 
(s +1) (s + 3) s+1 s43 

Polii sint reali, negativi și simpli, reziduurile sint pozitive aşa cum se constată din dezvol- 
tarea în funcții parţiale. Termenul constant pote fi identificat cu o rezistenţă de două unităţi. 
Termenul 3/(s+1) reprezintă o latură RC în paralel. În fig. 7.20 C = 1/3 şi R=3. Ultimul ter- 
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men are aceeași formă ca şi al doilea și poate fi realizat prin același tip de latură. Realiza- 
rea completă este dată în fig. 7.21 a. 


Să considerăm acum inversa funcției date: 


na EEE 1 (ue 2 4 3) 
2(s 4-2) (s+4) 16 s+2  s+4 


Q 


Fig. 7.21. Realizarea unei funcţii date prin circuite RC. 


Partea din dreapta se obţine printr-o dezvoltare preslebilă a lui Y(s)/s în fracţii par- 


tiale, urmată de o înmulţire cu s. Utilizind schemele din fig. 7.20 se obţine circuitul din fig. 
7.21 b. Se poate constata ușor că ambele circuite au acecași impedanţă. 


Realizarea circuitelor în seară 


Utilizind transformări convenabile, s-a stabilit o corespondență 
reciprocă între funcţiile de reactunță și funcţiile impedanţelor de intrare 
RC, deci, este de asteptat cu fiecare metodă de realizare a funcţiei de reac- 
tanță să poată fi utilizată pentru realizarea funcţiilor RC. Cireuitele 
Foster au fost deja obţinute. Circuitele in scară (de tip Cauer) pot fi şi 
ele obţinute dezvoltind Zac şi Yro în fracţii continui. Nu vom prezenta 
dezvoltarea în detaliu a cazului gencral, deoarece aceasta este oarecum 
evidentă. În locul acestuia se va prezenta o exemplificare, pornind de la 
aceeași funcţie pentru care s-au obținut anterior, schemele Foster. Ixistă 
unele diferenţe specifice în dezvoltarea lui Zgo sau Ypo în fracţie conti- 
nuă, în comparaţie cu cazul funcțiilor de reactanţă, deoarece Za nu poate 
avea un pol la infinit, iar Y pọ nu poate avea un pol în origine. De asemenea 
(vezi problema P31.) cea mai mică valoare a părţii reale se obţine la valori 
ale lui s diferite în cazul Zac, faţă de cazul Ype- 
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Reterindu-ne la Z(s) dat mai înainte, dacă se face dezvoltarea în fracţic continuă. 
relativă la comportarea în frecvența de la infinit, se obţine, în etape, expresia 


2 
Z(s) = 2s +12s + 16 _, Aa ez e ate 
s2+-45+3 s2+48+3 


4s+10 


REEN e tă eee ee tea i 
s 1 s 1 


4 85420 Eo 1 


m 


N SI 
52 59, 
Circuitul in scară corespunzătoar este arătat în fig. 7. 22 a. 


O altă realizare se obţine pornind de la admitanţă și considerind comportarea la frec- 
vența zero. Astfel se găsește 


5 2 
16+12s+2s°? 16 16+12s-H2s? 16 64 1 
A ti 5 s? 75 1445s 
Toog 352, +165 


Fig. 7.22. Realizări ale circuitelor in scară. 
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Circuite cu rezistenţe și bobine 


Ceea ce s-a demonstrat pentru circuitele RC se poate aplica și circu- 
itelor RL. Punctul de plecare este iar o transformare care va schimba 
funcția de reactanţă într-o impedanţă sau admitanţă RC. Se găsește 
imediat că clasa funcţiilor de impedanţă RL este identică cu clasa funeţi- 
ilor de admitanţă RC și viceversa. Rezultă că nu este necesar să dezvol- 
tăm detaliile. În orice teoremă referitoare la circuitele RC este necesar 
numai să se înlocuiască cuvintul „impedanţă” cu cuvintul „admitanțtă” 
(sau „admitanță” cu ,„impedanţă””) pentru a se ajunge la o teoremă vala- 
bilă pentru circuitele RL. Nu vom continua acest subiect; aici dar vom 
sugera unele rezultate prin probleme. 


7.7. PARAMETRII DIPORȚILOR 


În ultimele trei secţiuni am studiat cîteva din cele mai importante 
proprietăţi ale funcţiilor de intrare ale circuitelor uniport, lineare, invaria- 
bile în timp, pasive şi reciproce. Acum von continua cu examinarea circu- 
itelor multiport, în particular a diporţilor. Problemele de bază au fost 
lămurite în (46) prin considerarea matricelor impedanţelor de gol și a 
admitanţelor de scurtcircuit. Aceste expresii sint reluate aici 


P+D, + Ve = Pl (104 a) 
bj 
E PARETS 
8 


Membrul sting al fiecărei din aceste ecuații este o funcție real-pozitivă. 
(Membrul stîng al celei de a doua ecuații este conjugatul celui din prima.) 
Membrul drept al fiecărei ecuații este o formă pătratică pe care o vedem 
egală cu o funcție real-pozitivă. La fel cum am afirmat că matricea unei 
forme pătratice definită pozitiv este definită pozitiv, spunem că matricea 
unei forme pătratice real-pozitivă este real pozitivă. Concluzia este : 


Teorema 23. Matricele impedanţelor de gol și a admitanțelor de scurt- 
circuit pentru un multiport liniar, invariabil în timp, pasiv şi reciproc, sînt 
matrice real-pozilive. 


Acelaşi rezultat poate fi obţinut pe o altă cale. Prezentarea se va 
face cu un circuit diport ca cel din fig. 7.23. Cele două perechi de borne ale 
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diportului sînt conectate în serie prin transformatoarele ideale, ale căro? 
rapoarte de tranformare sînt respectiv z, :1 și 4, :1. Tensiunea şi curentul 
de la bornele de intrare vor îi date de 


Tı Te 


Fig. 7.23. Demonstrația lui Brune că matricele z şi y sînt 
matrice real-pozitive, 


Dacă calculăm impedanţa de intrare Z(s) = V/I găsim: 


Za 2 £ 
Zol Zo Ji Le 


Deoarece impedanţa este real-pozitivă, rezultă că şi forma pătratică din 
dreapta este real-pozitivă. Pentru a demonstra condiția pentru matricea y, 
cele două perechi de borne pot fi conectate în paralel prin transforma- 
toare ideale și apoi se poate găsi admitața de intrare. Această demonstra- 
ție este recomandată ca un exercițiu pentru cititor. 

Să ne restringem acum la cazul diporților; extinderea rezultatelor 
următoare la multiporți de ordin mai mare este simplă şi va fi evidentă. 
Faptul că matricele Z,, şi Y,, sint real-pozitive, are citeva consecințe 
interesante. Fie x, şi z,, două numere reale, arbitrare. Deoarece formele 


pătratice 
Q, = [r 24] [+ al ea (107 a) 
Zol 222 JLT 


Q: = (a za Yn a | | (107 b) 
To 


Va Y22 
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sint funcţii real-pozitive, rezultă că orice pol al acestor funcţii, situat 
pe axa ju trebuie să fie simplu, iar reziduul într-un astfel de pol trebuie 
să fie real și pozitiv. Să presupunem, pentru un moment, că parametrii z 
au un polîns = jo; Deoarece acesta este un pol simplu al formei pătra- 
tice, reziduul lui Q,, relativ la acest pol este: 


reziduul lui Q, == lim (s—jo,) [r zə] l; a | 
s- 


Si “a Zez JLT 


== lim (e, 2] [e Tjon e (108) 


"joi s—jo:) a  (8s—jo:)2z]L £ 


Alocind reziduurilor lui zii, ĉa (=212) Şİ 22 în polul s = jo;, notațiile : 
EU, MO şi KU? respectiv, reziduul formei pătratice va fi 


L © p D . 
reziduul lui Q, = [r rel] e kar Ie (109) 


. = . ) ` 
tati) Kogt Ty 


Astfel, însuşi reziduul este o formă pătratică a cărei matrice este matricea 
reziduurilor parametrilor z. În același timp acest reziduu trebuie să fie real 
şi nenegativ la orice valoare a lui x; şi ra. Rezultă că matricea reziduuri- 
lor parametrilor z, relativă la oricare din polii de pe axa jw, trebuie să fie 
definită sau semidefinită pozitiv. Aşa cum s-a discutat în paragraful 
7.2, aceasta presupune ca determinantul matricei și toți cofactorii săi 
principali să fie nenegativi adică : 


st >0, kat > 0, (110 a) 
kuaka” — (ka) > 0. (110 b) 


Concluziile din primele inegalităţi (110 a) sint cunoscute deoarece 
Zu Și 222 sînt impedanţe de intrare şi sînt deci real-pozitive. Cele din (110b) 
reprezintă un rezultat nou şi important. Această relaţie este denumită 
condiția de reziduuri. 

Ceea ce s-a spus despre forma pătratică Q, este valabil şi pentru 
().]s. Astfel se obţine aceeaşi cbneluzie și pentru Y,./s. Vom prezenta acest 
rezultat ca pe o teoremă. 


Teorema 24. In orice pol de pe axa imaginară, aparținind elemente- 
lor din Z, sau Y,|s, pentru un diport liniar, invariabil în timp, pasiv şi re- 
ciproc, reziduurile parametrilor satisfac condiţia 


kuka — ka >20, (111) 


514 1. PRINCIPII DE BAZĂ ALE SINTEZEI CIRCUITELOR 


în care k; este veziduul lui z; sau y,;]s într-un pol al axei imaginare. 
(Pentru simplificare a fost omis indexul relativ la pol). l 

În particular, dacă circuitul este fără pierderi, toți polii lui z,, şi Y; Sint 
pe axa jœ și condiția de reziduuri se aplică în toți polii. Rezultă de aici 
că, pentru un circuit nedisipativ, 22 nu poate avea un pol care să nu fie 
in acelaşi timp pol şi pentru 24; Şi 22; nici yə nu poate avea un pol care să 
nu fie pol şi pentru yi1 Şi Yz Aceasta, deoarece un k, diferit de zero atunci 
cînd ki; sau Kp este zero, nu satisface condiţia de reziduuri. Pe de altă 
parte, este posibil ca 2, sau 22, (sau ambele) să aibă un pol care să nu 
aparţină celorlalţi parametri. Un astfel de pol se numește pol particular 
al lui 24 s&u 222%. O concluzie similară se poate stabili şi pentru parame- 
trii y. 

Să examinăm o altă consecință a naturii real-pozitive a Z, şi Y.. 
Prin definiție, caracterul real-pozitiv este legat de partea reală a unei 
funcții. Prin urmare, ne aşteptăm să obținem nişte legături între părțile 
reale ale parametrilor z şi y. Să notăm aceste părți reale cu : rin ra (= 1a) 
și rg pentru parametrii 2 și gas J21 (912) Și Y2z pentru parametrii y. În acest 
caz, partea reală a formelor pătratice Q, ṣi Q, din (107) se poate scrie ast- 
fel : 


Re(Q,) = [zi 2] » | H : (112 a) 
‘i Taz JLT 

Rela) = Lr, afe ded ea (112 b) 
da IJzJLT 


Pentru orice s situat în semiplanul drept, sau pe axa jœ aceste forme 
pătratice trebuie să fie difinite sau semidefinite pozitiv, deoarece Q, şi 
Q, sînt funcţii real-pozitive. La fel ca şi în cazul matricei reziduurilor, 
rezultă că 


ru >0 T22>0, 
riaz — ta 0, Res>0 (113) 
pentru părțile reale ale parametrilor z şi 
Jn20, IJx>0, 


JnJz—912>0, Re s>0 (114) 


D Constatarea este valabilă nu numai pentru polii circuitelor nedisipative, ci în orice 
pol situat pe axa jo (N.T.). 

2) Polii de pe axa jo ai căror reziduuri satisfac condiţia de reziduuri (111) cu semnul ega- 
lităţii sint numiţi poli compacji (N.T.). 


l LE PARAMETRII „DIPORȚILOR 


(27) 
| b 
st 


pentru părţile reale ale parametrilor y. Primele rînduri de inegalităţi nu 
sînt nici aici surprinzătoare, deoarece 2,., 222 Yu Și Y2 Sint funcții de in- 
trare și deci sînt real-pozitive. Cel de al doilea rînd de inegalităţi exprimă 
însă un rezultat nou numit condiția pentru părțile reale. De fapt, a 
pentru părțile reale este o condiţie suficientă pentru ca Z sau Y, să 
fie matrice real-pozitive. (Verificaţi această afirmație.) 


Diporţi cu rezistenţe şi capacităţi 


Ca o observaţie finală, constatăm că ceea ce s-a spus despre dipor- 
tii fără pierderi este adevărat şi pentru diporţii RC, în virtutea transfor- 
mărilor discutate anterior și cu modificările potrivite, care sint evidente. 
Astfel, pentru diporţii RC, parametrii z şi y vor avea polii lor pe axa reală 
negativă, iar condiţia de reziduuri se va aplica în acești poli. Nici un pol 
nu poate să aparţină lui za fără să fie și al 211 Şi 222, darzu și 222 pot să aibă 
poli particulari ; condiţii similare se aplică și la parametrii y. 


Ca o exemplificare să considerăm diportul RC din? fig. 7.21. 
Parametrii de admitanţă ai acestui diport sint următorii : 


i(28s2 4- 12-15-+-75 1923 ITS a 
Yas) = ia aa ea T C l315 qo iao 
(+a) (S71) s+? sti 
5 pa 98 
(s+?) (s+1) Sa dig s44 
pe s 3s 
Ya2(5) = it A Hat s yn i 
(S+) (s+4) o s+?h s44 
rR SA 
8 8 i 
15 
Fig. 7.21. Diport cu rezistenţe și capacităţi. 16 2 
32 Š 
7 


Constatăm că. în primul rind, toate cele trei funcţii au aceeași poli. Zerourile lui y, sînt la (apro- 
d. 26 a a Š 

ximativ) — şi —. -. Aslfel zerourile şi polii lui y, ca ṣi ai lui yz2. alternează pe axa reală 
7 7 

negativă și au comportarea necesară la infinit, (care este aceasta?) deci ambele sint admi- 


tanțe RC. Pe de altă parte, nu este necesar ca yp, să aibă toate proprietăţile unci admitanțe 
RC; printre altele, reziduurile lui yz/s nu sînt toale pozitive. 
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Un test al condiţiei de reziduuri arată că aceasta este satisfăcută în toți 
polii, de fapt, condiţia de reziduuri este satisfăcută cu semnul egalității. 
Pentru a distinge situaţiile în care condiţia de reziduuri este satisfăcută 
cu semnul egalităţii de celelalte, vom spune că polul este compact, dacă 
reziduurile acestui pol satisfac condiţia de reziduuri cu semnul egalităţii. 
Astfel, în cazul nostru, toţi polii (inclusiv termenul constant) sînt compacti. 
Verificarea condiţiei pentru partea reală este lăsată în seama cititorului. 

Pentru funcţiile de intrare ale circuitelor cu două tipuri de elemente. 
am găsit seturi de condiţii necesare și am demonstrat că aceste condiţii 
sint şi suficiente. De fapt, am arătat care sînt metodele de a obţine unul 
sau mai multe circuite, pornind de la o funcţie dată. Cazul diporţilor nu 
este la fel de simplu, deoarece aici avem un set de trei parametri. Am obti- 
nut condiţiile necesare pentru acești parametri ; aceste condiţii se dove- 
desc a fi, în cazul general şi suficiente pentru realizabilitatea fizică, numai 
dacă admitem prezenţa transformatoarelor ideale în circuit. Dacă nu se 
admit transformatoare ideale, nu dispunem de un set de condiţii sufi- 
ciente pentru cazul general. În acestă lucrare nu vom aprofunda acest 
subiect. 


7.8.DIPORȚI NEDISIPATIVI TERMINAȚI CU O REZISTENȚĂ 


Pînă acum am studiat următoarele probleme. În cazul unui circuit 
linear, invariabil în timp, pasiv şi reciproc, cu două feluri de elemente. 
am stabilit condiţii necesare şi suficiente pentru funcţiile de intrare. 
Pornind de lu funcţii date, care satisfac aceste condiţii, s-au prezentat 
metode de determinare a circuitului din funcţia dată, care reprezenta 
impedanţa sau admitanţa. Mai general, am văzut că caracterul real-pozi- 
tiv este o condiţie, în general, necesară, pentru impedanţa sau admitanţa 
unui circuit din clasa considerată. Totuşi nu am arătat că aceasta este o con- 
diţie suficientă, în cazul general : aceasta a fost arătat prima dată de Brune 
în 1932, dar aici vom discuta o altă realizare prezentată de Darlington în 
1939. El a arătat că orice funcție real-pozitivă, poate să fie realizată ca 
impedanţă a unui circuit nedisipativ, terminat. cu o singură rezistenţă. 

Să considerăm circuitul din fig. 7.25. Acesta constă dintr-un 
circuit nedisipativ terminat cu o rezistenţă R. Impedanța de la bornele 
de intrare poate fi scrisă în funcție de R şi de parametrii diportului ast- 
fel : 


Z(s) = Rin + 2202 čne? Za Z TEA + 1/Y22 (115 a) 
R + 202 R +: Zag 
Sau 
Z(s) = za. Flea (115 b) 
| + Za 
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(Vezi cap. 3). În formula finală, toate impedanţele au fost normate în raport 
cu R, ceea ce este echivalent. cu a lua valoarea R egală cu 1. 

Acum să presupunem că se dă o funcţie raţională Z(8), real-pozitivă. 
Părțile pară şi impară de la numărător și numitor pot fi separate și func- 


Fig. 7.25. Diport nedisipuliv, terminat rezistiv. 


ţia poate fi scrisă în forma obişnuită. Apoi, această expresie poate fi pusă 
în aceeaşi formă ca și în (115 b) în două moduri posibile, după cum urmează 


Z(s) =: m(8) = m (s) i (116) 
mos) + na(s) 


| TI 
Dig aa BL OR iA (117) 
Ra 1 + m/n 


, -l n 
A TE P Aha fi (cazul B) (118) 
M, 1 + rm, 


Pentru fiecare din aceste două cazuri se pot face, formal, niște identificări, 
dacă se compară aceste expresii cu (115 b). Astfel 


Cazul A Cazul B 
yo a. 
“n7 zu = 
ibo ma 
Mm itg 

ce Aaa e | zii (119) 
ha Ma 
m, n, 
Ya = = Y2 = = 
N mı 


Deoarece Z(s) este real-pozitiv, atît m +n cît şi m, + n sînt poli- 
noame Hurwitz. Prin urmare, rapoartele m/t; şi Ma/na şi inversele lor sînt 
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funcţii de reactanţă. Utilizînd teorema 11 (referitoare la schimbarea reci- 
procă a părţilor pară şi impară, de la numărătorul şi numitorul unei funcţii 
rp) şi rapoartele m,/n, şi n/m, sînt de asemenea funcții de reactanță. 
Astfel, toate funcţiile din (119) sînt funcții de reactanţă, 

Mai rămîne ca din expresia (119) să determinăm pe z, astfel încit 
să a em un set complet de parametri pentru diportul fără pierderi din fig. 


[d - 


7.25. Pentru aceasta observăm că 


» PA n 
zia — Za A aa (cazul A) 
Yaz ha (120) 
m 
= — (cazul B) 
ma 
Deoarece 
sua = Vaiia —- (Zi 222 — 2) 
utilizînd (120) şi (119) vom găsi pe zu: 
mmg — hm, 
Sia su A a Er (cazul A) 
2 
e Ea (121) 
— (mm —n n 
Za = eo e o U E a) (cazul B) 
Mo 


Rineînțeles că odată ce parametrii z sînt cunoscuți se pot găsi și parame- 
trii y. (Vezi tabelul | în cap. 3). Rezultatele complete sînt “tabelate î în ta- 
belul 7.1. 

Se pune întrebarea, dacă aceşti parametri de gol sau de scurtcircuit 
satisfac condițiile de realizabilitate, pentru un diport pasiv, reciproc şi 
nedisipativ. Prima dificultate aparentă este că, datorită radicalului, 2 
poate să nu fie o funcție rațională. Această dificultate dispare dacă mm, — 
Nn, este un pătrat perfect. Observăm că mM, —Nn, este numărătorul părții 
pare a lui Z(s). Deoarece Z(s) este o funcție real-pozitivă zerourile părții 
sale pare pe axa jw, trebuie să fie în mod necesar, cu multiplicitate pară. 
Această cerință nu apare însă pentru celelalte zerouri. Se pare că, dacă 
nu se găsește un remediu, în general z, va fi irațional. 

Remediul dorit se poate găsi în modul următor. Să presupunem că 
7(s) dat, este mărit prin înmulţirea numărătorului şi numitorului său cu 
un polinom strict Hurwitz m+n, ceea ce bineînţeles nu modifică funcția. 
Astfel : 


A a 
My + h Motto m +H 


Z(8) = a a 
Ma + ho Mo Hno Mg Na 
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Partea pară a lui Z(s) va fi acum 


a) 9 
Mim, — h MM, — ha Mi — ni , 
E+[(Z(s)] = Si me i a be a title ste 0 pt i (123) 
m — hz m3 — n3 mi — nà 


În această situație, pentru cazul A, zą va fi 


E Ving — ûre 2 (mm, —n Nat ) (më — -nè) (124) 
i fi Mog HNM ~ 


Acum este clar cum se poate procedeu pentru cu za, să fie o fracție rațio- 
nală : vom pune pe mĝ—ni egal cu produsul factorilor m;mM,—n;n,, care 
sînt de multiplicitate impară şi care făceau pe 2, irațional. Deoarece 
mă —n5 = (mo + ho) (mo—ho), se poate găsi polinomul de multiplicare 
Mo-Fhos alocîndu-i zerourile lui mă—ns situate în semiplanul stîng. 


Tabelul 7.1 


Legătura dintre parametrii =, respectiv y şi iuneţille m, mp, Nis Ng. în cazul sintezei 
diporţilor reactivi închişi pe o rezistență 


Condiţia ' Parametrii 2 | Parametrii y 
H | ! 
îi - ] "~ ș 1 
Oa s i 123 221 En Yu j Hz Ya 
| (N 
Cazul A: | | | i 
| | | i 
Z(s) nu arci omi | m! Ym m ım, - — hng i ma | m y Mm, — Tue 
nici un pol| —— CE 4 oa: a $ 
sau zero lai 7 n j ng nı | n j n 
s=0 ' e D kz 
m r a eee e eee aie e SE 
Cazul B: | Í 
| pead 
- | | a a um i i Pta A A e a IERI 
4(s) are pol! n, mo i y- V- (mm, — mn) n | n V- - (mm; — nyn) 
sau zero lali —: | ee RI — caii azi piesa 
= 0 i m | m, i m, Mm! m, 


Se pune problema semnificației cazurilor A și B. Cînd este potrivit 
unul și cînd este celălalt? Din tabelul 7.1 observăm că numitorul lui 22, 
(sau y») este impar în cazul A şi par în cazul B. Deoarece z, ar trebui să fie 
o funcţie raţională impară, numărătorul lui 22, ar trebui să fie par în cazul 
A şi impar în cazul B. Dacă mymp—mnnhe are pe $? ca factor, extragerea 
radicalului va face numărătorul lui 2, impar şi este potrivită situaţia din 
cazul B. Pe de altă parte, dacă m,mz— nn nu are factorul s?, este potrivit 
cazul A. Factorul s? poate să apară în MyM — has numai dacă în m, sau 
în ma lipsește termenul constant. Rezultă că, dacă Z(s) are un pol sau un 
zero, în s =0, trebuie aplicat cazul B; cazul A se aplică dacă Z(s) nu are 
nici pol, nici zero în 8 = 0. 
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Pentru exemplificare să considerăm: 
s3-+ 452+4s 
s4534 8S4 


Această funcție are un zero în s = 0; deci este aplicabil cazul B. 
Vom forma: 


mm, —n;n, = 4s?(5s24-4)— (s34 4s) (83+ 88) = -—s2(s2-- 17. 


Acesta este un pătrat perfect și nu mai este necesară multiplicarea. Deci din tabelnl 7.1 


| (mm nina) 5052 1) s 096s 
aee aa e 
De asemenea 
ni s(s? -4-H S 0,6 îs 
m ntz 5 | pai] 


Pa S054+-8) s dis 
m, str 5 O s4 


Oricum ar fi funcţia Z(s) dată, este posibil ca 2, să fie făcut funcţie 
rațională impară, multiplicînd, atunci cînd este necesar, funcția inițială. 
Să considerăm acum celelalte condiții de realizabilitate. Condiția pentru 
partea reală din (113) şi (114) este satisfăcută cu semnul egalității pentru 
s = jo. Deoarece funcţiile sînt regulate în semiplanul drept, se poate 
utiliza teorema maximum-ului modulului pentru a arăta că, condiţia 
pentru partea reală este satisfăcută oriunde în semiplanul drept. 

Rămîne condiţia de reziduuri. Reziduul unei funcţii poate fi deter- 
minat, dacă se împarte numărătorul la derivata numitorului evaluată 
într-un zero al numitorului. Pentru parametrii z, reziduurile într-un pol 
finit, nenul sînt date în tabelul 7.2 în care accentele indică derivarea în 


Tabelul 7.2 


Legătura dintre reziduurile parametrilor = și funeţiile m,. ma, ns Mae 


| Li 
Conditia ku | kae 


l 
e | La 
4 
| l | H= — 
m, ` ma mm, — nn 
Cazul A | SA e As 
n ina=0 | n 'na=0 n m=0 
2 25 | 2 n= | 2 4 
n | na | | i — (mm, — nn) ' 
| E N 2 iaa 12 aE BAE Zi 
Cazul B ; 
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raport cu s. Astfel, formînd kiko — k?n, se găseşte că în toți polii finiți 
gi nenuli, condiția de reziduuri este satisfăcută, mai mult, este satisfăcută 
cu semnul egalității. Rezultă că tofi polii finiti și nenuli ai parametrilor 
z sînt compacti. 

Este adevărat că condiția de reziduuri este satisfăcută şi în polul 
de la infinit sau din origine, atunci cînd acesta există, dar nu întotdea- 
una cu semnul egalității. (Vezi problema P.53). O dezvoltare similară se 
poate face şi pentru parametrii y divizați cu s, conducînd la rezultate si- 
milare. Concluzia este că, atit parametrii z, cît și parametrii y divizați cu s, 
satisfac condiția de reziduuri în toți polii lor. 

Am stabilit că, dîndu-se o funcție real-pozitivă, este posibil să se 
găsească un set de parametri de gol sau de scurtcircuit, care să satisfacă 
condițiile de realizabilitate ale diporților nedisipativi terminați pe o rezis- 
tentă. Rămine sarcina de a realiza (a construi) efectiv diportul. Una din 
metode a fost elaborată de Cauer. Se începe prin dezvoltarea în fracții 
parțiale a parametrilor, fie aceştia z. Termenii existenți în fiecare para- 
metru z, care corespund unui pol particular sînt concentrați împreună ; 
aceştia sînt destul de simpli astfel că diportul fără pierderi, care realizea- 
ză acest set de parametri poate fi identificat direct. Diporții componenți, 
obținuți în acest mod, sînt apoi conectaţi în serie. Uneori, aşa cum s-a 
discutat în cap. 3, poate să fie necesară utilizarea unor transformatoare 
ideale pentru conectarea în serie. Interconectarea în serie a diporților 
nu este de obicei de dorit; o obiecţie este că, nu vor exista borne de pă- 
mint pentru toţi diporţii interconectaţi. 

O schemă mai practică este cea în cascadă. Darlington a arătat că 
se poate obţine o astfel de realizare. Nu vom face decit să schițăm metoda 
sa. Nă observăm mai întîi, că dacă impedanţa dată are poli şi zerouri pe 
axa ju, aceştia pot; fi extraşi ca laturi ale circuitului în scară. Astfel de 


n: 


d 


Fig. 7.26. Secţiuni canonice pentru realizarea în cascadă: (a) Tip A; 
(b) Tip B; (0) tip C; (d) tip D. 
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laturi sînt arătate în fig. 7.26 prin laturi de tip A şi de tip B. Aceste latur. 
pot să fie o simplă bobină sau capacitate, un circuit rezonant serie, sar: 
un circuit rezonant derivație. 

După ce toţi polii şi zerourile lui Z(8), situaţi pe axa ju, au fo~ 
extraşi prin laturi de tip A şi B, partea pară a impedanţei care rămine 
va avea, trei tipuri de zerouri : reale, imaginare şi complexe. O parte pari 
tipică va fi: 


2 2)2( g2 _— q2)2( gt 23b)? 
Par[7(s)] = (s too) (s TES tbs? +b)? i (123 


Toate zerourile care apar aici sint zerouri duble. Pentru o funcție real- 
pozitivă, zerourile situate pe axa jo trebuie să fie neapărat duble. Dacă cele- 
lalte zerorui nu sînt duble, funcţia este mărită astfel ca ele să rezulte duble. 
Zevourile transmisiunii, pentru un dipori fără pierderi, sînt chiar zerouril 
părții pare a lui Z(s). 

Se constată că o secţiune de tip C, arătată în fig. 7.26, are o pereche 
de zerouri ale transmisiunii, care sînt reale sau imaginare (după cum sin’ 
aranjate înfăşurările transformatoarelor marcate cu punct), iar o secţi- 
une de tip D are două perechi (un cuadriplet) de zerouri ale transmisiunii. 
Extragerea unei secțiuni de tip C face ca impedanţa rămasă să-și menţină 
toate celelalte zerouri pentru partea pară, cu excepția perechii realizate 
prin această secțiune. În mod similar, extragerea unei secțiuni de tip D. 
conduce la o impedanţă redusă, a cărei parte pară are aceleași zerouri cx 
şi mai înainte, mai puţin cuadripletul realizat de această secţiune. Deci. 
o conectare în cascadă a acestor patru tipuri de diporţi, conduce la reali- 
zarea diportului nedisipativ căutat. Observăm că realizarea se face uti- 
lizîndu-se transformatoare ideale. 

Nu ne propunem aici să examinăm detaliile sintezei diporţilor, ci 
numai să observăm rezultatul. Astfel, este posibil să formulăm acum urmă- 
toarea teoremă ( a lui Darlington). 

Teorema 25. O funcție real-pozitivă poate fi realizată ca impedanţă 
a unui dipori nedisipativ, terminat cu o rezistentă unitară. 


Aceasta constituie de fapt o teoremă de existenţă : se demonstrează 
astfel, suficiența condiţiei cu privire la caracterul real-pozitiv, pentru rea- 
lizabilitatea unui circuit pasiv și reciproc. 

Pentru funcţii particulare se pot găsi alte scheme de diporţi, mai 
utile decît cele de tipul C şi D, care conţin transformatoare ideale. 


D Această extragere a polilor și zerourilor de pe axa jœ, dintr-o funcţie rp, Z(5), este 
cunoscută în sinteza circuitelor prin denumirea de preambulul lui Foster. (N.T.) 


1.8. DIPORȚI NEDISIPATIVI TERMINAŢI CU O REZISTENȚĂ 523 


Pentru a ilustra aceasta să considerăm 


str 554 3s?+2s-+1 


Zs) = 
5s3 45s? 42545 
Par [Z(s)] = — Chry PLN EEA 


(58+1)?— (5s? -- 2s)? 


S-ar părca că am avea nevoie de o secțiune de tip C în diportul A pentru a realiza perechea de 
verouri imaginare şi de ceva care să realizeze zeroul transmisiunii de la infinit. Să presu- 
punem acum că formăm parametrii z, utilizind tabelul 7.1. Rezultatul va fi următorul: 


5s3-4-2s 5 


ze 


5834 2s 


5s2-+1 
=- ` 
5s? + 2s 
„ 2s2+1 


TO 5342s 


Observăm că z}, are un pol particular la infinit ; acesta poate fi extras sub forma unei bobine 

de 1/5 unităţi, răminind un set de parametri z, care au aceiaşi poli. Rezultatul parțial este 

arătat în fig. 7.27 a. Parametrii z, care rămîn după ce bobina în serie este extrasă, apar- 
A 


tin diportului N. 


Fig. 7.27. Realizarea unei impedanţe printr-un circuit: nedisipativ în ici 
terminat rezistiv. 
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A 
Să inversăm aceşti parametri determinind parametrii y ai lui N. Rezultatul va fi urmă- 


torul: 
n( ne? 95 
229 ) 5s2.+1 255 9 
Yn = —— =- >- n e ți oae Imee iy 
a- 9s 9 9s 
211422 42l 
zii (13s2+5) 13s 5 
Ya» ESE e -l -— Pa , 
#1152277721 ii a A 
Za 5(2s52-.1) 10s 5 
-Ia e a e = — + —.> 
zuutae— Za iti 9 9 


Wu 
3 

Y = Vi 
3 

—Ya = 
unde 
10 5 
Y=——s+ 2 


Observăm că pe lingă termenul comun Y. y, Și Yaz au cite un extratermen. Fiecare din acești 

termeni poate să fic realizat. printr-o capacitate: una în paralel cu intrarea şi alta în para- 
A 

lel cu icșirea din N, așa cum se arată în fig. 7. 27 b. Mai rămine de realizat Y, care este sim- 

plu ; o secţiune de tip A, ca în fig. 7. 26 a, cu Z4 = 1/Y, are exact parametrii Yy; = Ya = 

= —Yu= Y. Circuitul complet este cel arătat în fig. 7.27 c. Se obţine un circuit în scară nedisi- 


pativ, terminat cu o rezistenţă unitară. Nu apare nici un transformator ideal așa cum st In- 
timplă în cazul utilizării secţiunilor de tip C. 


Mai înainte am găsit că impedanţa unui circuit pasiv și reciproc este 
o funcţie real-pozitivă. Acum am demonstrat; reciproca și anume că, o 
funcţie real-pozitivă poate fi realizată totdeauna printr-un circuit pasiv şi 
reciproc. În particular, circuitul poate fi un diport nedisipativ, terminat 
cu o rezistență. În cazul general, diportul nedisipativ poate să necesite 
utilizarea secţiunilor de tip C şi D. În unele cazuri aceste secţiuni compli- 
cate pot fi evitate. Desigur există condiţiile suficiente pentru ca o reali- 
zare fără secţiuni C şi D să poată fi găsită, dar acest lucru nu va fi stu- 
diat aici. 1) 


1) O tratare mai completă a condiţiilor necesare şi suficiente pentru realizarea func- 
țillor rp, diverse metode de realizare precum şi considerarea numărului de elemente necesare 
în fiecare realizare poate fi găsită în lucrarea Weinberg. 1., Network Analysis and Synthesis, 
McGraw-Hill Book Co., N.Y, 1962. (N.T.) 
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Să examinăm acum metoda pe care am utilizat-o în ultimul para- 
graf şi să observăm dacă aceasta are niște trăsături generale, care să poată 
servi ca ghid, în realizarea altor tipuri de circuite. Prima etapă a fost 
considerarea unei scheme reprezentative pentru clasa de circuite respec- 
tivă. În fig. 7.25 aceasta a fost un diport nedisipativ terminat cu o rezis- 
tență. Apoi s-a scris o expresie a funcţiei circuitului, depinzind de com- 
ponentele schemei, ca în (115). După aceea s-a operat asupra funcţiei 
raţionale corespunzătoare clasei circuitelor respective, pentru a o aduce 
la aceeasi formă, cum s-a făcut în (117) şi (118). În final, au fost identifi- 
cate funcţiile corespunzătoare componentelor circuitului. Desigur tre- 
buie să se verifice că aceste funcții satisfac condiţiile de reulizubilitate, 
corespunzătoare clasei considerate. În continuare trebuie stabilite meto- 
dele de realizare a acestor funcţii. 

În acest paragraf vom prezenta metode similare pentru circuite 
alcătuite din rezistenţe, capacități şi eventual dispozitive active. În baza 
unor anumite consideraţii, aceste circuite sînt practic importante. Dintre 
aceste consideraţii cităm : gabaritul şi greutatea relativ mare a bobinelor, 
preţul de cost redus al tranzistoarelor şi al altor dispozitive active, pre- 
cum şi faptul că rezistențele, capacităţile şi dispozitivele active pot îi 
obținute prin circuite integrate. 


Conectare în cascadă 


Să considerăm mai întii circuitul arătat în fig. 7.28, în care doi 
diporţi RC sint conectaţi în cascadă. Funcţia care ne interesează este 
impedanţa de transfer în gol 2,=V,/[,. Această funcţie poate fi expri- 
mată prin parametri de gol ai diporţilor componenți în modul următor :1) 


(e — Taataip 126 
zale) = T, (126) 
Zeza + 


Fig. 7.28. Conectare în cascadă a doi diporţi RC. 


1) Vezi capitolul 3. 
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= PE N e NI 


Dacă o funcție raţională este dată cu fiind impedanţa de transfer 
a unui diport RC, aceasta trebuie pusă în forma (126). În primul rînd. 
ştim că la un circuit. RC polii lui z, trebuie să fie reali şi negativi (pot fi şi 
în s = 0), şi că nu avem restricţii pentru localizarea zerourilor. Nu trebuie 
totuși să avem mai multe zerouri finite decît poli; două funcţii posibile 
sint, de exemplu, următoarele 


aea cojoace i (127 a) 
ls) (s+2) (0) (66) 


ini a 98 A cita a (127 b) 
Q(s) (54 D(s-2) (8+3)(s+4) 


Prima, are un singur zero finit care este real. Cea de a doua are două pe- 
rechi de zerouri complexe. Fiecare din acestea este realizabil ca o impedan- 
tă de transfer RC, pentru orice valoare a constantei K. 

Să observăm din (126) că numitorul este o sumă a două impedanțe 
RC — care este tot o impedanţă KRC ; dar numitorul oricărei funcţii rațio- 
nale va fi un polinom. Situaţia se vemediază împărțind numărătorul şi 
numitorul funcţiei date cu un polinom auxiliar D(s). Gradul acestui poli- 
nom și zerourile sale trebuie alese astfel încît Q/D să fie o impedanţă 
RC. Aceasta, se poate face în mod simplu : gradul lui D(s) trebuie să fie 
egal cu, sau mai mare cu o unitate decit gradul lui (8); zerourile lui D(s) 
trebuie. să alterneze cu cele ale lui Q(s). “Astfel, dacă, se alege de exemplu 
funcția (127) avem : 


O KBADO. 
(5+2) (5+4) (s +6)/D(8) 


a = 


(128) 
Se pot alege a 


D(s) = (8+6) (8+6) (8+6) sau (s+ 0) (3+ 0.) ($+ 6) (s+ o) 
cu 
0 [Ê 0<2<0,<4<0;<6< 04 


oricare din cele două polinoame fiind acceptabile. Să alegem D(s) = = 
= (s+ 1) (s+3) (s+5). Atunci, prin comparație cu (126) putem să scriem 


16 3, 
ema d ap = IDEALE) L A goi 


l 
amai 
(s+1(s+3)$+5)  s+1 s8 s45 5 


TEM (ai E EN 
2la ~21b — s+1) 


(129) 
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ră 4 E a gi nt a 


Constatăm că alegind un zero al lui D(s) în s = —5, mai avem un 
avantaj suplimentar prin simplificarea lui 23142219. Aceasta nu este însă o 
caracteristică generală. | i 

Identificarea parametrilor individuali, din ultimul set de ecuaţii 
nu este unică. Alegînd pentru constanta K valoarea 45/32 se pot face urmă- 
toarele identificări 


15 3 
ORT: es.» Te ze d 
~o cai Sa Lu Pa ` i T3 
21a s+1 9 21b S+3 
15 3 3 


A a. 16 
riza 


4 R 
m E Sa 
116 s+3 s+5 :) 


LE: 
ts 
Ad 

m: 
+= 
— , 
~- 


Fiecare din aceste două seturi poate fi realizat direct. Diportul N, este 
un circuit în T degenerat, avind numai latura din derivație (la fel ca sec- 
tiunea B din fig. 7.26 b), aşa cum se arată în fig. 7.29 a. Cit despre X,, 
pe lîngă un termen comun la 23 Şi 232, care va conduce la un circuit în 
T degenerat, mai există un termen particular în 2, care dă un circuit în 
serie cu intrarea. Circuitul N, este arătat în fig. 7. 29 b, iar intregul circu- 
it este dat în fig. 7.29 ¢. Se recomandă cititorului să verifice că, acest 
circuit are impedanța de transfer egală cu funcția dată. 


C 


Fig. 7.29. Realizarea exemplului numeric prin circuitele : 
tu) Na; (b) Nb: (e) circultul general format prin conectarea în cascadă, 
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Să trecem în revistă metoda utilizată : în prima etapă funcția de 
transfer dată P(s)/Q(s), care este realizabilă (are poli reali şi negativi) 
este împărţită atit la numitor cît și la numărător cu polinomul auxiliar 
D(s), ales astfel, încît să facă din raportul Q/D o impedanţă RC. Apoi 
Q/D este dezvoltat în fracții parţiale. Temenii acestei dezvoltări sînt re- 
partizaţi la Zs. Şi îm. Această repartizare este dirijată de descompunerea 
ce trebuie făcută pentru P/D, care trebuie să reprezinte produsul între 
Zaa ȘI 22 1). Desigur, realizarea nu este unică. 


Conectarea în caseadă cu un convertor de negaLivare 


În metoda de sinteză discutată mai înainte, atunci cînd se dă o 
funcție 22, = P(3)/Q(s) este necesar să se aleagă un polinom D(8), care să 
facă din Q/D o impedanţă RC. Polii funcţiei iniţiale trebuie să fie reali 
şi negativi. Aceasta este o clasă limitată de funcţii. Dacă această restric- 
ție este înlăturată, permițindu-se ca polii să fie situaţi oriunde în semi- 
planul stîng, funcţia nu va mai fi realizabilă printr-un circuit RC. Funcţia 
(| D va avea zerouri complexe (unele din ele), iar reziduurile în poli nu 
vor mai fi toate, pozitive. Această ultimă observaţie ne dă cheia pentru 
o altă rezolvare. 

Să presupunem că un convertor de negativare cu inversare a tensi- 
unii este conectat în cascadă între doi diporţi, ca în fig. 7.30. Sarcina lui 
N, nu mai este numai N, ca mai înainte, ci N, precedat de un conver- 
tor de negativare. Presupunind că raportul de conversie este unitar, im- 
pedanţa de la bornele de intrare în convertorul de negativare este —z, şi 
aceasta înlocuieşte în expresia (126), pe +2. Impedanţa de transfer gene- 
rală devine acum: 


_ Ž2lař?ib 


a (8) = (130) 


Za2a — Su 
Nă presupunem că se dă o funcţie raţională P(s)/Q(s) cu poli com- 
plecşi. Impărţim numărătorul şi numitorul cu un polinom auxiliar D(s), 
cu un număr potrivit ales de zerouri reale, negative. Apoi dezvoltăm pe 


Convertor 


de negalivare 
a tensiunii 


Fig. 7.30. Circuit RC cu convertor de negativare conectat în 
cascadă între diporți. 


1) Funcţiile Zaa Și Zaoa, respectiv z3, Şi Zt trebuie să formeze impreună un set de pa- 
ramelri z uparţinind aceluiași diport RC (N.T). 
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| D în fracţii parţiale. Unele reziduuri vor fi pozitive şi unele vor fi nega- 
tive. Aplicînd toate acestea, se obţine rezultatul 


e 7 ko + p L In 


S s+ Gin 


in eare indicii „p” ṣì „” au fost utilizați pentru marcarea caracterului 
„pozitiv” şi „negativ” al reziduurilor. Identificarea lui 222, şi 211 se poate 
face imediat : toţi termenii din dezvoltarea în fracţie parțială, care au 
veziduul pozitiv aparţin la 220, ; cei cu reziduul negativ, la 2. Factorii 
polinomului de la numărător P(s) sint repartizaţi la Zsa Sau Z>, cu con- 
diţia ca Zaa să nu aibă nici un pol pe care nu-l are Zas, ia! Za să nu aibă 
nici un pol pe care nu-l are 2,1». (Termenul „,pol” include și comportarea 
de la infinit. Astfel, dacă 2,» este nenul la infinit şi z, trebuie să fie tot 
nenul). 

Pentru exemplificare vom lua o funcţie Cebişev de ordinul patru şi două perechi 
de zerouri ale transmisiunii pe axa frecvențelor jo, care împreună formează funcţia dată: 


P (32 41) (s? +9) 
ap iii SiS y ip 


QOG(st 21650--3,3152 2,8654 1,26) 


Polinomul auxiliar trebuie să fie cel puţin de gradul patru ; să alegem Ds) = s(s : 1) (s-+-2)(s-: 3) 
Atunci 


si + 2,16 ș3 1 331 s2- -2.8tis + 1,26 


Saa I-A IDEI | E NR pt cate ci E ar tei at 
dili S(s : 1)(5-+-2)(5-+:3) 
1262255 (1.65 4515 
sa det mei i, Wald 
S +2 s:1 33 


„ac (e) 
ss 1) (5:92)543) 


“2ra 21b 
Evident, fiecare din factorii pătratici din P(s) trebuie repartizat la unul dintre diporții com- 
ponenți. Atunci, doi poli (în O și —2) vor aparţine la Na şi doi poli (în —1 și —3) vor 


aparține la N,. Una din perechile de zerouri imaginare trebuie repartizată la Na: cealaltă 
pereche la Np Astfel 


sp4 
Zala == -~ ame 
s(s-+2) 
s2..9 
20 a 


(s-1s-+3) | 
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Ambele funcţii sint nenule la infinit, deci atit 23, cît ṣi zi trebuie să fie nenule la infinit. 


Cu toate acestea, în dezvoltarea în fracţii parţiale a funcţiei Q/D, nu apare nici un termen nega- 
tiv constant, printre reziduurile negative. Această situaţie poate fi rezolvată adunind şi scă- 
zind o constantă. de exemplu 1. Rezultă: 


Fiecare dinlre perechile de funcţii Zza, Zaja Și Zij Zap este realizabilă printr-un diport 
RC. Rămine să se facă realizarea efectivă. Din cauză că zerourile transmisiunii nu sint reale. 
problema este ceva mai dificilă decit în exemplul precedent. Cu toate acestea există metode 
elaborate pentru efectuarea acestei sinteze, dar noi nu vom face aici aceste dezvoltări. (A se 
consulta bibliografia asupra sintezei). 


Conectarea în derivație 


Să considerăm o altă configuraţie a circuitului ca cea din fig. 7.31 a. 
Un diport RC, N, este conectat în cascadă cu un convertor de negativare 
cu inversare a curentului şi întreaga combinaţie este conectată în paralel 
cu un alt diport RC, N.. Ne interesează funcţia de transfer a tensiunii 
Va(s)/Vi(8), care exprimată prin parametrii y ai întregului ansamblu, este 
Val Vi = —YalYa,. La conectarea în paralel a unor diporți, parametrii y 
globali sînt egali cu suma parametrilor y ai diporților componenți. Dato- 
rită prezenței convertorului de negativare, semnele lui Yap Și Yzy Se 


b 


Q 


Fig. 7.31. Diporţi conectaţi in paralel cu un convertor de negalivare. 
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inversează (în ipoteza că factorul de conversie este unitar) şi funcția 
căutată devine 


Va Si — (Vata — Var) 


132 
V, Vaza — Yaab isa) 
Acum, dacă se dă o funcţie rațională P/Q, se poate utiliza obişnuitul 
polinom auxiliar (8), cu care se împarte numărătorul şi numitorul, după 
care funcţia este transformată în forma (132). Nu vom face dezvoltarea 
generală ci vom înlocui dipor tii generali din fig. 7.31 a cu o schemă parti- 
culară, ca cea arătată în fig. 7.31 b. Aceasta nu limitează clasa funcțiilor 
cu care se poate lucra. 
Calculînd parametrii y ai acestor circuite simple şi înlocuindu-i în 
(132), se obține rezultatul : 


V Yur Yu l Yia T Yis 


Er îi i Seo 133 
V, (Yu tY Aea (i ia Yo) (Ya—) 25) 


Numitorul acestei expresii este format din numărător adunat cu un alt 
termen. Dacă funcţia de transfer dată este de forma P(s)/Q(s), aceasta 
trebuie pusă în forma (133). Se găseşte 


KP 

Va KP(s) _ Dawna KP(s)_ o D. E i 

V Qe) EPOPS) KP Q-KP P 
D + D 


În această expresie K este o constantă de multiplicare, arătată explicit. 
Polinomul K P(s) a fost adunat și scăzut la numitor şi apoi s-a introdus 
obișnuitul polinom auxiliar D(s), cu zerouri reale şi negative. Compara- 
rea ultimelor două ecuaţii conduce la 


” qr c KP(s) kips | kins 5 

Yu Tu = pa that da deo” (1358) 
l Q()—KP(8) » ks kins i 
da la = Di A ast hat Drio, d se i (135 b) 


După ce Y/s este dezvoltat în fracții parţiale, se grupează împreună ter- 
menii cu reziduuri pozitive şi cei cu reziduuri negative. Termenii cu re- 
ziduuri pozitive din cele două expresii sînt identificaţi cu Y,a şi respec- 
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tiv Ya, iar cei cu reziduuri negative cu Yp respectiv Y. Datorită mo- 
dului în care au fost construite, fiecare din aceste funcţii, va fi relaliza- 
bilă printr-o funcţie de admitanţă RC, iar realizarea poate fi făcută în 
mod simplu. 


Pentru exemplificare să considerăm funcţia Cebișev tratată mai înainte: 


Va _ h P(S) FR D(s52-+-4) (s2+9) 


V, Q6) O—O—s44+2,1632--3,3152+2,865+1,26 ` 


Mai inainte, K a fost ales egal cu 1/6. Polinomul auxiliar cu care s-a lucrat cra de gradul 
4 și avea un factor s. În cazul de faţă, nu putem avea un factor s în polinomul auxiliar, deoa- 
rece o admitanță RC nu poate avea un pol in s = 0. Deoarece o admitanţă RC poate avea 
pol la infinit, putem să alegem D(s) = (s+1) (s+2) (s+3). Deci; 


EP) _ _K(®+4) (+9) 


e K [otet SE 2n 
D (HD EE2) (6+3) 


Q(s) PE s14+-2,16s52-+-3,3152+4-2,865-1+-1,26 E 375S _ (0,275s 7 a] 
D(s) (3-51) (5+2) (+3) sa si sa 


Valoarea lui K poate fi aleasă astfel încit să conducă la simplificarea circuitului. Deoarece 
KPID trebuie scăzut din Q/D, K trebuie ales astfel incit să anuleze pe unul din termeni. Ast- 
fel, luind K = 3.75;52 = 0,072 obţinem: 


S 198 1,8s 2,8 
Yia rz Yio -= K P(s) = 0,072s + 0,132 + 3 4193S Di | È =) 


“D(s) s42 Îsi ` s43 


-KP 53: LT: 
Ya = Yy = CTED. n 0,0285 4 15% — fo + 10, 
ăi D s+3 


s1 
În final, 
= 3,75 s 
Ya = 0,0725 + 0,432 + A 
s+2 
p’ 
Ya = 0,9985 4 LSS, 
s+1 
A 1,8 s 2,81 s 
Yo = ee 
s-=-1 s3 
4,71 
AEE E l 
s+3 


Circuitul complet este arătat în fig. 7.32. 
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Pentru schemele considerate, este necesar să se facă numai sinteza 
unor diporți RC. Aceasta simplifică în mare măsură calculele necesare. 


0,072 
231 
(NI 
267 187 
=m 
0555 
= p 
0356 
am i | 0655 
0337 45| | 0928 
153 


Fig. 7.32. Realizarea exemplului numeric. 


Schema KC cu amplificator 


În subparagrafele precedente s-a utilizat convertorul de negativare, 
ca dispozitiv activ, în combinație cu circuitul RC. Desigur, se pot găsi 
şi alte configurații, care utilizează alte dispozitive active. Cea mai simplă 
posibilitate este utilizarea unui amplificator cu reacție inversă. Amplifi- 
catorul poate fi reprezentat în forma sa cea mai simplă, printr-o sursă 
controlată (de tensiune sau de curent). Deși sînt posibile multe configura ţii 
vom trata numai una, sugerîndu-le pe celelalte ca probleme. 


Fig. 7.33. Montaj al amplificatorului cu reacţie inversă. 
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Să considerăm montajul din fig. 7.33. Acesta conține două amplifi- 
catoare de tensiune (surse de tensiune), controlate prin tensiune), fiecare 
avînd o polaritate diferită. Să notăm că tensiunea de ieșire din întreg an- 
samblul este tensiune de intrare în al doilea amplificator. Evaluarea func- 
ţiei de transfer pentru tensiune, în acest montaj, ne dă 


V PV +Y,—(«—1)Y, 


"O 
£ o at (136) 


Vom presupune că în al doilea amplificator cîștigul «, este mai mare ca |. 

Dîndu-se o funcție rațională P(s)/Q(s), care reprezintă funcția de 
transfer pentru tensiune, vom împărți numărătorul şi numitorul cu obiș- 
nuitul polinom auxiliar D(s) avînd un grad potrivit ales (egal cu, sau cu 
o unitate mai mic, decît gradul lui Q sau P, cel mai mare din ele), şi zerouri 
distincte, reale și negative. Fiecare din funcțiile P/sD şi Q/sD se dezvoltă 
în fracții parțiale și termenii cu reziduuri pozitive, ca şi cei cu reziduuri 
negative sînt grupați împreună. În final, se face comparația cu (136) şi de 
aici se obține identificarea admitanţelor. Rezultă 


Ma _ P() PODO), 


VT Q) MID 
P (8) Okis _ k 


s 


¥.— Y i, -= kas +k £ kin Ea 137a 
Bo D (8) j Aa Di vi ce 
Q (s); A kips k; E 
Yi +Y +Y, — (1) Y = > =ke t ko PP. 
i ii a cil D (s) tÈ SF Gin 2 8HOin 
(137 b) 
Din primele relații găsim ci 
kips 
Y, (8) = kos + k n, 138 a 
ı (8) + ko + Ş, E E ( ) 
1 kS 

Y.(s) = — alis a 138 b 
A i % 8H Oin ) 

Introducînd aceste relații în (137 b), se pot găsi Y, şi Y, Astfel 

| a A Èis 
Y,—(xa— 1) Y= (ko—k)s+ (kok) t E A 
a—(&— 1) )s + (ko— ko) È Sa 
k, | k 
-5 (i sd kim + t -a (139) 
s+ Cin s+ Gin ai SF Sin 
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Nu se pot scrie expresiile generale pentru Y, şi Y,, deoarece apar unele 


incertitudini în membrul drept ; de exemplu, termenul constant (ka— ka) 
poate fi pozitiv sau negativ. În primul caz, termenul constant aparține 


lui Y,; în ultimul caz, lui Y,. Mai departe, setul de poli — c;, este conținut 
în setul (—0,,y—0,„| deoarece ultimul conține toate zerourile lui D(s). 
Prin urmare, aici vor avea loc reduceri de termeni, care crează o incerti- 
tudine cu privire la semnul final. Aceste incertitudini dispar desigur, 
atunci cînd este vorba de un caz anume. Aceasta se va clarifica prin exem- 
plul care urmează. În orice caz, este necesar să se realizeze numai diporți 
RC. De asemenea, trebuie specificată valoarea ciștigului amplificatorului. 
Într-o realizare practică, ar îi util ca elementele de circuit să apară 
în locuri potrivite, la intrarea și ieşirea amplificatorului, pentru a ţine 
seama de parametrii unui amplificator real, care nu se reduc numai 
la cîştig. Amplificatorul real, utilizat în realizarea surselor controlate, va 
avea impedanţe de intrare, ieşire şi de reacţie, aşa cum se arată în fig. 
7.33. 
Datorită poziţiei lui Y, este posibil ca, prin această latură să se realizeze 
impedanța de ieşire a primului amplificator. În mod similar Y, şi Y, 
pot; să conteze ca impedanţe de intrare, de ieșire și de reacţie la cel de-al 
doilea amplificator. Prin urmare, este util să avem un termen constant 
în dezvoltarea lui Y,. Dacă acesta nu apare datorită faptului că în (139) 


ko > ko, atunci în membrul drept din (139) se poate face adunarea şi scă- 
derea unui termen potrivit ales. 


Pentru exemplificare să considerăm următoarea funcție trece-tot : 
LR s2— 25.2 
Vi s2+2s -; 2 
În cazul de față, gradul lui D(s) nu trebuie să fie mai mare ca 1. 


Să luăm D(s)= s+1. Atunci 


s2—2s5 + 2 5s 
Yi Bg xı Y, P VEAN ! = 8 + 2— Taaa L] 
s41 s+1 


Fig. 7.34. Circuit echivalent al unui 
amplificator. 
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de unde 


Vs 2, Y, =— 


s24 25 + -Ł 
Yy (o — 1) Y= af 23 + 2 —- Yi- Y=- „lut 5 P 
s+i æ (s-H1) 


Constatăm că in membrul drept nu apare nici un termen constant. Rezultă că, pen: 
tru a realiza impedanța de intrare în cel de-al doilea amplificator, vom aduna și vom scă 
dea o constantă G. Identificările pentru Y, şi Y, ne dau: 


ke rede Ca E i 
az — 4 (s + 1) 


Pentru coneretizare luăm &, = 5, «g= 2 şi (—1; atunci Y; devine 


Yy l-b. G = işi i: i == aa aie A 
s-t s+ 2 
3 


Astfel Y, se realizează ca o rezistenţă de 1/3 unități, în serie cu o latură RC paralel. Realiza- 
rea completă este arătată în fig. 7.35. Observăm că în schemă nu apare impedanța de intrare 
în primul amplificator. Deoarece impedanța de intrare a amplificatorului real nu trebuie să 
aibă nici o influență, rezultă că circuitul trebuie alimentat de la o sursă de tensiune sau, cel 
puțin de la o sursă cu impedanţă de ieșire mică, în comparaţie cu impedanţa de intrare 
în amplificator. 


[ze eat a fe ea =- EE 
Amplificator 1 Amplificator 2 


Fig. 7.35. Realizarea unui amplificator RC. 
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Să rezumăm conţinutul acestui paragraf : am prezentat schematic 
principalele probleme ale sintezei formale a circuitelor RC pasive şi active. 
Prima etapă constă în alegerea unei scheme particulare, care conţine com- 
ponente ale circuitelor considerate și în scrierea funcţiilor de transfer 
corespunzătoare, în funcţie de parametrii componentelor. Apoi se iu func- 
ţia raţională dată, care este pusă în aceeaşi formă, după ce se introdee un 
polinom auxiliar, cu care se împarte numărătorul gi numitorul. Aceasta 
permite să se identifice parametrii circuitelor componente, avind grijă 
ca acestea să fie fizic realizabile. Ultima etapă constă în realizarea compo- 
nentelor. 


PROBLEME 


Malrice elemenlare. Malricele elementare sint de trei tipuri, corespunzind celor trei 
tipuri de transformări elementare. Utilizaţi următoarele notații: 
Tipul 1: rE;; este matricea elementară care schimbă reciproc liniile (rîndurile) j și i, 
CE, este matricea elementară care schimbă reciproc coloanele i şi j. 
Tipul 2: rE;..; este matricea elementară care adună linia j la linia i, 
cE;+; este matricea elementară care adună coloana j la coloana i. 
Tipul 3: rEg; este matricea elementară care înmulțește linia i cu a. 
CEJ; este matricea elementară care înmulțește coloana i cu «a. 


P. 1. Să se construiască o singură matrice, care realizează asupra unei matrice A 
următoarele operaţii: 

(a) Schimbă intre ele liniile a treia şi a doua, după ce linia a treia este înmulțită 
cu 2. Ordinul lui A: (3.5). 

(b) Adună prima coloană la a treia, după ce prima a fost înmulțită cu 3. iar a treia 
cu f. Ordinul lui A: (2.3) 

(c) Adună linia a doua la prima, după ce prima a fost înmulțită cu - 1. Ordinul lui 

A: (3.5). 


p 2. Să se găsească o singură matrice care să efectueze următoarele operaţii asupra unci 
malrice A: 

(a) Înmulțirea primei linii cu K și adunarea acesteia la linia a treia: apoi înmulţirea 
linici a doua cu 3 şi schimbarea reciprocă a acesteia cu prima linie. Ordinul lui A: (4,1). 

(b) Adunarea celei de a doua coloane la prima, apoi înmulţirea celei de a doua coloane 
cu —-2 şi adunarea ci la coloana a treia și în fine. schimbarea reciprocă a coloanelor a doua 
şi a treia. Ordinul lui A: (1,3). 


P 3. Să se scrie o singură matrice care realizează fiecare din următoarele operaţii 
asupra liniilor unei matrice A: 

(a) Înmulţeşte linia 3 cu —2. apoi o adună la linia 1, după care schimbă între ele linia 
1 cu linia 3. Ordinul lui A: (3.3). 


(b) Schimbă între ele linia 4 cu linia 2: apoi înmulțește linia 1 cu 5 şi o adună la 
rindul 3; după aceea scade linia 3. din linia 2. Ordinul lui A: (4,4). 
P 4. Să se repete problema 3 efectuind operaţiile asupra coloanelor. 


P 5. Fie o matrice A de ordinul (m,n) cu mn, care are rangul r. 

Să se arate că produsul oricărei matrice elementare cu A, va avea același rang r. Să sc 
arate aceasta inmulţind pe A, cu fiecare tip de matrice elementară şi să se găsească efectul aces- 
tor operaţii, asupra «leterminantului submatricilor corespunzătoare lui A. 
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P 6. Să se arate că inversa unci matrice elementare este o matrice elementară de 
același tip. Ji 

P 7. Să se demonstreze că o matrice nesingulară A poate să fie scrisă totdeauna, ca 
produsul unui număr finit de matrice elementare. 


P 8. Să se demonstreze că, două matrice A și B de ordin (m, n) sint echivalente, dacă 
și numai dacă cle au același rang. 


P 9. Pentru fiecare din matricele A dale mai jos să se găsească matriceleP şi Q ast- 
fel incit PAQ să fie forma normală a lui A. 


1 2 —1 4 3 -3 1 2 
(a) A =: 2 4&4 3 5 (b)A - 2 1 —3 —6 
—i -2 6 -7 1 1 1 2 


P 10. Să se reducă următoarele matrice la forma normală: 


2 0 1 1 6 8 -2 4 
3 5 -2 0 3 4 -~l 2 
(a) (b) 
32 01 12 16 —4 8 
10 22 -6 —8 2 —4 
1 0 2 -I 1 1 1 1 
0 6 2 2 -1 1 1 1 
(c) (d) 
1 —6 0 —=3 P cel 1 1 
-2 0 ~4 2 . —1 -1 —1 -1 


P 11. Să se reducă următoarele matrice la forma canonică, utilizind procedeul de 
reducere Lagrange : 


1 i 1 1 =] 3 -7 
Sa 5 1 3 
(a) A =|1 0 0 | (D)A=1i 
3 1 29—49 
1 0-1 =7 3 —49 113. 
1 -1 3 —7- 
5 1 3 


PROBLEME 539 


P 12. Să se examineze dacă următoarele matrice sînt definite pozitiv: 


1 0 12 1/2 
2 1 0 2 1 -1 
a=] d aa 
1.0 1/2 1 1 1 
-12 ~ 1 1 5 
14 —2 4 —3 
1-11 
—2 5 1 0 A 1 
C= D= E=|-1 2 0 
4 1 5 9 1 —1 
1 0 3 
-3 0 --2 6 


P 13. Să se demonstreze că o matrice simelrică A este definită pozitiv, dacă şi 
numai dacă A—1 este simetrică și definită pozitiv. 


P 14. (a) Să se demonstreze că o matrice reală, simetrică A este definlă, pozitiv, dacă 
şi numai dacă, există o matrice reală, nesingulară B, astfel încît A = BD. 

(b) Să se arate că o matrice reală, simetrică A de ordinul n și rang r este semidefinită 
poztiv, dacă și numai dacă, există o matrice B de rang r astfel incit A = B'B. 


P 15. Fie A o matrice reală, simetrică, de ordin n şi B o matrice reală de ordin (r, n) 
şi rang r. Să se arate că dacă A este defintă pozitiv, atunci și BAB’ definită pozitiv. 


P 16 Fie A o matrice reală, nesimetrică și x un vector complex. A poale fi scrisă 
ca o sumă între părţile sale simetrice și antisimetrică, A, şi respectiv A, unde: 


A = 1/2 (A + A’), 


A = 1/2 (A — A’). 
Se arată că 


(a) Re (xAx) = XA, 
(b) = IM(xX'Ax) = XA X. 


P 17. În circuitul din fig. 7. P17 toate cele trei bobine sint cuplate mutual. Să pre- 
supunem că este posibil să se cunoscă matricea inductanţelor date, în care toate inductanțele 
mutuale sint subunitare. Să se verifice că matricea acestor inductanţe nu este definilă sau 


semidefinită pozitiv. Luind R, = R= R,=1 în mod convenţional, să se calculeze îrecven- 
tele naturale. 


Fig. 7. P. 17. 


540 7. PRINCIPII DE BAZA ALE SINTEZEI CIRCUITELOR 


P18. Fie A = (a;]. Cofaclorii principali ascendenți ai matricei pătratice A sint defini'i 
astfel: 


| as Ca Ai 
Pi =al Pa™ ' a Pa = | 


Să se demonstreze următoarea condiţie pentru caracterul real-pozitiv, care este mai 
riguroasă decit teorema 4 din text. O malrice reală, simelrică A este definilă pozitiv, dacă și 
numai dacă, lofi cofactorii principali ascendenți sint pozilivi. 


P.19. (a) Să se găscască rangul fiecărei matrici din cele date în continuare. (Se vor 
găsi valori diferite). 


10 a 1 —3 2 
A=lo 90 B=ļ|-3 30| 
0 02 202 


(b) Să se verifice că formele pătratice X'AX și X'BX sint cgale. 


P 20. Fie A o matrice reală, simetrică, definită pozitiv. Să se demonstreze că şi A? 
este tot definită pozitiv. 


P 21. Fie F(s) o funcţie rcal-pozitivă. Să se demonstreze proprietatea argumentu- 
lui și anume că larg F(s)|SSlarg s| pentru OsSlarg sISzP2. 


Indicaţie ; se face următoarea transformare bilineară : 


Se analizează în ce mod se realizează transformarea semiplanelor din dreapta, din pla- 
nele F şi s, în planele W și p. Se arată că W (p) satisface lema lui Schwarz (vezi Apendicele 
2), apoi se înlocuiesc transformările de mai sus în lemă. 


P 22. Se afirmă că funcţiile care urmează nu sint real-pozitive pentru n> Nọ Să 
se verifice această afirmaţie și să se găsească A, pentru fiecare funcţie. 


(a) F(s) = (= J i (b) F(s) = (= | E 


s+2 s4- 11 


P 23. Fic o funcţie de reactanță F(s) și F(jw) = jĂ(0). Să se demonstreze că 


(Indicaţie : se utilizează funcţiile de energie). 


PROBLEME 541 


— — 


P 24. Să se demonstreze că o transformare bilincară a unei funcţii real-mărginită 
este real-pbzitivă. 
P 25. Fie 


Z(s) = Seri. 


s24+ s+4 


Partea pară a acestei funcţii real-pozitive are un zero (dublu) pe axa jo. Prin urmare această 
funcţie transformă acest punct al axei jœ într-un punct pe axa jX a planului Z. Să se veri- 
fice că derivata dZ/ds în acest punct este reală şi pozitivă. 


P 26. Fie Z(s) = (m, + n(m, + n,) o funcţie real-pozitivă. Să sc arate că 
P(s) = m, + an, -+ bm, + en, 


este un polinom Hurwitz, în care «, b şi c sint constante pozitive. 


P 27, Fie P(s) un polinom Hurwitz. Să se arale că F(s) este o funcţie rp, dacă 


ro -1 PO, 


P(s) ds 
P 28. Fie Z(s) = P(s)/Q(s) o funcție real-pozitivă. Să se demonstreze că şi următoarea 
funcţie este tot real-pozitivă. 
dP(s)/ds 


Z, (s) = 
20 dQ(5);ds 


P 29. Fie 
6+DE+HDEEA 
(s -+ 2) (s +) (s -+ 10) 


RC ~ 


Pentru a realiza funcţia Ypo, se sugerează ca prima latură în paralel pe bornele termi- 
nale, să fie o rezistenţă de 1/2 ohm. 


Admitanţa care rămine este Ypo—2. Aceasta este o funcție rp? 


P 30. Utilizind dezvoltările în f rati parliale din (99) și (100), să se arate că: 
(a). Im [Zro(jo)] S0 pentru w 2 0. respectiv. 
(b) Im [Yro (jo)] 2 pd 0 pentru o = 0, respectiv. 
(c) Re [Zao(e)] este o funcţie monton descrescăloare de w pentru w `> 0. 
(d) Re [Ype(jo)] este o funcţie monoton crescăloare de w pentru w > o0. 


P 31. Utilizind rezultatul problemei 30 să se arate că: 
(a) Re (Zpo(0)] > Re[Zac(%)|. sau Zao(0)>Zao(00), 
(b) Re [YRe(0)] <Ref Yac(7)], sau Yag(0)< Y rol). 


P 92. Rezultatele problemei 30 pot fi descrise ca o transformare a semiplanului supe- 
rior din s, în semiplanul inferior al lui Z şi o transformare a semiplanului inferior din s, a semi- 
planului superior al lui Z. Să se utilizeze aceasta pentru a obține o altă demonstraţie care să 
arate că dZpo(s)/ds este negativă pe axa reală. 


P 33. Utilizind interpretarea din problema 32 să se arate că, la o impedanţă Zpgz (s), 
a unui circuit RI, pasiv, dZpu(s)/ds este reală și pozitivă pe axa reală. 
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P 34. Fie Z,(s) şi Ze(s), funcţii de impedanță RC. Să se demonstreze că Z,/Z, este o 
funcţie real-pozitivă. 


P 35. Să se găsească unul sau mai multe circuite care să aibă următoarele funcţii de 
reactanţă. 


10s (8? + 1) ($ -- 1) (b) 20) = 2(s? + 1) (5? + 25/4) 


(a) Z(s) “= ` 
(s? + 1/4) (s$? + 2) s(s? + 9/4) (s? + 9) 


P 36. Se dă următoarea funcţie raţională: 
K(s? + 1) (s? + a?) 
s(s2 + 4) 


Y(s) i 


Se ştie de asemenea că: 


dY | dZ ! 


(a) ai, (b) =i =2 


ds ali 


Să se găsească un circuit corespunzător în scară şi unul de tip Foster. 


P 37. lie P(s) un polinom ale cărui zerouri sint toate imaginare. Să se demonstreze că 


sro 


~s) = = 


d Plds 


este o funcție de reactanţă. 


P 38. Admitanţa unui circuit RC pasiv are zerouri în s = 0, —1 şi —3. În fiecare din 
aceste puncte panta lui Y(o) este 2. Pentru valori mari ale lui s=o, Y(6) tinde către valoarea 4. 
Să se găsească un circuit în scară și un circuit de tip Foster, care realizează această funcție 

P 39. Fie Ykc(s) admitanţa unui circuit RC pasiv. Să se arate că reziduurile lui Yge 
sint negative în toţi polii, cu excepţia polului de la infinit. 


P 40. Fic P(s) un polinom ale cărui zerouri sint toate reale şi negative. Să se demon- 
streze că fiecare din următoarele două funcțiuni este admitanţa unui circuit RC, pasiv: 


4 ) 
ij aa, r = Pl. 


P 41. Fie P(s) un polinom ale cărui zerouri sint toate reale şi negative. Dacă K este 
constantă reală şi pozitivă, să sc arate că toate zerourile lui F(s) sint reale și negative, cu 


sdP 


ds 


+ KP 


F (s) = 
P 42. (a) Fie F(s) = P(s)/Q(s) o funcţie de impedanţă RC. Să se demonstreze că şi 
F(s) este o funcție de impedanță RC dacă 


y -= [POs 
dQ(s)/ds 


(b) Să se repete problema înlocuind cuvintul impedanţă cu admitanţă. 


— c- 
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P 43. Se cere să se demonstreze teorema 16 asupra polinoamelor Hurwitz. 
În primul rind, ca să se arate că, dacă P(s) = m(s)+n(s) este Hurwitz, atunci m/n este o funcție 
de reactanță, se observă că factorii unui polinom Hurwitz sint de forma (s? + as + b) sau 
(s+c), unde a, b şi c sint reale şi pozitive. Se scrie 


P (s) = ($ + as + b) P, (s) = (s? -- as + b) (m, + n) 


= [(s? + b)m, + asn,] + ((s2 + b)n, + asm}. 
Raportul între părțile pară și impară este; 


p m +b 


m _ (s? + b)m, + asn n, as ia s2+b omul 
n (s2 + b)n, + asm, | | l 


as n 


Să se arate că m/n este o funcție de reactanţă în ipoleza că şi m,/n, este o funcţie de reac- 
tanţă. Se repetă procedurea pină cind sint cuprinși toţi factorii lui P(s), atit cei pătratici 
cit şi cei lineari. 

În al doilea rind, trebuie arătat că dacă avem P(s) = m(s) + n(s) şi m/n este o funcție de 
reactanţă, atunci P(s) este un polinom Hurwitz (cu excepţia unui factor par, posibil). Zerou- 
rile lui P(s) rezultă din 


n 


P(s)=m+n= "(= + 1) = 0. 


Să se demonstreze că, deoarece m/n este o funcţie de reaclanță, egalilatea m/n = —1 nu 
poate avea loc, în semiplanul drept din planul s. 


P 44. Să se verifice dacă polinoamele care urmează sint Hurwitz : 
(a) P(s) = s$ + 783 + 6 + 4s +1; 
(b) P(s) = 2s$ + 4s? -+ 7s? + 7s + 3; 
(c) P(s) = s7 + 3sê 4- 6s5 + 6st -+ 6s? + 6s? + 5s +3; 
(d) P(s) = 2s5 + 9st + 16s? -p 15s? -+ 7s 4+ 2 


P 45. Se dă un circuit cu impedanța de intrare Z, = F(s). Se cere să se găsească un 
al doilea circuit, a cărui admitanţă de intrare Y, să fie F(s). Astfel de circuite se numesc 
inverse. Să se arate în ce condiţii se poate găsi circuitul invers, unui circuit dat, prin meto- 
dele de dualitate discutate în cap. 2. 


P 46. Se cere să se găsească uniportul invers, pentru fiecare din circuitele arătate 
în fig. 7.P46. 


Fig. 7. P.46, 
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Să se verifice că admitanţa de intrare a circuitului invers este egală cu impedanţa de intrare 
a circuitului dat. 


P 47. Să se arate că condiţia de reziduuri este satisfăcută cu semnul „,egal” (poli 
compacţi), în toți polii finiţi şi nenuli ai parametrilor y, pentru un diport nedisipativ. 
terminat cu o rezistenţă unitară, așa cum se arată in tabelul 7.1. 


P 48. Să se arate că matricea simetrică a funcţiilor raţionale 


E (S) Zi | 
22 (5)  Za2 (S) 
este o matrice real-pozilivă, dacă şi numai dacă, matricea părților reale 


[e (6,0) r.2(6, “| 


Fia (0,0) To (0,0) 


este definită sau semidefinită pozitiv în o > 0 


P 49. Fic două funcţii raționale, reale, Yy := Yag Și Vai = Yig Să presupunem că puntea 
din fig. 7.P-19 trebuie să aibă aceşti parametri de scurteireuil. Să se arale că impedanţele 
laturilor Za și Z, vor fi real-pozitive dacă 

(a) Y este real-pozilivă: 

(b) este satisfăcută condiţia pentru părţile reale : 

(Re y) — (Re Ya)? 0, pentru Re sœ. 


Fig. 7. P. 49. 


Dacă ìn (b) se ştie că, numai pe axa je este îndeplinită condiţia pentru părţile reale, ce condiţii 
suplimentare trebuie impuse pentru funcţiile date y, Și Yop, pentru ca teorema să fie din nou 
valabilă. 


P 50. Să se arate că într-un zero al lui =,,, situat pe axa jœ, za, este imaginar. Apoi să se 
arate că, orice pol de pe axa jw al funcţiei de transfer pentru tensiuni în gol: 


este simplu și cu reziduuri imaginare. Să se repete problema și pentru funcția de transfer pen- 
tru curenţi în scurtcircuit. hz,(5). 
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P 51. Figura 7.P51 a reprezintă un diport fără pierderi terminat la o poartă pe o rezis- 


tenţă unitară. În fig. 7.P51 b cele două porţi au fost schimbate reciproc. În primul caz im- 
pedanţa este 


, mtn 
Z6) A, 


m, + n 


4 jo o| a | o| «2 


d b 


Fig. 7. P. 51. 


(a) Să se găsească expresia lui Z,(s) corespunzătoare cazului A și B din sinteza Darlington. 
(b) Să se observe legătura dintre Z, și Z, dacă: (1) m, = Mm, ṣi (2) n, = ng. 


P 52. Să se găsească parametrii z sau y ai diportului nedisipativ, terminal cu o rezis- 
tență, care realizează următoarele funcții de impedanță. Să se menționeze, care din cazurile 
Darlington, A sau B. este aplicabil. 


A s2--s+4 s3 a s2+ 2541 
(a) Zis) =- - o> (b) Z (s) = TE 
$+s4l1 S-s+l 
s 5s+1 st 253. 353-58- 1 
E T e EA E a 
s? + 5s? + 2s -4-1 st. s8- 3s? 2s l 
| să + 2s? + 5s si- s? 352 2s-; 6 
(e) Z(s) = LA, EA T E a e 
s? + 38? + ds + 35/8 să 37s 


P 53. Fie Z(s) impedanța la intrarea unui diport nedisipativ, terminal cu o rezis- 
tenţă unitară. Să se arate că: 
(a) dacă Z(s) are un pol în s = 0, parametrii z ai diportului nedisipativ, vor avea in acest punct 
un pol, care nu este compact: 
(b) dacă Z(s) are un zero în s = 0, parametrii y au în acest punct un pol. care nu este compact ; 
(c) dacă Z(s) nu are nici pol şi nici zero in s = 0, atunci atit parametrii z. cit şi parametrii y, 
vor avea în acest punct un pol compact; 


(d) concluziile de la punctele precedente rămin valabile, dacă punctul s = 0 se inlocuivște 
cu s= a. 


P 54, 'veorema lui Darlington arată că, Z(s), poate fi realizat ca un diport reactiv, ter- 
minat cu o rezistență la una din porți. În general, în realizarea diportului intervin şi transfor- 
matoare. În cele ce urmează se prezintă o variantă în care transformatorul nu este necesar. 
Fie o funcţie real-pozitivă scrisă în forma 


Z (s) 2 m,(S) + n,(s) 
ma(3) + na(s) 
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In care m, și m, sint polinoame pare, iar n, şi n, sint impare. 
/erourile polinomului mym,—nnz prezintă o simetrie cuadranlală 2. 


Fie H(s) un polinom Ilurwiiz, format din zerourile lui mm, — nn, situate în scmip'arul sting. 
adică 


H(s) H(—s) = mm,- nn, 
şi 
IKs) = m(s)-- n(s) 
(a) Să se demonstreze că 


n? -+ mm, y- m 


=- || 
a YR- | R,- - 
— m m 
Zoe = | VR — R? 0 
Vr,- pp 
m, m 


este matricea impedanţelor de gol a unui triport reactiv, care realizează la una din porţi impe- 
danţa Z(s), atunci cind celelalte două porţi sint terminate cu rezistenţe, aşa cum se arată în 


lig. 7.P54. (Elementul de bază al demonstraţiei constă in a arăta că este îndeplinită condiţia 
de reziduuri). 


Fig. 7. P. 54. 


(b) Să se demonstreze că: 


n? -+ mm, m n 
Omm VR Rom, 
oii e geo aa 
V Ran, Ran, 
saiat 0 mâl oA 
Rm, Ram, 


este matricea admitanţelor de scurtcircuit a triportului reactiv, considerat anterior. 


1) Zerourile sint plasate în planul s, simetric în raport cu axa reală și cu cea imaginară. 
(N.T.). 


PROBLEME 547 


=- pace N a a e a E = ai 


(e) Să se realizeze impedanţele date în continuare, în forma circuitului arătat. (Reali- 
zarea Darlington necesită transformatoare). 


3+st+2s+i 3s? + 5s2 + ds 4- 6 
iza ETEA, | azos Sa T. 
s? + 2s? — 3s/2 + 2 s? + 2s? -p 2s -h 1 


P 35. Să se demonstreze că inversa unei matrici real-pozitive este real-pozitivă. 


P 56. Fie Q(s) un polinom Hurwitz, ale cărui zerouri sint toate complexe Fie P(p) 
un polinom Hurwitz asociat cu Q(s) în modul următor, după transformarea s == p?. 


Q(s) = QP?) = P(p) P (—p) 


Hezultă că P(p) este polinomul care conţine toate zerourile lui Q(p?) situate in semiplanul sting. 
Să notăm 


P(p) = A(p?)+pB(p?) 


unde A şi B sint polinoame impare, ceea ce rezultă din modul în care au fost scrise variabilele lor. 
(a) Să se demonstreze că Q(s) poate fi exprimat totdeauna ca o diferenţă intre două poli- 
noame în forma: 


Q(s) == A?(5)—sB?(s) 


unde A(s) și B(s) au numai zerouri reale şi negative şi unde atit A/sB cit şi B/A sint funcţii de 
impedanţă PC. Această formă a lui Q(s) se numește descompunerea Horowilz a lui Q (a nu se 
confunda cu Hurwitz). 

(b) Să se aplice (a) următoarelor polinoame: 

(1) Q(s) = (s? + 2s + 2) (s? -- s + 10), 

(2) Q(s5) = ($? -+ s + 1) (82 =- 2s -- 4) 

(3) Polinomul lui Cebişev de ordinul patru cu factorul de ondulaţii 5:-0,1, 

(1) Polinomul lui Butterworth de ordinul patru, 

(5) Q(s) = (s2-++s+2) (s2+2s--5) (s2-+s+8), 

(6) Q(s) = (s2+s+1) (s2+2s+3) (s +3s+5), 

(7) Polinomul lui Gebișev de ordinul şase cu factorul de ondulaţii $ =: 0,1, 

(8) Polinomul lui Butterworth de ordinul șase. 


P 37. Fie Q, şi Q} două polinoame de acelaşi grad, cu polinoame llurwilz asociate P, 
și P, şi fie descompunerea Horowitz corespunzătoare : 


Qi = Ap — sR? 
Qe = As? — sB? 


(a) Să se demonstreze că, dacă P,/P, este real-pozitiv, atunci 


este de asemenea o descompunere Horowitz, adică 
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sînt toate funcţii de impedanţă RC 
(b) Să se aplice acest rezultat perechilor potrivite de polinam: din problema P.56. 


P 58. Fie Q,(s) = A2,(s)—sB,2(s) descompunerea Horowitz a unui polinom Q,(s). Fie 
Q,(s) un alt polinom de grad, nu mai mic decit cel al lui Q, și fără zerouri reale. 
(a) Să se demonstreze că Q, se poate scrie totdeauna în forma: 


Qa (s) = A, (s) As (5) — sB, (5)B2 (5) 


unde 


sînt toate funcţii de impedanţă RC 


[Cu transformarea s = p°, Q(p2)/Q,(p?) este partea pară a unci funcții rp. Din aceasta se 
formează funcția rp corespunzătoare, fie aceasta F(p) şi se exprimă numărătorul și numitoru) 
prin polinoamele par şi impar. În sfirşit, din F(p) se formează partea pară; numărătorul său 
trebuie să fie Q,(p2).] 


(b) Să se aplice acest rezultat polinoamelor, potrivit alese, din problema P.36. 


P 59. Dacă în problema P.58 se admite ca polinomul Q, să aibă și zerouri reale nega- 
tive, să se arate că Q, poate fi descompus în 


Q: = AB- AB, 


unde 


sînt toate funcţii de impedanţă RC. 


În acest caz, pPQ2(p2);Q,(p2) este partea impară a unci funcţii rp. Se contruieşte funcţia rp din 
partea sa impară, adunind o constantă suficient de mare, pentru ca rezultatul să nu aibă zero- 
uri pe axa jw. Se reconstruiește partea impară din funcţia rp; numărătorul său trebuie să fie 
PQ2(p?). 


P 60. Fie F(s) = Qas) o funcție raţională, reală. 
Q2(s) 


(a) Să se demonstreze că aceasta poate fi descompusă in 


Bu(5)4z(5) — A (8)B4(8) 
A(s) A(s) — sB,(s)Be(s) 


F(s) = 


unde 


d By A, Ba 
— [] - [] ————— [J =- 
sB, A 1 sB, A 2 


sint toate funcții de impedanţă RC. 
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(b) Să se aplice acest rezultat următoarelor funcții : 


2 
E E OE 
(s? + 2s + 2) ($2 + 3s + 5) 

a 2 

E e (05 see Aa A aL 
(s2 -+ 2s + 6) (s? -+ 4s + 10) 

2 sli 2 z 

or Jora C EErUS ETL 


(s? + 4s + 8) (s? + 5s +10) 


P 61. Să presupunem că funcția rațională F(s) din problema P.60 este supusă următoa- 
relor restricţii suplimentare : (a) F(s) nu are nici un pol la œ și F(œ)œ>0. (b) Orice pol real și 
negativ al lui F(s) este simplu şi cu rezduuri pozitive. 

(a) Să se demonstreze că F(s) poate fi descompus astfel 


pio = 41O BA) — 440 BO 
A(s) — sB2(s) 


unde 


Bit ECC „Ie Sok 
sB A, sB, A; 


sint toate funcţii de impedanță RC. 
(b) Să se aplice acest rezultat, funcţiilor potrivile din problema P.60. 


P 62. Următoarele funcţii de impedanţă de transfer, trebuie realizate prin circuitul 
RC, in cascadă cu un convertor de negativare, arătat in fig. 7. 30. Să se găsească descompunerea 
Horowitz a numitorului (ca in problema P.56) și să se fcrmeze de aici, parametrii 2 ai 
diporţilor RC. 


a) h(s2 + 1) (b K(2s? — s+ 2) 
SI iei Aa E EET ad ad a NE 
și + 459 9521-8545 s -+ 2s+6 
K(s2 — 2s + 3) (d) K(s? + 1) (s2 + 4) 
SER st E Suc 4 De RPR FER e Ai ici 09 PE 
(s? + s + 3) (s2? 4- s + 5) (s? 4- 2s + 2) (s? -i- 3s -- 6) 


P 63. Să considerăm că funcţiile din problema P. 62 sint funcții de transfer pentru 
tensiune și trebuie realizate prin circuitul RC in paralel cu convertorul de negativare, arătat in 
fig. 7.31. Să se utilizeze un polinom auxiliar corespunzător şi să se obțină un circuit. 


P 64. Funcţiile din problema P.62 trebuie realizate prin circuitul cu amplificator din 
lig. 7.33. Să se utilizeze un polinom auxiliar potrivit și să se găsească o realizare. 


P 65. Să presupunem că o funcţie rațională dată, este mărită cu un polinom auxiliar, 
cu zerouri reale negative și se face apoi o dezvoltare în fracţii parţiale, ca in text iu relația 
(131). 
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Funcţia poate fi exprimată ca în (130). Rezultatul trebuie realizat prin conexiunea 
în cascadă arătată in fig. 7 P65 a, unde Na este un circuit RC. Diportul A, este arătat cu 
linie punctată. Impedanţa sa de intrare z, este -2. Acest diport este format la rindul său, din 


Fig. 7. P. 65. 


componentele reprezentate în fig. 7 P65b. Să se arate că parametrii lui Ne, pot fi exprimați 
prin cei ai lui A, cu relațiile 


Zie = 


RR ARE Mi T 
si g Gfjiy-: 


Se vede că —z este negativa unei impedanțe RC. Din proprietățile lui — z(s), să se precizeze con- 
dițiile pe care trebuie să le îndeplinească parametrii g ṣi G pentru ca A, să fie un diport RC. 


P 66. (a) Să sc elaboreze o metodă de realizare a funcţiei de transfer pentru tensiune, 
prin circuitul din fig. 3. P22 din cap. 3, unde diportul şi admitanța Y sint RC. 
(b) Să se realizeze fiecare din funcțiile date in problema P.62 in această formă. 


P 67. O funcţie ce reprezintă o impedanță de transfer, trebuic realizată prin conectarea 
in cascadă a unităţilor arătate in fig. 3. P 26 (cap. 3), în care fiecare din diporţii Ay și Aa să 
fie de tip RC. 


(a) Să se elaboreze o metodă care să permită identificarea funcţiilor realizabile RC, 2, 
ȘI Yaa $ia funcţiilor similare pentru celelalte unități conectate în cascadă. 
(b) Să se ilustreze metoda cu funcţiile a) și d) din problema 62. 


P 68. Fie Z(s) o funcţie raţională real-poztivă. 
(a) Să se demonstreze că 


“KZ(k) — sZ(s) 


este de asemenea real-pozitivă, constanta k fiind reală şi pozitivă. 


(b) Să se arate că numărătorul și numitorul au un factor comun (s + K), dacă şi numai 
dacă Z(—k) = —Z(R). 


PROBLEME GDI! 


(c) Exprimind pe Z(s) in funcţie de F(s) se găsește: 


zes) = za) SA s4 kl (s) 


k + sF(s) 


Să se arate că, dacă Z(- k) 7: —Z(k), atunci numărătorul şi numitorul expresiei pentru Z(s) 
va avea un factor comun (s-1 4). 
(d) Să se ilustreze cele precedente cu următoarele funcţii rp : 


pasi 
araa E Copou a ee 
ai S J stp 2s 1 


P 69. Douà funcții real-pozitive F(s) ṣi Fats) se numesc complementure, dacă suma lor 
este egală cu o constantă pozitivă K. ei presupunem că F(s) şi K sint date. Să se determine 
restricţiile la care trebuie să fie supuse F,(s) şi K, pentru ca F(s) să aibă o funcţie complemen- 
tară. Dacă Fs) și F(s) sint complementare şi reprezintă funcții de impedanţă de intrare, 
aceasta insemnă că, prin conectarea in serie a celor două circuite corespunzătoare. se obţine 
o impedanţă de intrare constantă. Dacă F(s) și F(s) sint funcţii de admitantă, atunci prin conec- 
tarea în paralel a circuitelor corespunzătoare, se obține o admitanţă de intrare constantă. 
O pereche de astfel de circuite se numesc complementare. 


P 70. Ne referim la problema P.69. Fie Z,(s) impedanţa de intrare a unui circuit RC şi 
să presupunem că aceasta este regulată in origine. Să se arate că funcţia sa complementară 
zs) va fi o funcţie de impedanţă RL, regulată la infinit. 


PRI= 


Fig. 7. P. 71. 


P 71. Să se găsească circuitele complementare pentru fiecare din circuitele date in 
fig. 7.P.71. 
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Parametri de repartiție 


Proprietăţile şi comportarea unor circuite multiport. pot fi studiate. 
aşa cum s-a arătat în capitolul 3, prin intermediul matricelor de impedanțe. 
admitanţe, sau hibride. Aceste matrice sînt definite cu ajutorul tensiunilor 
de gol sau al curenților de scurtcircuit, considerate la diferite porți 
ale reţelei. În condiţii de lucru reale, multiportul poate să nu aibă 
la unele porţi, bornele în scurtcircuit, sau în gol. Totuşi, aceşti parametri 
de gol sau de scurtcircuit pot să descrie în mod adecvat funcţionarea multi- 
portului, în orice condiţii de terminaţie. Desigur, unele circuite pot să nu 
aibă matrice z, altele pot să nu aibă matrice y, iar unele (ca de exemplu 
transformatoarele ideale 1), pot să nu aibă nici matrice z nici matrice vV. 

Ar fi util să existe un alt mod de a descrie comportarea multipor- 
tului în alte condiţii de funcţionare, cu porțile terminate altfel decit in 
gol sau scurtcircuit. Dacă s-ar defini un set de parametri considerind lu 
fiecare poartă o sarcină finită 2), aceşti parametri ar fi mai utili pentru u 
descrie transferul (de putere) de la un generator real (cu impedanţă in- 
ternă), conectat la o poartă, spre o sarcină conectată la altă poartă. Para- 
metrii de repartiție constituie un astfel de set. 

Parametrii de repartiție își au originea în teoria liniilor de transmi- 
siuni. Acești parametri sînt foarte importanţi în teoria circuitelor pentru 
microunde, în care conceptul de putere este mai important decit conceptele 
de tensiune şi curent, care devin aici oarecum artificiale. Parametrii de 
repartiție vor fi definiţi astfel, încît mărimile ce intervin în transferul de 
putere să aibă expresii foarte simple. 

În dezvoltările care urmează vom utiliza în mod neconvențional, 
unele concepte ca incidență și reflexie din teoria liniilor de transmisiuni, 


1) Un transformator ideal este un diport cu matricele z și y nedefinite deoarece avind 
intășurări cu inductanţe infinite, elementele matricelor z și y sint infinite (N.T.). 
2) Înţelegind prin aceasta şi nenulă (N.T.). 
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numai în scopul unor motivatii. Expresiile matematice obținute sînt insă 
valabile şi nu depind de astfel de interpretări. Vom trata la început cazul 
mai simplu ul uniportului şi apoi vom trece treptat la diporţi și la multi- 
porţi. 
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Von începe prin a considera situaţia arătată în figura 8.1. Un circuit 
uniport Z este considerat ca terminaţie a unei surse de tensiune, în serie 
cu o impedanţă =(s), care poate fi considerată ca circuit Thévenin echi- 


Z (s) 


C 
100 z 


g 


Fig. 8.1. O rețea uniport terminind un alt uniport, reprezentat prin circuitul 
Thévenin echivalent. 


valent altui circuit, la care este conectat Z. Impedanța z(s) poate fi consi- 
derată impedanjă a sursei. Dacă z(s) este reală, situația va fi cea din figura 
3.1b. Uniportul va absorbi putere de la rețeaua sursă. Conectarea optimă 
va avea loc dacă Z(8) = 2(—s), cînd se transferă puterea maximă. 
(Pentru s = ju, 2(—s) devine z(—ju) = 2(jo) = 2(jo). Astfel condiţia : 
Z(s) = 2(—s) se reduce la relaţia Z(jw) = 2(jw), care reprezintă con- 
diţia cunoscută pentru transfer maxim de putere. 

Cînd z este real (egal cu r), adaptarea va avea loc pentru Z = r. 
Utilizînd terminologia de la propagarea undelor, spunem că dacă unipor- 
tul este adaptat la sursă (rețea) nu vom avea reflexii la bornele termi- 
nale. 

În condiţii de neadaptare, transformata V a tensiunii la borne este 
reprezentată ca fiind compusă din „unda incidentă” sosind din stinga şi 
„unda reflectată”, care se întoarce dinspre uniport. O situaţie similară 
există și pentru transformata I a curentului. Astfel putem să scriem : 


Veray (1a) 


Teter (1b) 
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unde indicii į şi r reprezintă termenul „incident” şi „respectiv „reflectat ”. 
Semnul negativ din ecuaţia a doua este un rezultat al referinţei alese pentru 
curentul reflectat. Să presupunem că acordăm mărimii reale r sensul de 
„impedanţă caracteristică” a sistemului de transmisie din stinga borne- 
lor uniportului. Atunci mărimile incidente și reflectate sînt legate prin : 


care sînt relații binecunoscute pentru o linie de transmisiuni. Utilizind 
acest rezultat (1) poate fi inversat astfel încît să dea : 


V; = (Pr), L = (9V +D, (3a) 


V, = gr), I=, (V-D, (3b) 


unde g = 1/r. Acum este posibil să se definească un coeficient de reflexie 
pentru tensiuni p, ca raportul între transformatele tensiunii incidente şi 
reflectate şi un coeficient de reflexie pentru curenti, ca raportul între trans- 
formatele curentului incident şi reflectat. Astfel, utilizind (3) pentru va- 
riabilele incidente şi reflectate, obținem : 


aora aA Da T a e Aj 
PSY O VEI Z4r Z411 gZ+1 +I, 


Unele etape din această secvență utilizează V = ZI. La fel ca şi impedanța 
Z, care poate să caracterizeze comportarea uniportului şi coeficientul de 
reflexie poate să-l caracterizeze complet. Există o corespondență biuni- 
vocă între Z și p dată de transformarea bilineară p=(Z—r)(Z+r)!. 
Observăm că, coeficienții de reflexie pentru tensiuni şi curenți sînt aceiaşi. 
Trebuie subliniat totuşi, că aceasta este adevărat numai în cazul conside- 
rat şi anume la o impedanță reală a sursei. Cînd în continuare vom lua în 
consideraţie cazul general, vom găsi că cei doi coeficienți de reflexie sînt 
diferiţi. 

Conceptele de propagare a undelor p2 care le-am utilizat in discuţia 
precedentă sînt artificiale în cazul circuitelor cu elemente concentrate. 
Cu toate acestea, este posibil să considerăm (3), ca definiţii formale ale varia- 
bilelor V, V,, și Z, ],, fără să ataşăm vreo semnificaţie interpretativă 
acestor mărimi, care reflectă originea lor în mod intuitiv. În dezvoltare 
am utilizat r ca impedanță caracteristică. Totuşi, această idee nu este nece- 
sară în definițiile exprimate prin (3) şi (4); r este pur şi simplu un număr 
arbitrar, real şi pozitiv care are dimensiuni de impedanţă. 
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Este de fapt posibil, să se introducă tensiunile incidente și reflec- 
tate într-un mod diferit. Să considerăm din nou uniportul din figura 8.1 ; 
acesta, este caracterizat prin două variabile V şi Î. În locul acestora, se 
poate utiliza, ca set la fel de adecvat, o combinaţie lineară a acestor varia- 
bile. Astfel transformarea : 


Vi =0uV +01, 
(5) 

V, = âa V + agl 
defineşte două noi variabile V; şi V,, în funcție de cele dinainte V gi I. 
Coeficienţii transformării trebuie aleşi astfel, încit noile variabile să de- 
: : m ] 
vină convenabile pentru utilizare. Alegerea a, = da = 5 
va face ca (5), să se reduă la (3). Alte valori alese pot să conducă la 
formulări suplimentare, care pot să fie, sau să nu fie, utile pentru diferite 

aplicaţii. | 

Este posibil să se inteipreteze variabilele incidente şi reflectate, refe- 
rindu-ne la situaţia arătată în figura 8.1c, în care uniportul este adaptat cu 


impedanța reală a sursei. În acest caz V = rI. Prin urmare, din (3a) 
găsim că: 


ȘI Aig = — aoz 


V; = V, T; =l (6) 


cind avem adaptare. Aceasta ne arată că, dacă uniportul cste adaptat la 
bornele sale, tensiunea la borne este V; iar curentul este 1;. Prin umare 
in condiții de adaptare, (3b) ne arată că V, =0 și I, =0; din figura 
8.1 c, observăm că 


Din (4) se observă că, în condiții de adaptare, coeficientul de reflexie 
este zreo. 

Cind uniportul nu este adaptat, V, şi p nu se anulează. De fapt 
(1) poate fi scris în forma wmătoare 


=V-rW, (8a) 
lI, =h =l; - (8b) 


adică, tensiunea reflectată, V, este o măsură a deviației tensiunii unipor- 
tului, în condiții de lucru reale, față de valoarea sa la adaptare. În mod, 
similar, I, este o măsură a deviației curentului, în condiții de lucru, față 
de valoarea sa la adaptare. Se remarcă ușoara asimetrie în sensul că 

deviație este pozitivă gi alta este negativă. i l n. 
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Variabile normate. Normare reală 


În discuţiile precedente s-au utilizat două perechi de variabile : 
tensiuni incidente şi reflectate și curenţi incidenţi şi reflectaţi. Deoarece 
așa cum rezultă din (2), aceste mărimi sînt în perechi proporţionale, este 
suficient să considerăm o variabilă incidentă şi o variabilă reflectată. În 
loc să alegem ca variabilă tensiunea, sau curentul vom utiliza variabile 
normate, legate de ambele. 

Variabilele normate incidente şi reflectate sint definite în modul 
următor : 


a(8) = Vr I; (s) = Vils), , (9a) 
Vr 
b (8) = Vr1,() = Pali), (9b) 


Vr 


Vom numi a și b variabile de repartiție. 
Utilizind (3), aceste noi variabile pot fi exprimate în funcţie de ten- 
siuni și curenți astfel: 


a = $4 (r: V +r I), 
(10) 
b = $ (r V — r's [). 


Rădăcina patrată din r, care apare în dreapta acestor expresii, este inco- 
modă. Pentru a o elimina se definesc tensiunea normată V, şi curentul 
normat I, : 


V, =r T, (11a) 
=. (115) 
Atunci variabilele de repartiție devin : 
a =} (V, +1), (12a) 
=} (V, — 1): (12b) 


Observînd relația (4) se constată invariația coeficientului de refle- 
xie în raport cu normarea. Astfel 


P RR. = ai IE a) (13) 
r 


unde Z, = Z/r este impedanța normată. 
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Reciproc, tensiunea normată, curentul şi impedanța pot fi expri- 
mate în funcție de variabilele de repartiție şi de coeficientul de reflexie, 
inversînd (12) şi (13). Astfel: 


V, =a +b, (14a) 
ARTE A (14b) 
1 
7 =7 ==. (Lte) 


Circuit mărit 


Normarea utilizată mai înainte poate fi interpretată referindu-ne 
la circuitul arătat în fig. 8.2. Valoarea normată a rezistenței sursei este 1. 
Transformatul ideal, cu raport de transformare 1 : V7, conduce la ecuațiile 
adecvate între tensiunile și curenții care apar în secundar şi tensiunile şi 
curenții normaţi din primar. Uniportul inițial, conectat în cascadă cu trans- 
formatorul poate fi numit uniport normat (fig. 8.2 a). Dacă uniportul ini- 
tial este adaptat cu 7, aceasta este echivalent cu adaptarea uniportului 
normat cu unitatea. Din cauza funcțiunii de normare pe care o inde- 
plinește, r este numit număr de normare sau rezistență de referință. 
În caz că numărul de normare este unitar, transformatorul ideal, care 
rezultă cu raportul 1 :1, poate să fie omis în figura 8.2. 


Fig. 8.2. (a) Circuit normat ; (b) circuit normat mărit. 


Este evident că, dacă uniportul este adaptat, impedanţa de intrare 
în primarul transformatorului este o rezistență unitară. Cum V, = In; 
din (12), aceasta înseamnă a = V, gib = 0. Astfel, în condiţii de adaptare, 
variabila de repartiție incidentă este egală cu tensiunea normată și varia- 
bila de repartiție reflectată este nulă. Mai departe, avind sursa de tensiune 
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normată, definită ca: V,, = r~? V, constatăm că legătura dintre V, şi 
V;, dată în (7) este invariantă în raport cu normarea. Astfel ; 


a = Vy (15) 


Putem să mergem mai depare, incluzind rezistența serie unitară 
în interiorul circuitului normat, aşa cum se arată în figura 8.25. Astfel se 
obține un circuit numit circuitul normat mărit (de tip serie). Desigur este 
posibil ca circuitul inițial să fie mărit prin înserierea rezistenței r, fără a 
se face normarea. Ceficientul de reflexie al circuitului iniţial poate fi ex- 
primat în funcţie de admitanţa Y,, a circuitului mărit sau Y,, a circuitului 
mărit, normat. Din figura 8.2 rezultă clar că se poate seric: 


pe n di Po dla 7 =r], 
V, ŻZ+r Va Zr 
Deci 
_2— _Zrr—2 iiis 2r 
Z +1 Z+r Zr 
sau 
pr Val 2Y a. (16) 


(În dezvoltare r a fost adunat şi scăzut la numărător). Aceasta este o 
expresie utilă. Adesea (16) poate fi cea mai simplă formă pentru calculul 
coeficientului de reflexie. 


Ca un exemplu, să considerăm situaţia arătată in fig. 8.3. 


Po 2y=f(6) 


Fig. 8.3. Exemplu ilustrativ. 
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Doi uniporți avind impedanţele date de: Za = fa(s) ṣì Za = fo(s), au coeficienții de reflexie 
Pı Şi Pa. respectiv. Se cere să se găsească coeficientul uniportului arătat în figura 8.3 b in func- 
tie de p, SÌ Pe. Deoarece p este invariant în raport cu normarea, să considerăm numărul de nor- 
mare unitar și să considerăm circuitul mărit. Admitanța de intrare mărită poate fi scrisă 
imediat in modul următor: 


aaa Al ata sie aul ea fa ae ea Rl m e șa 
ei 1 lth 
1 + ae mmm 1 i pia 
1 1 fa + ho 
aie + LAS ” E 
a RIN ) -+ PA aa 
la + i O 
hte _ _ fath 


afet haha ti tD 
Deci, utilizind (16) obţinem 

Afa + fe) (fa = Dh- D 

Bi ji a E 4 

(fat D(f+ (at Dt D 


P7 pi Pe 


Este clar că pentru acest exemplu, coeficientul de reflexie al intregului circuit este exprimat 
mai simplu prin coeficienții de reflexie ai circuitelor componente, decit este exprimată admi- 
tanţa globală prin admitanţele componente. 


Coeficient de reflexie pentru un circuit 
invariant în timp, pasiv și reciproc 


Proprietățile analitice ale funcției p(8), pentru un circuit invariabil 
in timp pasiv şi reciproc, pot fi obținute cu ajutorul relației (13). Pentu 
un astfel de circuit, Z,(s) este o funcție real-pozitivă de s. O funcție real- 
pozitivă Z,(8), transformă axa jo a planului s în domeniul închis format 
din semiplanul drept al planului Z,. Ecuația (13) este o transformare bili- 
niară (vezi Anexa 2). Transformarea biliniară transformă domeniul închis 
al planului Z,, în interiorul sau conturul cercului cu raza unitate din planul 
ç. Prin urmare, dacă s=jw, punctele corespunzătoare sînt situate în inte- 
riorul sau pe contul cercului unitar din planul p. Astfel 


plUo)l <1. (17) 


Cit despre polii funcţiei p(s), aceștia sînt dați de zerourile funcţiei 
Z„(8) + 1. Acestea nu pot să existe în domeniul semiplanului drept închis, 
din Z,, deoarece aceasta ar cere ca ReZ, = —1, pentiu un punct din 
semiplanul drept închis, ceea ce este imposibil pentru o funcţie real-pozi- 
tivă, Deci p(s) este o funcție regulată în semiplanul drept închis. Constatăm 
că nu se poate transfera condiția de funcție real-pozitivă a impedanţei, 
asupra coeficientlui de reflexie. 
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i RR iii EEE i iii, iii ii a e ir pi ii S 5, Ie ioaii ză a 


O funcție real-limitată p(s) a fost definită, în capitolul 7, ca o funcție 
care este : (1) reală la s real (2) regulată în semiplanul drept închis şi (3) 
lp(j)| <1 pentiu orice o. 

Discutia precedentă a arătat că, pentru un circuit invariant în timp, 
pasiv și reciproc coeficientul de reflexie este o funcţie real-limitată. 


Relaţii pentru putere 


Am văzut că variabilele de repartiție au o semnificaţie specială, în 
descrierea transferului de putere, de la o sursă, la o sarcină. Vom discuta 
acum relaţiile pentru putere în circuitul din figura 8.1 în funcţie de varia- 
bilele de repartiție. Să considerăm condiţiile regimului permanent sinusoi- 
dal. Puterea complexă debitată uniportului este W = V(jo) I(jw). Ce se 
întimplă cu această expresie dacă tensiunea și curentul se normează ca 
în (11)? 

In ipoteza că r este un număr real, răspunsul este : nu se întimplă nimic. 
Chiar dacă se introduce normarea avem : 


= V (jo) (jo) (15) 


Acum putem să introducem (14), pentru a exprima acest rezultat prin 
intermediul variabilelor de repartiție. Puterea reală va fi 


P = Re W = Re (a + b) (a — b) = Jaljw)|? — | b( jw)? 
=|aļ?(1 — lp(jæ)?). 


Ultima etapă rezultă din relația ọ = b/a. 

De aici se pot face cîteva observații. Pătratul modulului are la ambele 
variabile a și b dimensiuni de putere. Deci, dimensiunile variabilelor de 
repartiție sînt rădăcini pătrate din putere (tensiune x curent)! 2. Putem să 
interpretăm puterea reală transferată uniportului, ca fiind puterea undei 
incidente, P, mai puțin puterea reîntoarsă spre sursă prin unda reflec- 
tată, P,. Desigur, în condiții de adaptare nu există reflexii. Puterea trans- 
ferată în aceste condiţii, fie aceasta P,, este puterea maximă ce se poate 
obține de la sursa cu rezistența serie r. Această putere se determină sim- 
plu din figura 1c ca fiind 

2 -12 y |2 ! 2 
pi Pole al? Į äl — Val = jaļ?. (20) 
4r 4 4 


Ultima etapă decurge din (15). Cu aceste ipoteze (19) se poate transcrie 
în forma: 


(19) 


P = P, — P, 


RD iama OE al A ete aa PIE e, 
jar 
iz = 1— le(jo)l?, | (21) 
m 
unde P; = a? şi P, = 'bi2. Acest 1ezultat este extrem de important. 


Termenul din dreapta precizează, care este fracțiunea din puterea maximă 
posibilă, care este intr-adevăr debitată uniportului. Dacă nu există refle- 
xii (e = 0) această fracțiune este unitară. 

Pentru un uniport pasiv, puterea debitată nu poate să depășească. 
puterea maximă posibilă; rezultă că, P/P, < 1. Prin urmare 


le(jo)! < 1 (pentru un uniport pasiv) (22) 
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Aşa cum s-a discutat în paragraful precedent, parametrii de repar- 
tiţie sint deosebit de utili în descrierea transferului de putere. Cea mai 
simplă situație de acest gen, este cea pe care am discutat-o şi anume, 
tiansfeul puterii de la o sursă cu o impedanţă internă, la o sarcină. Mult 
mai frecvent este transferul de la o sursă la sarcină, printr-un circuit de 
cuplare, aşa cum se arată în fig. 8.4 Circuitul N poate să fie un filtru sau, 


«RR 
N 


Fig. 8.4. Circuit diport pentru filtrare sau adaptare. 


un egalizor de adaptare. Sarcina poate să fie pasivă, reală sau complexă, 
sau putem avea o sarcină activă (de exemplu o diodă tunel). Mai general, 
circuitul de cuplare este un multiport de transmitere a puterii, de la una 
sau mai multe porţi, la alte porţi (una sau mai multe). 

Vom studia în detaliu situația reprezentată în fig. 8.5. Un multi- 
port este terminat la fiecare poartă cu o rezistență reală și pozitivă şi cu 
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o sursă. Un caz special este diportul arătat în fig. 8.5. b. Dezvoltarea 
relaţiilor este o simplă generalizare a cazului cu un uniport, cu 
observaţia că relaţiile scalare, vor îi acum înlocuite cu matrice. Vom tra- 
ta cazul general al n-portului, dar vom ilustra amănuntele prin conside- 
rarea diportului, pentru a avea o reprezentare mai simplă. 


Fig. 8.5. Multiporţi cu numere de normare reale. 


Pentiu început vom defini vectorul variabilelor astfel : 


Vi 1 Va 

{Y 2 ; Va 
tars j Di sl V, = J (23) 

V, Ii Var 


şi matricea diagonală 


Ti 0 0.. 0 
0 T2 0.. 0 
9 
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Matricea r este nesingulară şi definită pozitiv deoarece s-a . presupus 
că toţi r, sint pozitivi. Conform figurii 8.5. se poate scrie 


V, = V +l = (Zar), (25) 


relație în care Z,, este matricea de gol a multiportului N. Să presupunem 
acum că la fiecare din porți multiportul este adaptat la rezistența sursei. 
Aceasta inseamnă că raportul V,/I, este egal cu rezistența r, la poarta j. 
Matriceal, aceasta înseamnă V = ri, sau Z„ = T, atunci cînd multiportul 
este adaptat, Prin analogie cu cazul uniportului, introducem vectorul 
tensiunilor incidente, V; și vectorul curenților incidenţi, I, ca fiind vec- 
torul tensiunilor la porţi și respectiv vectorul curenților la porţi, atunci 
cind toate porțile sint adaptate ; rezultă 


V =V, (26 a) 

IL =I, (26 b) 
și 

w = rI,. (26 c) 


la adaptare. 

În mod simarintroduceni vectorul tensiunilor reflectate, V, şi vecto- 
rul curenților reflectaţi Î,, ca o deviație a vectorului tensiunilor la poartă 
și respectiv, a curenților la poartă, faţă de valorile la adaptare. Prin ana- 
logie cu situaţia de la uniport (8), se poate scrie: 


V,=V-V, (27 a) 
Terei (27 b) 


Dacă ultimele două perechi de ecuații sînt utilizate cu (25), varia- 
bilele incidente şi reflectate pot fi scrise ca: 


V=; Va kee Ny (28) 
Și 
V; = 5 (V+ri), (29 a) 
V= 10-10, (29 b) 
I; = PT ri(V--ri), (29 c) 
I, = = r`! (V — ri). (29 d) 


Aceste expiesii se pot compara cu (7) şi (3) pent. u uniport. 
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Matricea de repartiție 


În cazul uniportului s-a definit un coeficient de reflexie, relativ la 
tensiunea reflectată şi incidentă și un altul, relativ la curentul reflectat 
şi incident. Aceștia s-au dovedit a fi egali cu acelaşi coeficient de reflexie, 
a cărui valoare este invariantă în raport cu normarea. În cazul multipor- 
tului relația între variabilele reflectate şi incidente este o relaţie matri- 
ceală. Definim două relaţii de acest tip — una pentru tensiuni și una 
pentu curenţi — în modul următor: 


L = Si, (30 a) 
V= $V; (30 b) 


unde S, este matricea de repartiție a curenților şi S, este matricea de repar- 
tiție a tensiunilor. Aceste matrice pot fi exprimate în funcție de Z,, şi im- 
pedanțele de terminație, utilizînd (29) pentru variabilele incidente și 
reflectate și relația V = Z,]. Calculele de amănunt sînt lăsate pe seama 
cititorului ; rezultatul este următorul : 


Sr Zar) (Zac +r) 1r=(Zaer) (Za — t), (31 a) 
S = (Za (Za 41) Ir Za +r) (Ze — rr. (31 b) 


Analizați cu atenție aceste expresii şi notați cît de (relativ) simplu este 
S,, în care (Z„+r) ! premultiplică (Z„—r) şi cît de (relativ) simplu este 
S, cînd aceasta postmultiplică (Z,.—r). 

Ce este (Z„—+r)? Aceasta este de fapt matricea de impedanţe a 
circuitului mărit, adică a multiportului din figura 8.5. care include rezis- 
tenţele în serie la fiecare poartă, ca o parte a multiportului. Inversa. 
(Za +r)? este matricea admitanţelor de scurtcircuit a multiportului mărit, 
pe care o vom nota Y,. Cei doi coeficienți de reflexie, se determină din (31), 
în funcţie de Y, şi după cîteva calcule se găseşte 


S, = U—2t,r, (32 a) 
S, = U—2rY,. (32 b) 


Singura diferență, care apare, este aceea că într-un caz r postmultiplică 
Y, şi în alt caz acesta premultiplică Y,. Fiecare din aceste ecuații poate fi 
rezolvată în raport cu Y,. Dacă se egalează cele două expresii pentru 
Y, se găsește o relație între S, şi $,: 


Sr = riS. (33 a) 
rS, = S,r (33 b) 
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Se pare că am ajuns la un impas ; apare matricea r sau r~} şi încurcă 
lucrurile. Poate că normarea ne va ajuta. Să privim în urmă, la relația 
(9), pentru a examina cum au fost normate tensiunile și curenții incidenţi 
şi reflectați. Să presupunem că procedăm la o normare similară, dar în 
formă matriceală. Pentru a norma curenţii, multiplicăm cu matricea r'*; 
pentru a norma tensiunile multiplicăm cu ri, unde 


ri 


rs O 
(34) 


pa = 


O pi: 


k 


este o matrice reală, diagonală, în care fiecare termen al diagonalei este 
rădăcina patrată a termenului corespunzător al matricei r. Să vedem ce se 
întimplă la multiplicarea ambelor părți ale (30a) cu r' şi a ambelor părți 
ale (30 b) cu r-'*. Deci 


r": J, =r": S (r7: p": L; = (r: Sr) (r21), (35 a) 
ro V =p S (rr "V = (17 Spr") (r7 V). (35 b) 


Dar să observăm că în (33) — prin multiplicarea și postmultiplicarea 
ambelor părți cu r": — se găseşte 


Ph S r7": =r Spr" =S, (36) 


unde matricea S se introduce în mod convenabil. 

Deoarece V; = ri;,, rezultă că cele două variabile normate din 
partea dreaptă a relației (35) sint egale, adică r':V.=r'1,. În virtutea 
relației (36) rezultă că, cele două variabile normate din partea stingă a 
(35) sint de asemenea egale. 

Avind discuțiile precedente ca justificare, vom defini vectorul nor- 
mat al variabilelor de repartiție ca fiind : 


a=rhl,=r”*V,, (37 a) 


b=rinl,=rnV,. (37 b) 
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Aceste variabile de repartiție sint legate prin o matrice de repartiție S, 
care este legată de matricele de repartiție ale curenților şi tensiunilor prin 
(36). Astfel: 


b = Sa. (38) 


Legătura cu matricele de impedanţă și admitanţă 


Legătura între această matrice și matricele Z,, şi Y, poate fi găsită, 
printr-o pre- şi postmultiplicare convenabilă, a relaţiilor (32) și (31) prin 
r“: şi r':, corelată cu (36). Dacă definim 


Va = re, (39 a) 
Za ui IAR IE (39 b) 
Y, = rry r, (39 c) 


unde matricea admitanţelor de scurtcircuit a multipoitului, Y,, este 
Za, atunci 


S = U—2(Z, +U) = U—?Y,,, (40) 
S= (Z,—U)(Z, +U) !=(2,+U) {Z,—U)= 
= (L—Y,)(U--Y,) =U +Y, {U -—Y,). (41) 


Calculele de detaliu sint lăsate pe seama cititorului. Comparați (40) cu 
(16), care este rezultatul scalar corespunzător pentru uniport. 
Legătura între S și Y,„ arată o proprietate importantă, care nu este 
evidentă din modul în care a fost obținută. Din cauza iezistențelor serie 
din circuitul mărit, acest circuit poate avea o matrice de admitanţe, 
chiar dacă circuitul inițial nu are nici matiice de impedanțe, nici matiice 
de admitanţe. Aceasta va fi adevărat pentiu orice circuit pasiv. Astfel, 
un avantaj al parametrilor de repartiție (cum numim elementele matricei 
de repartiție) este că aceştia există pentiu toate circuitele pasive, chiar 
pentru acelea la care parametrii de impedanță sau admitanţă nu există. 
Pentru ilustrare se arată transformatorul ideal din fig. 8.6. Se arată 
circuitul mărit cu rezistențe unitare la ambele po:ţi. Transformatorul 


1 n:1 1 


Fig. 8.6. Transformator ideal. 
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ideal nu are nici matrice de impedanţe, nici matrice de admitanţe. Cu 
toate acestea circuitul mărit poate fi caracterizat prin admitanţe. Matri- 
cea admitanţelor de semteircuit poate fi calculată direct şi din (40) se 
obţine matricea de repartiție. Calculele de amănunt sint la latitudinea 
cititorului ; rezultatul va fi 


LL =A n? — 1 2n 
n? +l n?+1 n?+l nèl 
Yan s §= 
-a m 2n ml 
n? -+1 n?+1 n?+1 n?è+l 


Acesta se reduce la o matrice foarte simplă pentru raportul de trans- 
formare n =1. 

Să notăm că S, este negativul lui $,,. Diporții care satisfac condi- 
tiile S, = —S se numesc an'imetrici prin opoziție cu diporții simetrici, 
pentru care S = Si. (Vezi problemele P.10 şi P.11). 


Normarea și multiportul mărit 


Variabilele de repartiție normate a și b pot fi exprimate în funcţie 
de tensiunile şi curenţii normați, aplicîind normarea relaţiei(29). Definind 
tensiunea și curentul normat ca, |, = r-:*V şi I = r'? [, aceste ecuaţii 
şi inversele lor iau formele relativ simple: 


a = SVa EN I) V, = a+ b, 


a (42) 
B= 0) ab. 


Comparind acestea cu (12) și (14) se găsește că, expresiile pentru variabi- 
lele de repartiție ale multiportului sint identice cu cele ale uniportului, cu 
deosebirea că în cazul de faţă, acestea sînt expresii matriceale. 

În sfirșit, să notăm că cele două expresii din (28) care leagă tensiunea 
incidentă şi curentul cu V,, se reduc, după normare, la o relație simplă. 


a = za: = (83) 


Normarea poate fi interpretată din nou, conectind transformatoare 
ideale la porți. Aceasta se ilustrează pentru un diport în figura 8.7. Rapoar- 
tele de transformare ale transformatoarelor sînt 1: Vr, şi 1: Vr,. Aces- 
tea conduc la relaţii potrivite între tensiunile și curenţii reali şi valorile 
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normate. Circuitul total, care include transformatoarele se numește circuit 
normat. Chiar dacă rezistențele de referinţă la porţi sînt diferite, con- 
dițiile de adaptare corespund unei rezistenţe unitare la fiecare poartă. 
Dacă includem o rezistenţă în serie unitară la fiecare poartă, circuitul 
total este circuitul mărit (normat), așa cum este arătat în figura 8.7b. 


EAE I p Jat lg A 


b 


Fig. 8.7. Diport normat şi măril. 


Cum sînt alese numerele r, de normare la porți? În exemplul cu 
transformatorul ideal, de pildă, ce ne-a condus la alegerea numărului de 
normare unitar pentru ambele porţi? Răspunsul la această întrebare 
este simplu: comoditatea calculelor. Dacă circuitul va lucra în realitate, 
cu anumite rezistenţe de terminaţie, desigur va fi avantajos și expresiile 
rezultante se vor simplifica, dacă aceste rezistenţe vor fi alese ca numere de 
normare. În alte cazuri, alegerea unor parametri din circuit ca numere 
de normare conduce la simplificări. Să considerăm, de exemplu, giratorul 
arătat în figura 8.8. Acesta are o reprezentare prin matricea de impedan- 


r 
— 


„|0-r zi >; 
zae=| | Fig. 8.8. Girator. 
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te care conține rezistența de girație r. Dacă numerele de normare la porți 
r, şi 7, vor fi alese pentru ambele porți egale cu r, matricea Z, poate fi 
scrisă foarte simplu. Ecuația (40) conduce atunci la matricea de repar- 
titie. Astfel: 


O. r 
a a 
r F 1 0 
Viir 
1 0 l| —1 1- 0 —1 
S=U— 2U +Z)! = —? = i 
pc e pa a a ASE 


8.9. MATRICEA DE REPARTIȚIE ȘI TRANSFERUL DE PUTERE 


Discuţia de mai înainte a condus la stabilirea metodelor de a găsi 
parametrii de repartiție ai unui multiport, din matricea sa de impedanţe 
sau de admitanţe, sau din matricea de admitanţe a circuitului mărit. 
Dar parametrii de repartiție apar în relaţiile dintre variabilele de repar- 
titie de incidenţă şi de reflexie. Vom analiza acum mai în amănunt ce 
reprezintă aceste relaţii. Pentru simplificare vom trata cazul diportului, 
pentru care avem relaţiile: 


bi = Sun + Dizay (tta) 
ba = Sa + Koao (44b) 


Vom presupune că terminațiilor diportului sînt arbitrare şi că la fiecare 
poartă pot să existe semnale aplicate așa cum se arată în figura 8.9. 


27 (5) 


Fig. 8.9. Diport cu sarcini arbitrare. 
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Interpretarea parametrilor de repartiție 


Din (44) rezultă că, parametri de repartiție pot fi interpretați astfel : 


š b, b` 

Sp = — i S= RE i (4ă 
Ai a,=0 do a,=0 2) 
b, b, i 

Su= $ Baa == 
d, 02 =0 de 0,=0 


Constatăm că fiecare parametru este raportul între o variabilă reflectată 
și una incidentă, în condiţii de anulare a variabilei de incidență la cealaltă 
poartă. Ce înseamnă anularea unei variabile incidente, fie aceasta de exem- 
plu a? La aceasta se poate răspunde imediat referindu-ne la (42) sau, în 
mod echivalent, la (29), care leagă variabilele de repartiție de tensiuni şi 


curenți. Astfel a, = 0, înseamnă Vu: = — Im, sau Pe = — r, Ia Să privim 
acum figura 8.9. Condiţia V, = — r, I, înseamnă că poarta 2 este termi- 


nată cu r, (mai curînd decît cu impedanţa Z,) şi că aici nu există sursă de 
tensiune : adică, poarta 2 este adaptată. Mai departe, dacă nu există varia- 
bilă incidentă şi V, = —r, 12, (29b), ne arată că tensiunea reflectată este 
tensiunea totală la această poartă (V, = V,), iar (29 d) ne arată că şi 
curentul reflectat este curentul total (Z, = 1,). Un sens similar este ate- 
şat și condiţiei a, = 0. 

Astfel, parametrii de repartiție a unui diport sînt definiţi prin ra- 
poarte ale variabilelor reflectate şi incidente, cînd cealaltă variabilă inci- 
dentă este nulă — ceea ce înseamnă că cealaltă poartă este terminată 
adaptat. Mai concret, să-i considerăm pe S, Acesta este raportul varia- 
bilei reflectate pe cea incidentă, la poarta 1, (b,/a,), atunci cînd poarta 2 
este adaptată. Să substituim acum în raportul b,/a,, ecuaţia scalară pen- 
tru poarta 7, care se obţine din (42). Avem: 

Su = b Va =l Cal = Za- =k _ Bi: EA IA (46) 
4 Pata Zar Zn 
unde Zeste impedanţa normată la poarta 11). Comparind această relație 
cu (13), care dă coeficientul de reflexie al unui uniport, vedem că S, 
este coeficientul de reflexie la poarta 1, atunci cînd cealaltă poartă este 
adaptată. O concluzie similară se obţine şi pentru S, 

Să analizăm acum termenii din diagonala secundară, în particular 
Sa. Cînd a, = 0, așa cum am menţionat deja, b, = Vu, sau Veo = Va 
Prin urmare, din (43), a, = Vom|2 Rezultă : 


ba: nV 
Sa = -2 S En o (47) 
ai a0 Voml2 LA Va 
D) Z, din (46) este in acest caz impedanţa imagine la Boarta 1, iar Sy reprezintă coefici- 


entul de neadaptare la poarta 7, definit prin intermediul parametrilor imagini ai diportu- 
lui (N.T). 
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Astfel S, apare proporțional cu cîștigul de tensiune, un cîştig al tensiunii 
de întoarcere. Prin fig.8.10 se prezintă olămurire suplimentară, Aici dipor- 
tula fost înlocuit cu un transformator ideal avînd un raport de transfor- 


r----—-- 


y; = ba moj Vve | 
1 + 
| To qe 1 To qr | 
visje reg ira f á 
aia 000 | 
Fa =9 / N Ta Su Q = 
Ve Fo Va E 


Fig. 8.10. Raportul transductie de tensiune. 


mare astfel, încit rezistența +, devine adaptată cu 7,. Tensiunea la ieșire 
este notată, în aceste condiții cu V. Considerind acum raportul între 
tensiunea reală de ieşire V, și Va, se obține așa numitul raport transduc- 
tie de tensiune. Calculele indicate pe figură, arată că acesta este tocmai 
membrul drept al relaţiei (47). Prin urmare S, este raportul transductie 
al tensiunii de întoarcere. Cind sursa este adaptată ca în fig. 8.10, aceasta 
va debita în circuit, la bornele sale (anume în primarul transformatorului) 
puterea maximă. Aceasta este Pn = | Val2/47.. 

Să revenim la cazul iniţial. Puterea transferată sarcinii prin circu- 
itul NM, cînd aceasta este adaptat şi cînd la poarta 2 tensiunea este V,, 
va fi P, = !WV,|r,. Prin urmare, pătratul modulului lui S,,, din (47) va fi; 


. ri | V(j@)!? P, | 
|Suljo) 2 = 4 -> i = = go?) (48) 
a ta | Falja)? Pm 


Astfel, pătratul modulului lui S,,, care este numit adesea câștig transductic 
de putere, G (w°), este de fapt raportul dintre puterea care se obține în 
sarcină și puterea maximă pe care o poate debita generatorul, atunci cînd 
ambele porți sint adaptate 1). O discuție similară se poate purta şi despre 
Sa inversul raportului transductic de tensiune. (Variabila este considerată 
w, pentru că 8 este o funcție pară de frecvență). 

După o simplă transformare a relației (48) se obține | 831|? = | 1,212] 
„Vom]2[?. Acesta este de fapt cîștigul transductic de putere al 


1) Atragem atenția cititorilor familiarizați cu teoria clasică a diporţilor că atenuarea 
compusă, 4,, cunoscută din teoria diporților, poate fi exprimată prin |S,(jœ)l? cu relaţia: 


1 


EE a 
Sao)? 


in ipoteza că terminaţiile diportului sint rezistive. (N.T.) 
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circuitului normat. În concluzie, cîștigul transductic de putere nu se mo- 
difică prin normare. Atunci cînd un diport este inserat între două termi- 
nații rezistive, este rațional să se utilizeze terminațiile ca rezistențe de 
referință ; coeficientul de transmisie S, descrie direct proprietățile circui- 
tului legat de transferul de putere. 

Parametrii de repartiție ai unui multiport pot să fie interpretați în 
mod similar, fără a se intra în detalii. Parametrii din diagonala principală 
a matricei S vor fi coeficienți de reflexie. 

Astfel 


b, ` 
8; = toți celalți (49) 


d; up=0 Z;+r; 


este coeficientul de reflexie la poarta j atunci cînd toate celelalte porți 
sînt adaptate, adică terminate pe rezistenţele lor de referinţă. 

Parametrii care nu fac parte din diagonala principlă se numesc 
coeficienți de transmisie prin contrast cu coeficienţii de reflexie. Aceştia 
sint daţi de 


bi 7, V, i 
Si cz i toti eilai = 2 CEEL (50) 


j` ap=0 ti Vii 


Printr-o analiză ca şi cea care a condus la (48), se poate stabili că patratul 
coeficientului de transmisie este raportul dintre puterea în sarcină la o 
poartă şi puterea maximă, ce se poate obţine de la sursa dela oaltă poartă, 
atunci cînd porţile sînt adaptate. Astfel 
. 7 [2 
spala i (31) 
ri Val? P 


i mj 


Să considerăm, pentru exemplificare circuitul din fig. 8.11. 
Aici este prezentat un triport, obținut cu un girator la care se consideră o 


© 
1 © 
©) 
c 


Fig. 8.11. Giratorul ca circulator cu trei porti. 
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poartă exterioară (simbolul arătat pentru girator a fost menţionat în pro- 
blema 3 din capitolul 3). Ne propunem să găsim matricea de repartiție a 
triportului și să interpretăm elementele sale. Să considerăm rezistenţa de 
girație unitară. Aceasta înseamnă că alegem numerele de normare a por- 
tilor, egale cu rezistenţa de giraţie. În acest caz, ecuaţiile giratorului sint : 


KETIA. 


Dar 1, = Litla I, = 1—1, §ì Va = V,— V, așa cum se poate observa 
in figura 8.11. Cu acestea avem 


vi 0 1 —1 L 

V, 11 OIU, 
Matricea, coeficienţilor este în această ecuaţie Z,. Matricea de repartiție 
se poate obţine din (11). Rezultatul este: 


0 1 0 b, = d, 


Acest rezultat este foarte interesant. În primul rînd se constată că 
elementele diagonalei sint toate nule. Prin urmare, coeficienţii de refle- 
xie sint nuli la toate porţile, adică toate porţile sînt adaptate. Cit despre 
coeficieţii de transmisie, să presupunem că avem situaţia din figura 8.11b 
in care există semnal numai la poarta 1 și toate cele trei porţi sînt adaptate. 
Rezultă că V, = —I, și V} = —I, Din (28) şi (37) găsim a, = Vu= 
Val? Şi ap = a} = 0; din (32) b, = b, = 0 și ba = Vu/2. Dar b} = Vay = 
V; prin urmare puterea din sarcină de la poarta 3, la care avem adap- 
tare, este 


P Za V 2 — Pal? = P 
3= | 3| pai 4 gi ml’ 


În concluzie, dacă se aplică un semra! incident la poarta 1 și toate por- 
tile sînt adaptate, la poarta 2 nu se reflectă nimic (b, =0) și nu se transmite 
nimic) b, = 0), ci totul este transmis, fără pierderi, la poarta 3, unde se 
obține puterea maximă posibilă debitată de sursa de la poarta 1. 

Pentru celelalte direcții de transmisie se obține din relația (52) con- 
cluzii similare şi anume: un semnal incident la partea 2 este transmis 
in întregime porții 7, iar un semnal incident la poarta 3 este transmis în 
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intregime la poarta. 2. În acest ultim caz, din cauza semnului negativ b, 
—a, există o inversare a fazei tensiunii, dar puterea transmisă nu este 
afectată. 

Triportul din figura 8.11 are proprietăţi ciclice de transmisie a puterii. 
Puterea care intră la o poartă, se transmite în ordine ciclică spre o poartă 
adiacentă, așa cum arată săgeata circulară. Un multiport cu astfel de 
proprietăţi se numește circulator și are pentru triport simbolul din figura 
8.11 c, cu ordinea ciclică 132. Desigur există și un circulator cu ordine ciclică 
opusă (123). Matricea de repartiție care îi corespunde trebuie să fie de forma 


0 0 S 
S=|84 0 0 
0 0 e 
= ei 0 0 
0 e 0 
unde | $,3| = | Sa! = | S3 | = 1. La o singură frecvență, argumentul para- 


metrilor nenuli poate avea orice valoare fără să influențeze puterea trans- 
misă şi acest lucru este specificat prin matricea a doua. În cazul cel mai 
simplu toate argumentele sînt nule și parametrii de repartiție nenuli sint 
unitari. Mai general, fiecare din coeficienţii de transmisie nenuli poate fi 
o funcţie trece-tot. | 

Se constată odată în plus, că normarea efectuată în (37) este perfect 
justificată şi de faptul că, parametrii de repartiție sînt legaţi într-un mod 
adecvat de transmisia puterii şi de coeficientul de reflexie. În (37) norma- 
rea a fost introdusă pentru a se ajunge la o singură matrice de repartiție, 
în loc de a avea două bazate pe tensiuni și curenţi. Aceste interpretări sim- 
ple ale parametrilor de repartiție, în funcţie de puterea transmisă şi de 
reflexii, nu ar fi fost posibile, dacă am îi continuat să operăm cu oricare 
din matricele de repartiție a tensiunilor sau curenților. 
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Deoarece parametrii de repartiție au o interpretare fizică, strins 
legată de putere, procesele de transmitere a puterii se exprimă în mod 
convenabil în funcţie de parametrii de repartiție. Să presupunem un 
multiport cu impedanţe de terminaţie arbitrare, conectate în serie cu sur- 
sele de tensiune, ca în figura 8.5, cu singura deosebire că terminațiile sînt 


8.4. PROPRIETAȚI ALE MATRICEI DE REPARTIȚIE 575 


arbitrare. Puterea in complex, aplicată multiportului, în regim sinusoidal, 
va fi W = V'I, unde V*este complex-conjugata, transpusă, a matricei V. 
Dacă se fac unele calcule de amănunt, înlocuind variabilele normate cu 
cele reale, se găseşte că expresiile pentru putere sînt invariabile în raport 
cu normarea. Astfel 


W = V*I, = (a* +b*)(a—b) 


(53) 
= (a*a—b*b) + (b*a—a*b). 


Aici s-a utilizat (42) înlocuindu-se vectorii de tensiune şi curent normat, 
cu parametrii de repartiție. Ultimul termen în paranteza din dreapta este 
diferența a două cantități complex-conjugate deoarece : 


(a*b) = (b*a)* = (b*a). 


Ultima egalitate este o consecinţă a faptului că aceste produse matriceale 
sint scalari şi transpusa unei matrice scalare este ea însăşi. Dar diferenţa 
a două cantităţi complex-conjugate este imaginară. Prin urmare puterea 
reală va fi | 

P = a*a—b*b = a*a—a*S*Sa 


= a*(U—S*S)a. (54) 
Rezultatul s-a obtinut înlocuind pe b cu Sa. Această ecuație trebuie coni- 
parată cu (19) pentru cazul uniportului. Din (54) se pot stabili parametrii 
de repartiție pentru diferite clase de circuite. Mai întîi să observăm că 
partea dreaptă din (54) este o formă patratică. Introducem notația : 
Q = U—S*s, (55) 
astfel incit : 
P = a *Qa. (56) 


Fără să facem restricţii cu privire la tipul circuitului, să luăm com- 
plex — conjugata transpusă a matricei Q: 


Q*= (U—S*S)* = U—S*S = Q (57) 


Aşa cum s-a mai menționat în capitolul 1 o matrice egală cu propria sa 
complex-conjugată, transpusă, se numeşte kermitică. Astfel Q este o ma- 
trice hermitică. Elementele sale sînt legate prin relația g;; = 9;;, care cere 
ca elementele diagonale să fie reale. 
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Ne interesează următoarele clase particulare de circuite : active si 
pasive, reciproce şi nereciproce, fără pierderi și cu pierderi. Nu se poate 
spune nimic deosebit despre circuitele active. Prin urmare ne vom concen- 
tra în principal asupra circuitelor pasive, care pot să fie reciproce sau 
nereciproce. Vom examina mai ales subclasa circuitelor pasive fără pierderi : 
acestea pot să fie de asemenea reciproce sau nereciproce. 

În primul rînd, pentru orice circuit pasiv, puterea reală preluată 
de multiport, de la sursele sinusoidale, nu poate fi niciodată negativă. Deci : 


U —S*S este semidefinită pozitiv (58! 


Aceasta este principala limitare a matricei de repartiție pentru un multi- 
port pasiv. Relaţia trebuie comparată cu cea din cazul uniportului, (22). 

O condiţie necesară şi suficientă pentru ca o matrice să fie semidefi- 
nită pozitiv este ca principalii săi cofactori să fie nenegativi, aşa cum s-a 
discutat în capitolul 7. Elementele diagonale din matricea Q sînt și ele 
cofactori principali şi trebuie să fie nenegative. Aceasta înseamnă că ele- 
mentele matricei S trebuie să satisfacă condiţia : 


qi = S; S; =1— £ SFO. (59) 


Fiecare termen din această sumă este pozitiv. Expresia ne arată că suma 
termenilor pozitivi nu poate fi mai mare decît unitatea. Aceasta înseamnă 
a fortiori, că fiecare termen este subunitar, sau că: 


IS,(o)i sl. (60) 


Aceasta este principala limitare impusă matricei de repartiție ca o conse- 
cință a pasivității. Aceasta ne arată că, pentru un circuit pasiv modulul 
coeficientului de reflexie, ca şi coeficientul de transmisie, nu poate să depå- 
șească unitatea. 

În continuare să considerăm un multiport fără pierderi, reciproc sau 
nereciproc. În acest caz, în interiorul multiportului nu se disipă putere. 
Prin urmare, puterea reală aplicată gi exprimată prin (56), trebuie să fie 
nulă pentru orice valoare a lui a. Aceasta este posibil numai dacă matricea 
formei patratice se anulează adică 


Q=U-S*S=0 
sau l 


S*S = U = SS*, (61) 
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Din definiția matricei inverse constatăm că S-1= S*. O matrice la care 
matricea, inversă este egală cu matricea conjugată, transpusă, se numește 
matrice unitară. Astfel, matricea de repartiție a unui multiport fără 
pierderi este unitară. (Ultima egalitate din ecuaţie rezultă din faptul 
că, o matrice schimbă locul cu inversa sa). 

Proprietăţile matricei unitare impun citeva restricţii asupra elemen- 
telor matricei de repartiție, care pot fi stabilite dezvoltînd produsele din 
(61). Rezultatul va fi: 


Kyt Sa? Sylt Sna I 


Sasa H Bogat * Sag =0 


de unde 
> Su Si = dim (62) 
i=l 
sau 
ISa l+ ISl Sg 2 + Syal =L 
BSa Boa * H Spaen =0 
de unde 


Su a LIT (63) 


m= 


i=l 


unde ò, este determinantul Kronecker. 


Proprietățile circuitului diport 


Ecuațiile precedente stabilesc proprietățile parametrilor de repar- 
tiție ale multiporților. Vom examina în amănunt aceste proprietăți pentru 
circuitul diport, limitindu-ne asupra circuitelor fără pierderi, reciproce şi 
nereciproce. 

Mai întîi avînd n = 2, vom lua j = k = 1 în (62) : iar apoi j = k=2 
în (63). Rezultatul va fi: 


Sult ISa l1, (64 a) 
Sal? + [S2] =1. (64 b) 
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Scăziînd cele două ecuaţii se obține 


ISun(je) 2 = zic) 2. (65) 


Astfel, pentru un diport fără pierderi, fie acesta reciproc sau nereciproc. 
modulele coeficienţilor de reflexie la cele două porfi sînt egale. Acest rezul- 
tat poate fi extins la frecvențe complexe printr-o extindere analitică. Utili- 


zînd simbolul pọ pentru coeficientul de reflexie, rezultatul poate fi seris 
astfel : 


Pa(3) Pa(— 8) = Pa(8) pa(— 8) - (66) 


În funcție de poli și zerouri rezultă următoarele. Polii şi zerourile funcți- 
ilor p,(8)p,(—8) şi c2(8)p2(—s) sînt identici și apar în simetrie cuadrantală. 
Singurul criteriu după care se pot separa polii şi zerourile lui p,(8) din cei 
ai 0,(3)p,(—s) este stabilitatea. p,(8) nu poate avea nici un pol în semi- 
planul drept. Prin urmare, polii lui p,(8)e:(—3), din semiplanul stîng, 
trebuie să fie poli ai lui p,(8). Cît despre zerouri, asupra acestora nu exis- 
tă limitări impuse de stabilitate ; zerourile lui o,(8) p (—s) pot să fie atri- 
buiţi la (8), indiferent dacă sînt situaţi în semiplanul stîng sau în cel 
drept, cu singura restricţie, ca împreună cu simetricele lor în raport cu 
axa, ja să alcătuiască mulțimea tuturor zerourilor lui p4(8)p1(—8). Consi- 
deraţii similare se pot face despre polii și zerourile lui p,(8). 

Să revenim acum la (62) și să luăm de data aceasta j = k = 2. 
Rezultatul va fi: 


Saal? + Sal 1. (67) 


Dacă relaţia este comparată cu (64 b), găsim că 


|Szs (jo)? = | Sa (jo); (68) 


adică modulul coeficientului de transmisie, în sens direct este egal cu modu- 
lul coeficientului de transmisie, în sens invers. Aceasta nu este surprinză- 
tor pentru circuitele reciproce, deoarece în acest caz Su2(8) = Sa(8), dar 
relația are loc şi pentru circuitele nereciproce. De fapt, se pot găsi relaţii 
mai generale luînd j = 2 și k = 1 în (62). Rezultatul va fi: 


Suljo) = — S20) (jo) (69 a) 
S.2(jo) 
sau 
sul) Ze LUP (69 b) 


Sua —s) 
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Aceasta se aplică diporţilor fără pierderi, reciproci, cît şi celor nereciproci. 
Pentru cazul reciproc Se = Su; deci raportul între S(s) gi S,,(—s) va 
fi o funcţie trece-tot. Deoarece p,(8) nu poate avea poli în semiplanul drept, 
zerourile acestei funcţii trece-tot trebuie să se simplitice, cu polii din semi- 
planul drept ai funcţiei p„(—s). 


O aplicaţie—filtrare sau egalizare 


Cu ajutorul schemei prezentate în fig. 8.12 a se pot trata mai multe 
aplicaţii. Un circuit de cuplaj fără pierderi, N, este introdus între o sursă 
cu impedanţa internă reală gi o sarcină reală. Circuitul poate să realizeze 
funcţia de filtrare sau de egalizare ; adică să formeze răspunsul în domeniul 
frecvenţă într-un mod predeterminat. 


Fig. 8.12. Circuit de filtrare, egalizare sau adaptare. 


În alte situaţii, sarcina poate să fie o impedanţă Z,, ca în figura 
3.12 b, iar circuitul de cuplare trebuie proiectat, pentru a realiza o adap- 
tare cu sursa rezistivă, într-un domeniu de frecvenţe. Această situaţie poate 
fi corelată cu prima utilizînd teorema lui Darlington. Aceasta înseamnă 
că, Z, poate fi realizat printr-un diport fără pierderi N,, terminat cu o 
rezistenţă r, aşa cum se arată în figura 8.12 c. Combinarea în cascadă a 
diporților N, și N, joacă rolulcuadripolului N, fără pierderi, din figura 8.12 a. 
O discuție mai restrinsă asupra acestei probleme de adaptare se va 
face în paragraful următor. 

Să ne concentrăm asupra problemei de filtrare sau egalizare. Ceea 
ce se prescrie este cîştigul transductic de putere, în funcţie de frecvenţă. 
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a N N N N a a a S a e 


Vom nota această funcție cu 4(w2). Conform relaţiei (48), (2) este de fapt 
patratul modulului lui $,. Dar |S, |? este legat de modulul coeficientului 


de reflexie la intrare, prin relația (64 a). Prelungind analitic această expre- 
sie se poate scrie relaţia : 


Pa(3)e1(—8) = 1—SaSa(—8). (70) 


în care S, a fost înlocuit din nou cu p,. Dacă se dă (wo), membrul drept 
devine o funcţie pară, cunoscută. În aceste condiţii, mai este necesar să 
se repartizeze, în mod convenabil, polii și zerourile din membrul drept, 
la p,(8). 

Coeficientul de reflexie p, şi impedanţa Z,, de la intrarea lui N ter- 


minat pe r, sînt legate prin (46), relaţie ce poate fi explicitată în raport 
cu Z, astfel: 


Ze) _ 1-tese), 


71 
ri 1—pọ,(8) i 


Prin urmare, după ce p,(8) a fost determinat din relația (70), impedanţa 
de intrare Z, descrie o funcţie de s cunoscută. Astfel problema este redusă 
la o aplicaţie a teoremei lui Darlington ; se cere să realizeze Z,(8), prin- 
tr-un diport terminat pe o rezistenţă. 


Pentru exemplificare, să considerăm ciștigul transductic de putere: 


Su?) = 


1+0? 


Aceasta este v funcție de filtrare de ordinul trei de tip Butterworth. Prelungirea sa se ob- 
ţine inlocuind (— w?) prin s3. Dacă aceasta se introduce în (70) se găsește: 


1 — sê R 
Pu(s)pa(—s) = 1 - —— = Sir al se 


1—s0 1- (5) (rss) 5s9) 


În ultima egalitate, numitorul a fost factorizat, punindu-se In evidenţă polii din semiplanele 
drept și sting. Polii din semiplanul sting, trebuie să aparţină la £,(s), iar cei opuși la p,(— 83). 
În alegerea semnului apare însă o incertitudine. Nu există nici un argument a priori, că p,(8) 
ar avea semn pozitiv. În concluzie p,(s) trebuie să fic de forma: 


+s? 


P(3) = —————. 
(s +1) (s2+-5+1) 
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Introducind această expresie in (71) se găsește impedanţa 


Z,(s) 2s52+2s5+1 2534 2s52+2s5+1 
— sa ————— 


r 2s9?+2s2+2s+1 2s2+2s+1 


depinzind de semnul ales pentru p(s). Aceste impedanțe sint inverse și realizările corespunză- 
toare vor fi duale. În cazul considerat, realizarea se obţine simplu, prin dezvoltare în fracţie 
continuă. Astfel, din a doua funcţie de impedanţă se găseşte: 


Z,(s) E 
Lei 


s+— 
23 + 


s+1 


Circuitul care realizează această funcție și dualul său sint arătate în fig. 8.13. Acestea sint cir- 
cuite normate. Reamintim că, matricea Z, a impedanţelor de gol normate, se obţine împărțind 


fiecare element cu Vrara. Pentru a reveni la valori nenormate toate impedanţele laturilor tre- 


buie să fie deci, multiplicate cu rr. Un circuit nenormat, cu rezistenţele sursei și sarcinii r, 
și ra este arătat în fig. 8.13 c. 


PIETE 
d I 


C 
Fig. 8.13. Exemplu ilustrativ. 


Limitări datorate capacității parazite 


Problema circuitelor de adaptare, ilustrată prin fig. 8.12 b şi c, ca- 
pătă o semnificaţie specială în cazul particular reprezentat în fig. 8.14 a, 
unde impedanţa de sarcină este formată dintr-o capacitate conectată în 
paralel cu o rezistenţă. Această schemă este identică cu cea a unui circuit 
care lucrează între două terminaţii rezistive, R, și R, și care prezintă o 
capacitate parazită în paralel cu bornele de ieşire, capacitate ce poate fi 
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tratată ca parte a circuitului, așa cum se sugerează în fig. 8.14 b. Această 
situaţie este echivalentă cu cea ilustrată în fig. 8.14 c unde capacitatea, 
parazită este în paralel cu poarta de intrare. 

În capitolul 6 am văzut că o astfel de capacitate conduce la unele 
restricții integrale 2), asupra părții reale a impedanţei de intrare. Vom 


Fig. 8.14. Diport cu capacitate parazită restrictivă. 


arăta că pentru coeficientul de reflexie există restricţii integrale similare 
şi le vom utiliza, pentru a demonstra o limitare a cîştigului transductic 
de putere. 

Cele două situaţii din fig. 8.14 b şi c sînt similare şi pot fi tratate si- 
multan considerînd fig. 8.15 în care R poate să fie R, sau R,. În primul 
caz, Z este impedanţa de intrare Z,, la poarta din stînga diportului, repre- 
zentat în fig. 8.14 c şi terminat pe R,; iar p este coeficientul de reflexie 


Pasir 
şi 
nedisipa tiv 


Fig. 8.15. Circuit cu restricții datorate capacității 
shunt. 


1) Aceste restricții sint puse în evidență prin relațiile integrale dintre partea reală și 
cea imaginară a unei impedanțe (N.T.). 
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e, corespunzător. Pentru R = R, Z este impedanţa de intrare Z,, privită 

la poarta din dreapta a diportului punctat, din fig. 8.140, cu cealaltă 
oartă terminată pe R,; p este coeficientul de reflexie p, corespunzător. 
n oricare din situaţii, 


În mod ideal, în condiţii de adaptare p = 0. Aceasta implică Z =R 
la toate frecvențele, sau cel puţin în banda frecvențelor utile. Dar aceasta 
nu se poate realiza riguros: această condiţie poate să îie aproximată. 
Dacă p nu poate fi identic nul, cel puţin, vom cere să aibă modulul său 
cît mai apropiat de zero. 

Se obișnuiește să se definească o altă mărime legată de p în modul 
următor : 


atenuarea de reflexie = In 


72 
le(jo)! iz 


Dacă p =0, atenuarea de reflexie este infinită; în condiţii de totală 
neadaptare, (cînd p = 1), atenuarea de reflexie este zero. Rezultă că 
maximizarea atenuării de reflexie, într-o bandă de frecvențe, este o mă- 
sură de optimizare a adaptării, în această bandă de frecvenţe. 

Luînd integrala de contur pentru ln (1/p) în jurul conturului stan- 
dard — axa jw și semiplanul drept, aşa cum s-a arătat în Capitolul 6 şi 
cum se arată din nou în fig. 8.16 — se obţine o restricţie integrală, asupra 
atenuării de reflexie. Pentru a aplica teorema lui Cauchy, integrandul 


JW 


Fig. 8.16. Conturul de integrare. o) 


trebuie să fe o funcţie regulată în semiplanul drept. Totuşi, deşi p este o 
funcţie regulată în semiplanul drept, 1/p poate să nu fie regulată. De 
aceea vom înmulţi pe 1/p cu o funcție trece-tot, A(s), în modul următor : 


1 ut ZER, (8—8) (8—83): + (8—8) 


A(s) (73) 
Z—R (848) (8+8) + (8+8) 
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fiecare e, fiind un pol al lui 1/p din semiplanul drept. Funcţia obţinută 
este regulată în semiplanul drept şi acum se poate efectua integrarea. 
Vom avea contribuţii la integrale de contur, din interiorul semicercului 
infinit şi de pe axa imaginară. Pentru a le evalua pe primele să observăm 
că dacă s— œ, Z—1/sC, datorită capacităţii shunt. Aşadar, 


1 
9 
pe e adn LG; A (T4) 
Z-—R»*o 1 RCs 
-— — R 
sC 
Funcția trece-tot tinde către 
n_ n-i ERGP 2 
A(8) = d Dente aj În 2Ds, (15) 
gal Și ge. me s 


În consecință 


Semnul negativ din fața membrului drept ne arată că vom lua logarit- 
mul lui —A(8)/e în loc de +4(s)/pọ. Apoi, deoarece In (14+z)->z pentru 
s| &1, 


A(8) 2/1 | p 1 = 
ER -—- | — = |ds = —j2z D » (77 
fn | A as $, ; (20 s) 8 j (ao Zs) (77) 


unde C este semicereul infinit care face parte din conturul standard iar 
| d8|8 = jx. 


C 


În lungul axei imaginare, 


( m|- ] jo 


în | ijdo +f jorg [<L] jao = 
e(jo) œ% P. -9 


olja) 


= jo ÎN Bedi (18) 
-0 lel 


Prima egalitate provine din faptul că modulul unei funcții trece-tot este 
unitar pe axa ju, astfel că In |A(jo)/e(jo)| = ln|1/ọ!. Ultima egalitate 
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rezultă din faptul că funcția de w, ln |1/p| este pară, iar argumentul este 
o funcţie impară de vw. 

Conform teoremei lui Cauchy, suma termenilor, din membrul stîng 
al ultimelor două ecuaţii, trebuie să fie zero. Prin urmare 


s 1 1 
P RG T "(ao 2"); i 


Să reamintim că s, este un pol al lui 1/ọ, situat în semiplanul drept, aşa- 
dar partea sa reală este pozitivă. Suma tuturor acestor poli va fi prin ur- 
mare pozitivă. Dacă 1/p nu are nici un pol în semiplanul drept, această 
sumă se anulează. Deci rezultatul final va fi 


do < |, 80 
S go (80) 


Aceasta este o limitare fundamentală asupra atenuării de reflexie (sau a 
coeficientului de reflexie), atunci cînd diportul de adaptare este shuntat 
la o poartă de o capacitate. 

Această retricție impune limitări și asupra cîştigului de putere trans- 
ductică. Pentru a ilustra aceasta să presupunem că banda frecvențelor 
utile este domeniul frecvențelor joase 0 < w < w,, care reprezintă banda de 
trecere, restul scării frecvențelor constituind banda de blocare. Ambele 
benzi vor aduce contribuții la integrala din (80). Situația cea mai avanta- 
joasă are loc, atunci cînd 1/ọ nu are poli în semiplanul drept și modulul 
lui p, fie aceasta | pg! este constant în banda de trecere. Atunci 


= 1 
| ln — 
o  lẹ(jo)| 


| n Edi | “în Te de) ELE PR 
0 le] 0 [eol ag le| 
(81) 


1 ai 1 7 
=o, n—+\ In — do = — 
i [Pol \ le| RC 


În afara benzii de trecere, va fi o neadaptare totală și | p| va fi în mod 
ideal egal cu 1. În realitate, deși valoarea sa va fi mai mică decit 1, va 
trebui să fie apropiată de 1. Prin urmare, In 1/|e| va îi un număr pozitiv, 
mic, în mod ideal zero. În consecință, integrala de la w, la oo va fi pozitivă, 
iar (81) va da: 


T sau En SQ en/ockc (82) 
leol  o.RC |eo| 


Po ` > e nlocRC, 
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Dacă această expresie se combină cu (64), pătratul modulului lui S, 
devine 


[Sa (jo)? K1 — ere. (83) 


Aceasta impune o limită superioară pentru cîştigul transductic de putere, 
| Sz(jo)l|, care poate îi obţinut într-o bandă largă de frecvenţe, chiar 
dacă presupunem că, este posibil să se obțină o valoare constantă în 
toată banda de trecere. Cu cît banda frecvenţelor utile este mai largă, cu 
atit limitarea impusă de o capacitate fixă de shuntare, devine mai severă. 
Să notăm că, rezultatul obţinut aici este valabil pentru fig. 8.14 c; dar 
se aplică, ţinînd seama de (65) și (68) şi la fig. 8.14 b. 


8.5. NORMAREA IN COMPLEX 


Parametrii de repartiție pe care i-am tratat pînă acum erau defi- 
niți pentru un multiport, cu terminaţii rezistive. Normarea a fost efectu- 
ată în raport cu aceste numere. Să presupunem că terminaţiile unui multi- 
port nu sînt rezistențe, ci impedanţe ; în ce mod le vom norma f? Ne vom 
ocupa acum de această problemă generală. Pentru simplificare vom ilus- 
tra aceasta cu un diport, iar rezultatele se vor aplica în formă matriceală 
şi unui multiport general. 


Fig. 8.17. Diport cu terminaţii oarecare : 


(a) — cazul general; (b) — cazul adaptat, 


Situaţia de care urmează să ne ocupăm este ilustrată cu diportul 
din fig. 8.17. Impedanţele de terminaţie sînt strict pasive, cu părți reale 
pozitive : 


r, = Rez, >0. (84) 
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Aceste părţi reale joacă acelaşi rol, ca și rezistențele de terminaţie mai 
inainte și ele sînt reprezentate de matricea diagonală, definitivă pozitiv 
in (24). Din fig. 8.17 a putem să scriem: 


elle, ealla] 
Vu. V, 0 22] LI 
ceea ce se poate generaliza pentru un multiport astfel : 


V, = V + 2I = (Z„ + 2)I. (85) 


Termenul din dreapta rezultă prin substituția V = Z„ I. Acesta poate 
fi comparat cu (25) pentru terminații rezistive. 

Acum să presupunem că multiportul este adaptat cu impedanțele 
de terminație, la toate porțile simultan, adică impedanța văzută la poarta 
j a multiportului este z,. Această situație este arătată pentru diportul din 
fig. 8. 17b. Din fig. 8.17 rezultă că 


Ker =] sau V= ZI (la adaptare) (86) 
V, 0 2: 


9 
- 


Ca şi mai înainte, se definesc tensiunile şi curenții incidenţi, ca fiind ten- 
siunile şi curenții la o poartă în condiţii de adaptare, adică V, = V şi 
I, = I, la adaptare. Prin urmare, generalizind ultima ecuaţie și introdu- 
cînd-o în (85) obţinem : 


L =zr1V,, (87 a) 
„=zaV,, (87 b) 


deoarece Z + Z = 2r. Aceasta poate fi comparată cu relaţia (82) pentru 
terminaţii reale. Cerinţa de adaptare simultană la toate porţile, care cere 
ca Z să fie conjugată impedanței de terminaţie z, nu poate fi satisfăcută 
la toate frecvențele, ci la o singură frecvență. Prin urmare, procedeul care 
va fi descris aici este strict aplicabil la o singură frecvenţă, care poate să 
fie orice punct al axei jo. Acelaşi procedeu poate fi utilizat, fără erori prea 
mari, Și în aplicaţiile cu bandă îngustă de frecvenţe. 


Definim din nou variabilele reflectate, ca deviaţiile în raport cu va- 
lorile de la adaptare conform (27). Dacă aici se introduc (85) şi (87) şi se 
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fac cîteva calcule, ale căror detalii sînt lăsate în seama cititorului, variabi- 
lele incidente şi reflectate devin 


V, = $ Zr! (V + zÍ), (88a) 
V, =4 z~! (V — žĪ), (88b) 
I = zri(V + z1), (88c) 
I, = 4 r! (V —ZI). (88d) 


Observăm că şi aici expresiile pentru tensiuni sint oarecum mai 
complicate decît cele în raport cu curenţii. 


Să introducem acum normarea tensiunii, curentului şi a impedanţei. 
Pentru normarea curenților înmulţim cu r": iar pentru normarea tensi- 
'unilor înmulțim cu r-'h. Impedanţele se normează în concordanţă, cu (39b). 
Variabilele normate incidente și reflectate devin : 


ra =F (Va + Za) = ? (Z, + Z) Ls (89a) 
ri V= 32 (V +z) F, (Z, +z) I, (89b) 
şi 
rI, =z (V, —3, L) = (7,2, (90 a) 
pen V, = 3 Zn (Va -Z I,) => z ZA (Z, — 2.) L. (90 b) 


unde 7, =r-" zr-'* = [z;/r;]. Să examinăm cu atenție aceste expresii. În cazul 
terminaţiilor reale, ambele mărimi din (89) sint aceleași şi sint cele notate 
în (37) cu a. La fel în (90), pentru terminații reale ambele mărimi sînt 
aceleaşi şi au fost notate mai înainte cu b. Desigur, aceasta nu mai este 
adevărat pentru terminații complexe. Observăm că, dacă se ia z real, 
cele două expresii (89) se reduc la a, iar cele două relaţii (90) la b, din (42). 
Se pot defini două matrici de repartiție diferite, una pentru curenți 
şi una pentru tensiuni. Vom defini în mod arbitrar a şi b ca fiind curenţi 
normați, incidenţi, respectiv reflectaţi. Astfel din (89) şi (90) obținem 


a = r" :=7 (V, +z,1,)= z (Z, + Za) I, (91 a) 


b= r I, = z (Va — Za L) = 3 (Z, = AD BE (91 b) 
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Vom defini acum matricea de repartiție S, ca mai înainte, prin relaţia 


b = Sa. Dacă se înlocuiesc a și b din (91), putem găsi matricea de repar- 
tiție din relaţia 


}(Z, — Zai, E S3 (Z, T Za)i, 
S= (Z, pa Z,) (Za + ZA)! (92) 


Aceasta trebuie comparată cu (41) pentru cazul terminaţiilor reale. 
Observăm că (Z,+2,)”1 este matricea admitanțelor normate a circuitu- 
lui mărit, Ya„. Rezultă că aduniînd şi scăzind z, în primele paranteze din 
(92), această expresie poate îi scrisă ca 


S=U-—2Y,, (93) 
deoarece z,+2, = 2U. Aceasta este o expresie similară cu (10) pentru 
cazul terminaţiilor reale. 


Se poate defini o altă matrice, fie aceasta S, pentru variabilele ten- 


siunilor, normate, scriind r-12V, = Śr-12 V,. Ținind seama de (89) și 
(90), se găseşte : 


n>» 


= Zr (Z, Bg Z,) (Z, + z)! Za E (94) 


Comparind aceasta cu (92) se găseşte legătura dintre cele două matrice 
în forma : 


+3, = 2S. (95) 

Datorită complexității relative a matricei de repartiție a tensiuni- 
lor S, s-au ales definițiile pentru a şi b şi pentru matricea de repartiție S, 
în modul arătat. Mai potrivită chiar, se dovedeşte a fi relația lor cu puterea. 


Pentru a arăta aceasta să explicităm în (91) pe V, și Ip, în funcție de agi b. 
Astfel 


V, =2,a+z,b, (96 a) 
I =a—b (96 b) 


deoarece Z, + Z, = 2U. Acestea nu sînt chiar aceleași relații cu cele 
din (42), pentru cazul terminațiilor reale. Totuşi, dacă se formează expre- 
sia pentru V, I, ca și în (53), expresia pentru partea reală corespunzătoare 
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în funcție de matricea de reparatiție definită aici, va fi exact aceeaşi ca 
şi în (54). 

Prin urmare, proprietățile matricei de repartiție stabilite în $ 8.4 
se aplică și matricei de repartiție S dată de (92). Aceasta este deci o extin- 
dere potrivită a variabilelor de repartiție şi a matricei de repartiție, pen- 
tru cazul normării complexe. 


Normarea independentă de frecvență 
Discuţia precedentă referitoare la normarea complexă, fiind bazată 
pe adaptarea optimă în regim permanent sinusoidal, este valabilă pentru 
o singură frecvență. Vom extinde discuţia la semnale arbitrare și pentru 
toate valorile s. În fig. 8.18 se arată un diport, care reprezintă un multi- 
port oarecare, alimentat de surse de tensiune arbitrare, prin impedanţe 
de terminaţie În cazul general 
V,(8) = V(s) + z(s)l(s) (97 a) 


= (Zads) + z (8)] Is) (97 b) 


l; (s) i h(s) 


ki (5) V(s5) z,(-s) zals) V2(s) 


Fig. 8.18. Adaptare în cazul general cu semnale arbitrare şi impedanţe de 
terminaţii pasive. 


Aceste relaţii sînt identice cu (85) cu observaţia că se aplică la orice s. 
Fie : 


r (s) = $ {z (8) + z(— 9)}; (98) 


adică r,(8) și r,(s) sînt părțile pare ale z,(8) z,(8). Deoarece r(s) este 
par, r(—s) =r(8); nu vom scrie argumentul (variabila) pentru r, decit 
pentru a evidenția dependența de acesta. Fără să ne preocupăm de 
adaptarea în putere reală, să ne referim la o situaţie specială în cazul 
unui diport şi anume: 


Zs) = [1 ie AR sau Zy (8) = z(— 8). (99) 
0 z(—8) 
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Să considerăm aceasta ca o situaţie de referință și să o numim 
condiție de adaptare ”. Dacă s = jo, r este chiar partea reală a z(8). 

Ca şi mai înainte, se definesc tensiunea şi curentul de incidenţă, 
ca fiind tensiunile şi curenţii în condiții de adaptare adică V, (8) = V(8) 
şi L,(8) = I(8), atunci cînd Z, = z(—s). Din fig. 8.18 şi din (97) rezultă 


I(8) = § r7} V, (8) = $ r~ (V(s) + zi(8)1(8)]. (100 a) 
\Vi(8) = z(—a) L (e) = z ( —'s) r~? V, (8) 
= 3z(—a)r1(V(8)+-z(s)I(8)], (100 b) 


į Se definesc din nou, variabilele reflectate ca deviații de 1a situația 
de referință (adaptare), ca şi mai înainte. Introducînd (100) şi (97) în 
I, = —I şi în V, = V--V, obţinem 


I, (8)l= gr [V (8)}— z (— 8) I(8)] (101 a) 
V, (8).= $ z(s) r>[V (8) — z(— s)l(s)]. (101 b) 


Să comparăm aceasta cu (88); observăm că z a fost înlocuit cu z(—s), 
Dacă s = jo, 2(—8) = z(—jo) = z[(fo)] = žijo). | 
O altă expresie utilă se obține punind V = Z,„I. Atunci 


I, = e (Za (8) + z(8)]I(8) W, (8) = Z( — 8) i (8), (102 a) 
I, = [Za (8) —z( — 90) V, (8) =z(8)T,(8) (102b) 


Ca şi mai înainte, etapa următoare este normarea. Totuşi acest 
procedeu este acum mai complicat. În cazurile precedenta, r era o matrice 
cu numere reale și normarea se făcea împărțind sau înmulțind compo- 
nentele vectorului de normat, cu rădăcina patrată din elementele scalare 
ale r. Acum r(8) este o funcţie pară de s. Extragerea rădăcinii patrate nu 
mai este atit de simplă. Să facem aici o digresiune pentru a examina pro- 
prietăţile funcţiei r(s). 

Să începem cu matrice de impedanţă z ale cărei elemente sint funcții 
raţionale real-pozitive, deci regulate în semiplanul drept. Notăm numără- 
torul, şi numitorul elementului j al matricei z cu n, (s) și d; (8). Atunci 


z (5) 2,3) (103) 


1) O tratare mai completă în domeniul timp este dată în E. S. Kuh și R.A. Rohrer, 
* Theory of Linear Active Networks”, Holden Day, San Francisco, 1967, pp. 287—300. 
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Deci 


ny(8) su Bl — 3)] _ ny(8)d;( — 8) + n; (— 8) d4(8) 
r (s) =3 = 


- (104) 

d,(8) Tao) 2d; (3) d; ( — $) 
Atit numărătorul cît şi numitorul termenului din dreapta sînt polinoame 
pare de s. Prin urmare, zerourile lor apar în simetrie cuadrantală. Să 
definim o funcţie f,(8), avind ca zerouri şi poli, zerourile și polii funcției 
r;8), situaţi în semiplanul sting. Funcţia f, (—s) va conţine în acest caz, 
toate zerourile şi polii lui r, (s), din semiplanul drept. Astfel 


(8) = fi (8) fi (— 8). (105) 


Fiecare funcție f;(s) şi f;(—s) este un fel de „rădăcină patrată” a lui r,(3), 
deoarece produsul lor conduce la 7,8). 


Înainte de a trece mai departe să considerăm un exemplu simplu. Să presupunem că Z; 
este o funcție real-pozitivă 


- 


0) = T 
Deci 


Fj (s) = 


—s+4 _ (s+2) (s—2) , 
—s—1 (s4+1) (s—1) 


În mod evident, 


52, poss. 
s+1 s-—1 


Constatăm că pentru s = jw, părţile reale ale acestor două funcţii sint 
egale ; deci pentru normarea complexă la o singură frecvenţă, oricare din 
ele este potrivită. 

Am considerat aici un singur element al matricei r. În formă matri- 
ceală relaţiile stabilite devin 


r(s) = île) 1(— 8), (106) 


relații în care f(s) este o matiice diagonală, la care fiecare elemente nenul 
este o fracție rațională, avind atit la numărător cît şi la numitor polinoame 
Hurwitz. 
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Să revenim acum la discuția principală. Tendinţa noastră este să 
normăm, înmulţind curenții cu „rădăcina patrată” din r(s), dar care „,ră- 
dăcină patrată” trebuie aleasă, f(s) sau Î(—s)? În alegerea noastră este 
determinantă dorința ca, variabilele de repartiție ce trebuie definite să 
conducă la o matrice de repartiție, care să satisfacă relaţiile fundamen- 
tale relative la cîștigul de putere, date în (54). În acest scop se generali- 
zează conjugata unui vector, !uînd în locul ei vectorul în (—s). Astfel, 


V devine V (—s), care se reduce la V pentru s = jw. Este deci util să se 
scrie o expresie pentru putere şi de aici să se deducă normarea necesară. 
În prima etapă se explicitează tensiunea şi curentul din (100 a) şi (101 a), 
ca funcții de tensiuni și curenții incidenţi şi reflectaţi. Rezultatul va fi : 
V(s) = r(s) [l(e) + 1(5)], 
I(8) = L(8) — I,(8). 
Apoi formăm V'(—s)l(s8) și luăm partea pară, P. Obţinem 
P = Par [V' (—s) I (8)] 

= Par [I; (—s) r +1, (—s) r] [I (s) — 1, (8)] 

= Par [X (s)] + Par [Y (8)] 
unde 

X (8) = K; (—8) rI, (s)}— I, (—e) TI, (8), 

Y (8) = I; (—s) ri, (8) — I; (—s) rI, (s). 


Observăm că r este matrice diagonală și deci r' = r. Prin evaluare directă 
se găseşte că: 


N (—5) = X' (e) = X (8), 
Y(—s) = — Y' (s) = — Y (s), 


deoarece X și Y sînt matrice diagonale. Prin urmare X (s) este pară, iar 
Y (s) este impară. Rezultă că 


P = K; (—8) rl, (s) — I, (—s) rI, (8). (108) 
Vom defini matricea de repartiție a curentului prin 


1, (8) = S, 1 (8) (109) 
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şi o vom introduce în (108) obţinînd rezultatul 
P = I; (—8) [r—S$, (—8) r5, (8)] L (5). 


Reamintindu-ne că r = f(s) î(—s), această expresie poate fi pusă sub 
forma (54) numai în modul următor: 

P = Lis) I(—s)]' {U—[f-18)S:{—8) i —8)] [î(a) S,(a)t-1(—s)]) t(—8) I(8)]. 

(110) 

Acum e clar! Trebuie să definim variabilele de repartiție a și b, ca 


variabile normate ale curnetului incident și reflectat şi matricea de repar- 
tiție S ca matrice de repartiție a curentului, normată după cum urmează : 


a (8) = f (—8) I (8) (111 a) 
b (3) = f (8) I, (8) (111 b) 
S = f (8) S, (8)t-1(—s) (112) 


[Ecuația (111b) este justificată, dacă se înmulțește (109) cu f(s) şi se 
utilizează expresiile pentru a(s) și SJ]. Atunci (110) devine 


P = a'(—s) [U — S'(—s)S(s)]a (8). (113) 

Pentru (s = jw), această expresie se reduce la puterea de intrare aşa cum 

este dată în (54), pentru cazul normării reale. Aşadar, matricea de repar- 

tiție definită prin (112) și (109) are proprietățile discutate în paragraful 
8.4 pentru normarea reală. 

A mai rămas să găsim expresia pentru S, în funcție de Z,, şi impe- 


danțele de terminație. În acest scop să revenim la (102) şi să utilizăm 
(109), pentru a determina matricea de repartiție a curentului. 


S; = ri [Z (8) — Z (—8)] [Zu (8) +z (8) >r 
= [Zo (8) + z (8)]-* [Z (8) — z (—8)] (114) 
= U — 2Y, (s)', 
unde Y, este matricea de admitanță (nenormată) a circuitului mărit 


Y, (8) = [Za (8) T z (8)]~?. (115) 
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Introducînd relaţia (114) în (112) se obține matricea de repartiție 
S = f (s) [Z (8) + z (9)! [Zo (8) — z(—s)]î2(—s) 
= Í (8) £71 (—s) — 2f (s) Y, (8) f (8). (116) 


` 


Să comparăm aceasta cu relațiile (92) și (93) pentru cazul normării com- 
plexe la o singură frecvență. 


Constatăm că în cazul normării complexe independente de frecvență 
expresia pentru S este ceva mai complicată, decît expresia pentru matricea 
de repartiție la o singură frecvență. 


Pentru un uniport avînd o impedanță Z(8), coeficientul de reflexie 
pentru curent p, se obține din (114), observînd că matricele din aceste 
expresii sînt, în cazul uniportului, scalari. Astfel, 


Z (3) —2(—s) 


SEI e Za) a (a) 


(117) 


Coeficientul de reflexie însuși, așa cum rezultă din (116), diferă de această 
expresie prin funcţia f(8)/f(—s), care este o funcţie trece-tot. Astfel 


Z(s)—=2(=8) f(s) 
Z(s)+2(s)  f(—s) 


unde A (s) = f(8)/f(—s) este o funcție trece-tot. 


p (s) = (118) 


Exemple 


Să considerăm de exemplu uniportul din fig. 8.19 terminat cu R și C în paralel. Atunci 


1 G 
z(s) = GIC »  r(s) = $ [z(s) + zx(—8)] = GLOCO , 
G G 
f) = Ee oo AG 
Fig. 8.19. Ilustrarea coeficientului de reflexie al Z(s) S i C 


unui uniport. 
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ÎN E MR E reno a 


Din (117) se găseşte coeficientul de reflexie al curentului 


1 
Z(s) — 

süje (G —sC) _ (G-sC)Z(s)—1  G+sc 
Z(s) + (G+sC)Z (5)+1 G—sC 


(G + sC) 
În sfirșit din (118) se găsește coeficientul de reflexie 


fs) -  i(G— sC) (G—sC) Z (s)—1 
e(s) = ps) -= p(s) = (67240201 
E K-s ait | (G+sO Za) 


Fig. 8.20. Exemplu ilustrativ. 


Să considerăm un alt exemplu arătat in fig. 8.20, pentru ilustrarea normării complexe, 
independent de frecvență. Un girator este terminat la o poartă printr-o rezistență, iar la 
«cealaltă poartă printr-o impedanță 


«Giratorul are o matrice a impedanţelor de gol : prin urmare se poate scrie 


0 —2 
Z = LU z= 
oc , | 0 s+ 4 
s+1 
și 
4 s+i 
4 —2 ]-? ti — 5 
8(s + 3) 4(s+ 3) 
E d — = i 
Ya = (Zoc + 2) 2 SX4 —(s+1) s+1 
s+1 a+ As+) 


Impedanța de terminație z} este aceeaşi ca și cea prezentată imediat după relația (105). 
Așadar, funcțiile f(s) şi î-1(—s) sint: 


2 0 4 0 


= sa | mes jy = l 
s+1 -s42 J] 
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Introducind relaţiile de mai sus în (116) se obține matricea de repartiție 


1 7 
E 2 0 7 0 2 2 0 
“lo 32 [lo Z| ss+5 [o 2+ 
s+i Ji. —s+2 s+i 
2 0 
| (s+4) a 
s+2 
—2(s+1) 4(s+1 0 — 
(s+1) 4(s+1) sii 
s+5 s+% 
S= : 


s+2 -$ s42 


Constatăm că Sz, este egal cu S,, înmulţit cu o funcție trece-tot; modulele lor, pe axa ju, 
sint prin urmare aceleași. Ecuațiile (65) și mai general (66) sint satisfăcute. Puteţi verifica că 
şi relațiile (64), (67), (68) și (69) sint de asemenea satisfăcute. 


Amplificator cu rezistenţă negativă 


Vom analiza în continuare, pentru ilustrarea aplicaţiilor parametri- 
lor de repartiție, un circuit a cărui analiză și proiectare se simplifică con- 
siderabil prin ultizarea paremetrilor de repartiție. Dezvoltarea amplifi- 
catoarelor cu rezistenţă internă negativă a fost impulsionată de apariția 
diodei tunel, al cărui model linear simplificat este prezentat în fig. 8.21 a. 
În fig. 8.21 bse arată un model mai complet, dar pentru multe aplicaţii 
modelul mai simplu este mai potrivit. 


Ri L 
t } | p 
a b 


Fig. 8.21. Modele ale diodei tunel. 
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Impedanţa modelului simplu al diodei tunel este: 


Za(8) = 


1 e 
—@ +80 


Aceasta nu este desigur o funcție real-pozitivă. Să considerăm funcția 
—Za(—s): 


-l __ 1 _ 
—G—s0 G+sC 


care este o funcție real-pozitivă : impedanța dipolului G în paralel cu C. 
Aceasta este de fapt, o exemplificare a unei proprietăți mai generale, care 
poate fi formulată după cum urmează. Fie Z, (s) impedanța unui circuit 
activ, alcătuit din inductanțe şi capacități pozitive şi rezistențe negative. 
Fie Z(s) impedanța circuitului pasiv obținut prin modificarea semnului 
fiecărui element. Avem Z(8) = —Z,(—s). Demonstrația acestui rezultat 
este lăsată în seama cititorului (vezi problemele P.30 şi P.31). 

Acum să presupunem cà o diodă tunel, reprezentată prin modelul 
din fig. 8.20 a este conectată la o poartă a unei rețele triport fără pierderi, 
așa cum se arată în fig. 8.22 a. Să considerăm impedanțele de normare la 
cele trei porți, care vor fi 2, = R,, 22= R, Și 23 = 1/(G+sC). Astfel, porți- 
le 1 şi 2 sînt terminate pe impedanţele de normare, în timp ce poarta 3 
este terminată printr-o impedanţă 2, (8), legată de impedanța sa de nor- 
mare prin relaţia 2,(8) = —2,(—s). Relaţiile de repartiție ale triportului 
pot fi scrise astfel 


— Za(—s) = 


Z (s), 


b, = Sum + Sin az + Sig 03, (119 a) 
bs = Ba 01 + Soz 2 + Sa 0, (119 b) 
bs = Ss Q + Saz As + Sasa. (119 c) 


Fig. 8.22. Amplificator cu rezistență negativă. 
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În alt mod, dacă terminația la poarta 3 este inclusă în rețea, schema 
poate fi considerată ca un diport N’, aşa cum se arată în fig. 8.22 b, cu 
terminaţiile reale R, şi R,. Să notăm cu indice prim parametrii de re- 
partiție ai diportului. Prin definiţie 


Su(jo) = 2] = Su (jo) + S(j) E 
GM (a,=0 4 
= Su (jo) — Kajo) Sa (jo) a (120) 
Sas (jo) 


Prima egalitate se obţine din (119 a), luînd a, = 0. Deoarece poarta 
3 din fig. 8.22 a este închisă cu o impedanţă, care este pe axa j negativ 
conjugata impedanţei de normare, avem b, = 0, conform problemei P. 27. 
A doua egalitate din ultima ecuaţie rezultă din (119 c). 

Printr-o tratare similară se pot obţine ceilalţi parametri de repartiție, 
din fig. 8.22b. Rezultatele sînt date în continuare, calculele de detaliu fiind 
lăsate pe seama cititorului : 


SE Sa Sas ER Su3Sa : Z S1293s AE Sasa R 


Su Si 
N33 Baa 
(121) 
, __ Kaaa + Sasa , __ S2833 + No3832 
Ka = — e, Kp = — L, 
Sa S33 


Deoarece triportul din fig. 8.22 este fără pierderi, matricea sa de repartiție 
este unitară. Această proprietate impune unele condiții pentru parametrii 
de repartiție (vezi problema P.35). În aceste condiții relaţiile de mai sus 
devin : 


rison Sal — jo) Salio) = Sal- jo) ; 
ic Liu Kaljo) A Sas(jo) 

(122) 
Saijo) = Ee), gatje) = Sali; 


Kaljo) Kaljo) 


Aceste ecuații ne dau legătura, între coeficienții de reflexie şi de trans- 
misie ai diportului cu amplificator cu rezistență negativă şi parametrii 
de repartiție ai triportului fără pierderi. Cîştigul transductic de putere 
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al amplificatorului este (w?) = | $z,(jc)|[2, care se obţine conform rela- 
ţiilor de mai sus: 


IP |Sza(jo) |? 
%(u?) = |S 2 9 

a = 3 să (123) 

deoarece | $,„(—jo)| = |S2(jw)|. Deoarece N este un triport fără pierderi, 
|Sua(jo)]2 <1. Deci 

1 
Fla Si: 124 
(0 Talia) e a, 


Dar Sag este coeficientul de reflexie la poarta 3, la bornele căreia apare;o 
capacitate. Prin urmare, așa cum s-a discutat în paragraful precedent, 
există o limitare de principiu a acestei funcţii, așa cum rezultă din (80), 
luînd aici Ss=e. 

Proiectarea optimă într-o bandă de frecvenţe, 0—uw,, dată, se ob- 
ţine dînd lui |$,2()| valoarea constantă, maximă, în banda de frecvențe 
dată şi făcînd ca |S,(jœ)| să fie constant. Valoarea maximă pentru |$,,(jc) | 
este 1. Cu limitarea dată de (82) se găseşte cîştigul transductic de putere, 
care trebuie să satisfacă relaţia 


G (02) [L e2n/uste (125) 


în care R = 1/G, în fig. 8.22. Aceasta este limitarea principală a produ- 
sului „cîştig-bandă”, care depinde numai de parametrii diodei tunel. 

Să revenim la proiectarea triportului. Să presupunem că triportul 
din fig. 8.22 a este un circuit reciproc. Dacă |$,2(jw)|=1 într-o bandă de 
frecvenţe, toţi ceilalţi parametri de repartiție se vor anula la aceste frec- 
venţe. (Vezi problema P.36). Rezultă că nu se poate obţine un triport 
reciproc, care să nu degenereaze într-un caz banal, prin proiectarea op- 
timă prezentată. 

Să considerăm triportul circulator arătat în fig. 8.23 a. Matricea, 
sa de repartiție, normată în raport cu rezistenţele r}, r, şi ra, unde r, este 
un număr real, arbitrar, este: 


010 
S=lo0o01|: (126) 


100 


Aici 8,2 este identic 1 : dar ceilalţi parametri ai circuitorului nu sînt potri- 
viţi, pentru a face din circulator triportul dorit. Dacă se ataşează altceva 
la poarta 2, atunci $,, nu va mai fi 1. Aceasta menţine poarta 3 nemodi- 
ficată. 
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Sa a N a 


Să considerăm schema din fig. 8.23 b. Aceasta constă dintr-un cir- 
culator avind la o poartă un diport reciproc N. Fie matricea de repartiție 
S a diportului de forma 


Fig. 8.23. Amplificator cu rezistenţă negativă, nereciproc. 


fiind normată în raport cu r, și z}, = 1/(G+s0), la intrare şi respectiv 
ieșire, r, este acelaşi ca şi rezistenţa de normare a circuitului la poarta 3. 
Rămine să exprimăm matricea de repartiție a întregului triport în funcţie 


de parametrii S, şi Š din (126) şi (127). Aceasta se poate face, utilizînd 
rezultatele din problema P.24. Detaliile de calcul revin cititorului ; rezul- 
tatul este 


i 0 10 
S= Su 0 Sia (128) 
Sa 0 Sa 
În fine, matricea de repartiție pentru întreg amplificatorul cu rezis- 
tenţă negativă (cea notată cu S$'), se obţine utilizînd (122). Astfel, 
0 Su(—jo) 
S = 1 Saljo) (129) 
A 0 
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Ambii coeficienţi de reflexie sînt nuli, ceea ce arată că amplificatorul 
este adaptat atât la intrare, cît şi la ieșire. Dacă se utilizează (65), se con- 
stată că coeficientul de transmisie invers, S'i are modulul unitar. Coefi- 
cientul de transmisie, direct, al amplificatorului este legat numai de coefi- 


cientul de reflexie de la ieşire al diportului N. Astfel, 


că dia ala di (130) 


Kaljo) |? 
Problema de proiectare poate fi formulată acum după cum urmează. 
Se alege o funcție de cîştig 4(w2), care să fie supusă limitării cîştig bandă 
din (125) şi care să maximizeze funcţia 1/|Sz2(jw)|2. Apoi, apare problema 


determinării diportului N, din |S„(jo)[?, care să fie terminat pe r, la o 
poartă şi pe dioda tunel la cealaltă poartă, aşa cum se arată în fig. 8.24. 


A 
Fig. 8.24. Diportul N, care trebuie proiectat. 


Problema nu este la fel cu cea a filtrului discutat în paragraful 8.41). Din 


CA jo)? este necesar să se găsească 8,8). Această funcție este legată de 
impedanța Z, privită de la poarta 2 a lui N prin (118), în care p joacă rolul 
lui Sz2. Diportul N poate fi găsit apoi din Z. 

În această tratare sumară s-au ignorat o serie de probleme legate 
de alegerea potrivită a lui S.2(s) din modulul său la patrat, deoarece 
acesta nu este un proces unic. Amănuntele acestei alegeri ne-ar fi 'dus în 
afara problemei noastre şi de aceea nu au fost dezvoltate aici. 


PROBLEME 


P1. Doi uniporți avind impedanţele Za = fo(s) și Za = fo(s) au coeficienţii de reflexie 
Pı Şi Pa. Să se găsească coeficientul p al uniportului arătat în fig. 8 P1 în'funcţie de f, 


Ş 1 Pa. 
Zi, = las), Z= fo(s) 
1 1 


nO AT ft) 


1) Diferența esențială provine din faptul că aici este vorba de neadaptarea dintre o 
funcție real-pozitivă și o impedanţă real-negativă, care este impedanța diodei tunel. În acest 
A 


caz Sa, nu mai este o funcţie cu modulul limitat (N.7.). 
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Fig. 8.P1 


P 2. Sensul undelor de incidenţă și de reflexie este asociat cu ceea ce se consideră a fi 
direcţia fluxului de putere. În figura 8.P2 a se arată un uniport, cu sistemul obișnuit de referin- 
tă pentru tensiune și curent. Coeficientul de reflexie pentru acest uniport este p}. În fig. 8.P2 b 
curentul prin uniport este inversat. În aceste condiţii, se consideră că uniportul debitează 
putere, în reţeaua conectată în stinga bornelor. Să se găsească noul coeficient de reflexie 0}, 
in funcţie de Z și p, 


h=-]; 


Fig. 8.P2 


P3. În text s-a arătat că S=U-—2Yan, unde Yan este matricea y normată a circuitului 
mărit, în ipoteza că multiportul are o matrice a admitanţelor de scurtcircuit. Să se dmonstreze 
acest rezultat pentru circuitul mărit fără a face ipoteza menţioantă. 


P4. Să se arate că S=2(U+Y)-L-—U. 


P 5. Se consideră un triport, nedisipaliv, nereciproc, adaplal. Pornind de la forma 
generală a matricei de repartiție și utilizind proprietăţile multiporţilor nedisipativi, adap- 
taţi, să se determine elementele matricei de repartiție. Se poate identifica clasa multiportului 
din această matrice de repartiție? 


P 6. (a) Să se scrie matricea de reapartiţie care reprezintă un circulator cu patru 
porţi. 

(b) Se consideră transpusa matricei obținute și se cere să se arate, ce fel de circuit 
cu patru porți li corespunde. 


P 7. În fig. 8.P7 se arată două surse controlate care nu pot fi reprezentate prin impe- 
danţe sau admitanţe. Să se găsească matricele de repartiție pentru acești diporți. 
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Bl, 


Fig. 8.P7 


P 8. În fig. 8.P8 se arată două surse controlate. Una din ele nu poate fi reprezentată 
prin impedanţe, cealaltă prin admitanţe: ambele posedă însă o matrice de repartiție. Să se 
găsească aceste matrice. 


h gh rl, 


Fig. 8.P8 


P 9. Utilizind relația (41) din text, să se găsească parametrii S,,, Siz» Sai şi Sa» ai unui 
diport, in funcție de parametrii z. 


P 10. Diporții pasivi, simelrici sint definiţi prin relația 7,,=za2, Utiliztnd rezultatele 
problemei 9, să se arate că un diport simetric are S43 = S39. 


P 11. Diporţii pasivi, antimelrici sint definiţi prin relaţiile: 2, = uz Z% = Yn Și 
331 = —VYa. Să se arate că diporţii antimetrici sint caracterizați prin relaţia S,„=-—S,,. 


P 12. (a) Se consideră circulatorul arătat în fig. 11 din text, cu terminaţiile —r la poarta 
1 și r la poarta 3. Să sc găsească legătura dintre tensiunea și curentul de la poarta 2. Un uni- 
port cu relaţia v—i de acest gen se numeşte noralor. 

(b) Să se repete problema (a) cu —r și r schimbate între ele. Un uniport avind rela- 
ţia v—i de acest tip se numește nulator. 


P 19. Să se arate că 
(a) (Za + U)-! (Za— U) = (Z„—U) (Z, T U)- 
(b) rol (Zoe (s)—z(—s)) (Zoe(s) + z(s)! r 


= (Zoo(5) ~i- Z(5))? (Zee(s)—z( —s)) 


unde Z, este matricea de impedanţe a unui uniport, normat în raport cu numere reale. 
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P 14. Fiecare din multiporţii din fig. 8.P14 este o conectare ideală constind din legă- 
turi directe intre porţi. Să se găsească matricea de repartiție a fiecăruia, ccnsiderind la fiecare 
poartă o rezistenţă de normare de 1 ohm. În fiecare caz se presupune că puterca se obţine de 
la o sursă de tensiune, în serie cu rezistenţa de terminaţie a porţii. Să se găsească fracțiunea 
din putere reflectată la acea poartă şi cea transmisă, spre fiecare din celelalte porţi. Rezultatul 
era previzibil fără a se considera parametrii S? 


PP Ia ied dn 


O oo 


| i a "r 


Fig. 8.P14 


P 15. Schema din fig. 8.P15 este accea a unui transformator diferenţial. 
Aceasta constă din trei înfăşurări de transformator ideal, din care se formează un circuit cu 
patru porţi. Cele două infășurări secundare ale transformatorului au rapoartele de transfor- 
mare, relative la primar, n, și ns. Ecuaţiie ce caracterizează transformatorul sint date pe 


lat nglar ngke ad 


Fig. 8.P15 


figură. Să presupunem că fiecare poartă este terminată cu rezistențele sale reale de normare, 
Fi» Fg, Fg Şi ry . Rapoartele de transformare şi rezistențele de normare trebuie alese astfel încil : 


(a) Dacă poarta 1 este alimentată (de la o sursă de tensiune în serie cu rezistenţa de ter- 
minație), să nu avem nici un fel de transmisie spre poarta 2 şi reciproc; 

(b) Dacă poarta 3 este alimentată, să nu avem nici un fel de transmisie spre poarta 
4 şi reciproc; 

(c) Toate porţile să fie adaptate (să nu avem reflexii). 

Să se găsească matricea de repartiție pentru acest circuit cu 4 porţi cxprimind-o numai 
prin Na Și Nn, 
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P 16. Să presupunem că se cere să se studieze condiţiile de existență a unui triport 
reciproc, fără pierderi, care este terminat adaptat pe impedanțe reale. Să se utilizeze proprie- 
tățile matricei de repartiție pentru a determina realizabilitatea unui astfel de circuit. Dacă 
este realizabil să se găsească S,3 și Sas. 


P 17. În fig. 8.P17 se arată un circuit triport reciproc și fără pierderi, care este pre- 
supus simetric. Triportul nu este terminat adaptat. Se presupune că atunci cind la o poartă 
se aplică o excitație (de la o sursă de tensiune în scrie cu rezistența de terminaţic), la celelalte 
porţi se obţin puteri cgale. Să se găsească, ce fracțiune din puterea maximă a sursei se poate 
obţine în aceste condiţii la fiecare poartă şi ce fracțiune din această putere se reflectă. 


R3 | 
R R 


Fig. 8.P17 


P 18. Circuitul din fig. 8.P18 este o punte conectată între două terminații rezistive. 
Să se calculeze ciștigul transductic de putere. Să se găsească condiţiile pe care trebuie să le 
satisfacă elementele punţii, pentru ca aceast ciştig să fie egal cu unitatea și să nu depindă 
de frecvenţă. În aceste condiţii să se găsească coeficienţii de reflexie și de transmisie. 


R, L 
=a 


Lana 
RP 


y È) 


Fig. 8. P18 


P 19. În fig. 8. P19 se arată un diport terminat la ieșire cu o impedanță care nu este 
cea de normare. Fie p, coeficientul de reflexie al lui Z,, normat față de r, care este rezistența de 
normare a diportului. Intrarea este terminată adaptat; adică r, este rezistența de normare. 
Să se găsească coeficientul de reflexie p, de la intrare și ciștigul de tensiune V}n/Vgn în funcție 
de pa și de parametrii de repartiție ai diportului. 


fr 
EI 
+ 
YK) hi |V 


Fig. 8.P19 
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P 20. Se face o generalizare a problemei precedente. Un circuit cu n porţi este terminat 
adaptat la m din porţile sale și cu terminaţii arbitrare la n—m din porţi aşa cum se arată în 
fig. 8.P20. Ecuațiile de repartiție ale multiportului sint distribuite așa cum se arată în 
continuare. Coeficientul de reflexie la poarta terminată cu Zeste px. Fie p matricea diagonală 


Fig. 8.P20 


Se cere să se găsească matricea S' a m-portului din interiorul liniei punctate din figură, 
care este dată de relaţia b,=S'a,. Utilizind relaţiile intre a,, b, și pẹ se poate scrie expresia ce 
dă legătura între az, b și p. Să se introducă aceasta în forma distribuită a relaţiilor de repartiție 
şi să se arate că 


'= Sı + Sao(U = S,p)Ss. 


b, Su Su *:* Sim : Sima +t San a 
ba Sau Sa ::* Sam : eee Son az 
ba z A Sm: *** Sam Sami °° Sms n 
î. i PER ra soc săi Daia a aia tă 
il isca digital allea 
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P 21. Se dă circulatorul din fig. 8.P21. avind una din porți terminată neadaptat. Uti- 


lizind rezultatele problemei precedente să se găsească mitricea de repartiție S’ a diportului din 
interiorul liniei punctate. 


E a | Pentru circulator 
l | 010 
| ! S=1001 
7 | | 000 
| 
| | 
| | 


Circulator 
P 


Fig. 8.P21 


P 22. Circuitul cu patru porţi din fig. 8. P22 este un transformator diferenţial terminat 
adaptat la două din porţi şi neadaptat la celelalte două. Să se găsească matricea de repartiție 
a diportului din interiorul liniei punctate în funcţie de p și p,. În ce condiţie diportul nu va 
avea reflexii la porţile sale? 


-= 
v 
m 
_ 
© 
© 


Fig. 8.P22 


P 23. În cazul unui diport format prin conectarea în cascadă a doi subdiporți, pentru 
«are se dorește legătura intre tensiuni și curenţi este avantajos să se utilizeze matricele lanţ 1) 
ale subdiporţilor. Se cere să se găsească o matrice g care să îndeplinească un rol similar pentru 
«loi diporți conectaţi in cascadă, dar la care în locul curenților şi tensiunilor reale să se utilizeze 
variabilele de repartiție. Să considerăm circuitul din fig. 8.P23, pentru care relaţia căutată 
poate fi scrisă in forma globală x = Ty. 


1) În literatura de specialitate această matrice este numilă și matrice fundamentală sau 
matrice de transfer. (N.T.) 
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(a) Să se determine elementele vectorilor x și y (dintre variabilele de repartiție, astfel 
incit matricea T globală, să fie egală cu T,T, unde x,="T,y, Şi Xp:= Toya. Să se menţioneze ce 
condiţie ar trebui impusă, în cazul normârii complexe, ca şi în cazul normării reale. (Aceasta 
poate fi numită condiție de computibililale). 


(b) Să se exprime elementele matricei T a diportului prin parametri de repartiție ai 
diportului. 


(c) Să se arate ce condiţii trebuie să satisfacă matricea T dacă diportul este reciproc. 
P 24. În p:oblema P20, unele dintre porţi sint terminate pe sarcini individuale : să presu- 
punem că în locul acbstor sarcini se conectează porţile altui multiport, așa cum se arată in fig. 8. 


P 24. Multiportul A are m+k porți, iar multiportul N are n+k porţi. Un număr de k porţi 


Fig. 8.P24 


de la un multiport sint conectate la k porţi ale celuilalt, rezultind un circuit cu (m+n) porţi. 


Fie S și S, matricele de repartiție ale celor doi multiporți. Relaţiile de repartiție pot fi distri- 


buite astfel: 
Ș A A să y 4 
N i îi N | :] ; Se | K 
= ? ANI, A A 
be S Sejla 2 Si Se JLas 
A A A A 
unde h, și a, sint m vectori, b,,8,,b, și a, sint k vectori, iar b; ṣi 8., n vectori. Matricea impedanțelor 
normate (independentă de frecvență) a fiecărui multiport este divizată, după cum urmează 


m k k n 


m jż(s) 0 | k P 0 | 
Li . 
k f z,(s) nL 0 z) 
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Fie S' matricea de repartiție a (m+ n)-portului global, scrisă în forma 


A |= al’ 
b, Sa S22] La, 


A r. 
(a) Să se găsească condiția de compatibilitate, care permite ca b, = a, a=b, (vezi po 
blema P 23). 
(b) Să se arate că, parametrii de repartiție globali sint daţi de expresiile: 


A A A A 
S11 > Sua T SnzSua(U — Sz2S11) Sa = Sa — Ss2(U — Sua Sa) 7?S 1S2 
iy aj A 
Sa S12 (U— Su Sa2)"1Ss2 
A s A. 
Sa = Sas (U — SaS11)7 So; 
A A A A A A A A 
Sp = S22+ Sai (U — S22811)71S22S12= S23 + SaiSz(U-—S,1Sa2)”1 Sas 
(c) Să se compare rezultatul general cu cazul particular tratat in problema P 20 și 


să se arate că, rezultatul general sc reduce la cel particular. 


P 25. Circuitul cu patru porţi incadrate cu linie puctată în fig. 8. P 25 reprezintă un 
repetor telefonic. Cei doi diporţi notaţi cu L sint filtre trece-jos, iar cei notaţi cu H sint filtre 
trece-sus. Acești diporţi sint reciproci și simetrici, în consecinţă sint definiţi, fiecare, numai 


Fig. 8.P25 


prin doi parametri. Diportul notat cu A este un amplificator, care transmite numai într-o sin- 
gură direcţie (în jos). Există de asemenea în repetor, doi triporţi formaţi prin legătură direc- 


PROBLEME 611 


tă. Matricele de repartiție ale circuitelor componente sint date în continuare avind toate rezisten- 
ţele normate în raport cu 1 ohm: 


EL fL Pa lH îi 0 
Sr = ? Sg = ' S4 = , 
l pz lg ca l e 


1 2 2 
S;=1|2 1—2 
2—2 1 


Să se găsească matricea de repartiție pentru repetorul cu patru porți. Examinind elementele 
acestei matrice să se descrie modul în care semnalele de joasă şi de înaltă frecvenţă se transmit 
sau se reflectă, la fiecare poartă. 


P 28. Matricele de repartiție a curenților și tensiunilor pentru cazul normării complexe 
la o singură frecvenţă, nu au fost definite în text. Să definim Sg și Sp prin relaţiile 


LA = Srl; şi V: = SpV; . 
Pornind de la relaţia (88) indica!ă în text să se arate că 


Sp=U-—2Yar, unde Y= (Zoo +2)! 
și 
zS; = Spyz. 


Prima din aceste relaţii este la fel cu (114), dedusă pentru normarea independentă de frec- 
vență. Să se arate că, in mod similar situației d? la nornarea independentă de frecvență : 


z(s)Sr = Spz(—s). 


P 27. Fie z¿(s) impedanța complexă de normare la poarta k, a unui multiport. 

(a) Dacă această poartă este terminată cu o impedanţă z¿(—s), să se arate că variabilele 
incidente la această poartă sint zero: a, = 0 

(b) Dacă poarta este terminată cu o impedanţă —z,(—s), să se arate că In acest caz 
b = 0. 

P 23. SX se găs2ască matricea d? repartiție pentru transformatorul ideal din fig. 8. 
P 28, care are elementele normate în raport cu impedanțele de terminație (normare indepen- 
dentă de frecvență). 


2 4:1 1 


Fig. 8.P28 
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P 29. Să se găsească matricea de repartiție a giratorului din fig. 8. P 29, normată 
(independent de frecvenţă), în raport cu impedanţele de terminaţie. Să se verifice proprietăţile 
coeficienţilor de reflexie și de transmisie ale diportului. 

4/5 


raf 


Fig. 8.P29 
P 30. În fig. 8. P30 a se reprezină un diport pasiv. nedisipativ, terminat pe o rezistență 
de —1 ohm. Ìn fig. 8. P 30, b, acelaşi diport este terminat pe o rezistență de +1 ohm. Să se 
arate. ulilizind expresiile pentru Z şi Z, in funcţie de parametrii z sau y ai diportului, că Z,(s) 
= — 7[ — s). 


b 


Fig. 8.P30 


P 31. În fig. 8. P 31 a este reprezentat un circuit format din inductanţe şi capacităţi 


[= 


Fig. 8.P31 
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— S—— 0 e e 
————————- 


pozitive și n—1 rezistențe negative, care se consideră de —1 ohm, pentru simpliiicare. Acest 
circuit poate fi reprezentat prin n— portul din fig. 8.P 31 b, cu toate porțile, cu excepţia uneia, 
terminate prin —1 ohm. Să considerăm -acelaşi n-port, terminat la porţi cu rezistenţe de +1 
ohm ca în fig. 8. P 31 c şi avind impedanţa corespunzătoare Z. Scriind ecuaţiile cu impedanţele 
de gol să se arate că Z(s) = —Za(—s). 


P 92. Fie za(s) impedanţa unui circuit activ conținînd inductanţe, capacităţi și rezis- 
tenţe negative. Fie z(s) impedanţa ce se obţine inversind semnul tuturor rezistenţelor. Fiecare 
din aceste circuite este destinat să lucreze ca terminaţie a unui diport Z(s) Fie coeficienţii de 
reflexie corespunzător, pa respectiv p, normaţi în complex, independent de frecvenţă. Să se 
arate că pals) = 1/p(s). 


P 33. Să se demonstreze rezultatul dat prin relaţia (121) din text. 
P 34. Să se demonstreze că, determinantul unei matrice unitare este egal cu unitatea. 


P 35. Fie S matricea de repartiție a unui triport pasiv, nedisipativ. 
Ţinind seama de proprietăţile unitare ale matricei S să se demonstreze următoarele. [Atunci 
cînd argumentul unui parametru nu este dat, se presupune că este jw: astfel S; înseamnă 
Sy (o).] 


Sial jw) = Sao Ss3— Sosa Sa(—jo) = S13S33— S12Sas 
Sia(— jw) = S3831 — Sa Sss Sal — jo) = SuSa — S1sSa 
Syal —jo) = SuSa— SaSa Syl jo) = SiaSa — SuSa 


Sal — jo) = SS23— S193822 
Sal- jo) = Si3S21— S11 S23 
Sal(—ja) = S1S22— S1221 


P 36. Fic un triport reciproc, nedisipativ, avind pe axa j, modulul unuia dintre coefici- 
enții de transmisie identic 1. Ținind seama de faptul că S este unitară și simetrică, să se arate 
că toţi ceilalţi parametri trebuie să fie identic nuli. 


P 37. Se doreşte realizarea unui amplificator cu rezistenţă negativă în forma arătată 
în fig. 8.P 37. Aceasta se obține din cea prezentată în fig 8.23 adăugind un alt diport la poarta 
2 a circuitoru'ui. Uirmind procedura prezentată în text, să se găsească matricea S’ a circuitului 
global al amplificatorului, în funcţie de parametrii de repartiție ai fiecărui subcircuit din 
figură. 


Fig. 8.P37 
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Grafurile de fluentă a semnalelor și reacţia 


Modelul unei rețele liniare, așa cum a fost tratat pină acum, include 
un număr de componente ca : rezistențe, condensatoare, girutoare, trans- 
formatoare etc. Fiecare din aceste componente au fost caracterizate 
printr-un parametru, așa cum este R, și printr-un simbol grafic aşa cum 
este— __- pantru rezistență. Rețelele sint formate prin interconectarea 
acestor componente. În orice relaţie tensiune-curent interesul se corcen- 
trează adesea asupra unui parametru scalar: de exempiu scriind v = 
Ldijdt, atenţia a fost concentrată asupra lui L. 

Dar orice relaţie tensiune-curent defineşte o operație matematică. 
În loc să ne concentrăm atenţia asupra parametrului, putem pune 
accentul pe operaţiile matematice și pe semnalele asupra cărora ele 
acţionează. Un simbol operaţional poate fi folosit pentiu a reprezenta 
operația matematică și aceste simboluri operaţionale pot fi interconectate 
într-o diagramă operațională. Analiza acestor diagrame operaţionale va 
constitui un mijloc prin care se pot determina funcţiile de transfer ale 
reţelelor. Graful de fluenţă al semnalelor constituie o asemenea diagramă 
operaţională. 

Multe din metodele de analiză prezentate în capitolele precedente 
ss aplică reţelelor liniare în genere, indiferent dacă sint pasive sau active, 
reciproce sau nereciproce. Nu s-a acordat o atenţie specială reţelelor 
active, nereciproce. Analiza pe baza grafurilor de fluenţă a semnalelor este 
indicată tocmai pentru astfel de rețele. Mai mult, pentru rețelele nereci- 
proce active, o serie de concepte, ca reacţia sau stabilitatea, devin foarte 
importante. Acest capitol va fi consacrat prezentării ideilor de bază 
referitoare la grafuri de fluenţă a semnalelor, reacţie şi stabilitate. 
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9.1. DIAGRAME OPERAȚIONALE 


Fiecare element sau grup de elemente dintr-o reţea operează pe o 
anumită cale asupra unui semnal de excitație pentru a furniza un răspuns. 
Elementul sau sistemul de elemente poate fi considerat drept un operator. 
Procesul poate fi reprezentat ca în fig. 9.1 a. Semnalele de excitație și 
de răspuns sint reprezentate prin cite un nod; între ele apare un bloc 
numit „operator“. Săgețţile care intră şi care ies din acest bloc indică 
„trecerea semnalului”. 


tatie e r i(t v I(s) 
Exci afie [erat] Răspuns (t) a ví, t) (s) [s] x 


d b c 


Fig. 9.1. Simboluri operaționale. 


În figura. 9.1 b şi e se consideră cazul particular al unei bobine. 
În fig. 9.1 b semnalele sint reprezentate in domeniul timp. În fig. 9.1 e, 
unde semnalele sint reprezentate în domeniul frecvenţei s, se arată că 
alegerea variabilei ce reprezintă excitația sau răspunsul este arbitrară, 
dacă reţeaua are condiţii inițiale nule. Această posibilitate nu apare 
întotdeauna — de exemplu in cazul surselor controlate. În cele ce urmează 
se vor folosi transformatele Laplace şi deci toţi operatorii vor îi funcţii 
de variabila s. 

. Simbolul operaţional din fig. 9.1 este foarte simplu, dar el poate fi 
simplificat şi mai mult. În fond dreptunghiul nu este necesar; el poate fi 
înlocuit printr-un segment de dreaptă, iar operatorul poate fi scris alături. 
În acest caz va fi necesară doar o singură săgeată pentru a indica sensul de 
trecere al semnalelor. Acest lucru este ilustrat în fig. 9.2 pentru simbolul 
din fig. 9.1 ¢. Din punct de vedere dimensional operatorul poate fi de natura 
unei impedanţe, a unei admitanţe, a unei amplificări de curent etc. Se 
foloseşte termenul „„transmitanţă” pentru a desemna operaţia prin care 
semnalul de excitație este multiplicat pentru a obține răspunsul. Trans- 
mitanţa din fig. 9.1, a este 1/Le. 


Vís) 1/Ls IS) Fig. 9.2. Latura unei diagrame. 


Există două tipuri de relații între variabilele dintr-o rețea sau dintr-un 
sistem. În unele relații o variabila se exprimă în funcție de alta prin inter- 
mediul unui operator. În alte relații se exprimă un echilibru ; teoremele 
lui Kirchhoff sînt de această natură. În toate aceste relații de echilibru, 
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o variabilă se poate exprima ca o combinaţie liniară a altor variabile. 
Astfel, expresia 
s+2 


poate fi reprezentată printr-o diagramă operațională atribuind cite un 
nod pentru fiecare variabilă şi introducînd laturi de transmitanțe cores- 
punzătoare între aceste noduri şi nodul reprezentativ al variabilei V,. 
Acest lucru este ilustrat în fig. 9.3. 


Fig. 9.3. Diagrama unei ecuații. 


Dindu-se o rețea, se poate trasa o diagramă operațională luind trans- 
formatele operaționale ale ecuațiilor ce descriu funcționarea rețelei. Înainte 
de a descrie acest proces se vor da citeva exemple simple. Se consideră doi 
diporţi conectaţi serie-paralel așa cum se arată în fig. 9.4. O descriere 
completă a comportării lor între cele patru porţi se poate obţine pe 
baza parametrilor g dacă se cunosc aceşti parametri pentru fiecare diport. 
Totuși, se poate să nu ne intereseze o astfel de descriere completă; ne 
poate interesa, de exemplu, raportul dintre transformatele semnalelor de 
ieșire şi de intrare, presupunind că se cunosc aceste rapoarte pentru fie- 
care dipoit. 


Fig. 9.4. Retea cu reactie. S 
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Funcţia respectivă poate fi obținută dintr-o diagramă. Se presupune că 

cei doi diporţi nu se influenţează reciproc, adică presupunem că relaţiile 

caracteristice fiecărui diport rămîn aceleaşi și după interconectarea lor. 
Ecuațiile care descriu această rețea sint : 


V, = G(8)V e 


Via = Vi— Vio (1) 
Fi = H(8)V}. 


Prima şi ultima ecuație pot fi reprezentate prin laturile operaționale din 
fig. 9.5 a. A doua ecuaţie exprimă un echilibiu ce tensiuni şi poate fi 
reprezentată prin laturile din fig. 9.5 b. Toate cele trei reprezentări pot fi 
acum combinate pentru a obţine rezultatul din fig. 9.5 c. Această diagramă 
operaţională reprezintă reţeaua din fig. 9.4 in aceeaşi măsură ca şi rela- 
tiile (1). 


OD 


-ù His) 
h HMH) h l 
Omm 
Vi 
Q b c 


Fig. 9.5. Trasarea diagramei operaționale, 


Ca un al doilea exemplu se consideră rețeaua din fig. 9.6. Rezistența 
totală de la ieşire este R,. Se pot scrie următoarele ecuații 


I =.— V, 


1 
Lere 9 
2 b 8C (2) 


V, = R(—g9V, —1)= —9R,V, —RI 


F, = V, +a, 
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Se poate trasa acum cîte o diagramă operaţională pentru fiecare ecuaţie, 
aşa cum se arată succesiv în fig. 9.7 a la d. Cind toate aceste reprezentări 
sînt suprapuse se obţine rezultatul final din fig. 9.7 e. 


Fig. 9.6. Amplificator cu reacție. 


Comparind diagrama operaţională cu schema amplificatorului de la 
care am pornit este evident că între cele două mijloace de reprezentare 
nu există o asemănare structurală. Diagrama operațională arată modul 
în care diversele părţi ale reţelei operează asupra semnalelor din reţea 
pentru a furniza alte semnale Totuşi, pentru componente pasive, oricare 
semnal poate fi considerat drept semnal de excitație şi oricare drept răs- 
puns. Aceasta înseamnă că diagrama operațională poate îi trasată în dife- 
rite moduri funcție de forma în care s-au scris ecuaţiile. | 

Să presupunem, de exemplu, că primele trei ecuaţii din (2) sint aran- 
jate după cum urmează | 


V, = RI 
1 
it epica 
b y; 
Esana 


Diagrama operațională corespunzătoare va avea forma din fig. 9.8, ceea 
ce se propune cititorului să verifice. În comparație cu diagrama precedentă 
ea arată cu totul altfel. Acest exemplu arată un fapt interesant și anume 
că nu există o diagramă operaţională unică pentru o reţea dată. 
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Cele arătate anterior au atins o serie de probleme fundamentale. 
Pentru a trasa o diagramă operațională pentru o 1cțea se cere, în primul 
rìnd, să se scrie ecuațiile care descriu comportarea rețelei. Aceasta pune pro- 


I 
-R 
Va  —9Ra g 
Li Vo 
I 
L 
R3 
d 
Va 
I 
í 
"st 
Va 
C 
3 V2 
b e 


Fig. 9.7. Trasarea diagramei operaţionale a amplificatorului. 


Fiu. 9.6. O variantă a diagramei operaţicnale 
a amplificatorului. 


blema variabilelor care trebuie alese pentru a descrie pe: formanţele reţelei, 
cite asemenea variabile sint necesare şi cîte ecuaţii trebuie scrise. Într-o 
tratare sistematică trebuie să se dea răspuns unor asemenea probleme. 
Răspunsurile vor fi aminate însă pentru a fi date într-unul din paragrafele 
următoare, pentru a face aici o analiză mai detaliată a diagramelor opera- 
tionale. 
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9.2. GRAFURI DE FLUENȚĂ A SEMNALELOR 


Examinăm retrospectiv diagrama operaţională din fig. 9.8 pentru a 
observa proprietăţile ei abstracte. Ea constă dintr-un număr de laturi 
legate împreună prin noduri. Ea este deci un graf topologic. Laturile sînt 
orientate şi li se ataşează nişte ponderi. 

Aceste observaţii vor sta la baza definiției care urmează. Vom defini 
un graf de fiuenţă a semnalelor ca o reprezentare a ecuaţiilor sistemului 
printr-un graf orientat şi ponderat. Este clar deci, că un graf de trecere a 
semnalelor este legat de rețea numai prin ecuaţiile reţelei. Acestea sint 
ecuaţiile care se reprezintă prin graf. Pentru a sublinia faptul că analiza 
pe baza grafului de îluenţă a semnalelor este o metodă generală și nu este 
limitată la reţelele electrice, se va utiliza o notație generală. 


Se consideră un sistem de ecuaţii liniare de forma 
ÀX = Y. (3) 


În aplicații tipice elementele matricei Y sint transformatele excitațiilor 
iar elementele matricei X sînt transformatele răspunsurilor. Aceasta este 
forma standard în care se scriu sistemele de ecuații liniare, dar ea nu re- 
prezintă o formă convenabilă pentru trasarea grafurilor de trecere a semna- 
lelor. Examinînd exemplele precedente se observă că o formă convenabilă 
este aceea în care fiecare variabilă este explicitată în funcție de celelalte. 
Acest lucru se poate obține adunind vectorul X în ambii membri ai rela- 
tiei (3) și rearanjind termenii sub forma 


X=—Y+(ÂArU). (4) 

În numeroase aplicaţii apare o singură funcţie de excitație. Această 
funcţie poate să apară, desigur în mai multe ecuaţii din (4). Dacă apare o 
singură funcție de excitație yọ atunci matricea Y se poate scrie sub forma 


Y = Ky, (5) 


unde K este o matrice coloană. Cu această reprezentare relația (4) devine 
X = [-K aofi |: (6j 


Dacă apar mai multe funcții de excitație, scalarul yọ se înlocuiește prin 
matricea Y, iar matricea K va avea mai multe coloane în loc de una 
singură. 
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Dacă matricea X este de ordinul n atunci matricea coeficienţilor din 
relația (6) este de ordinul (n, n +1). În cele ce urmează se vor mări dimen- 
siunile acestei matrice prin adăugare de elemente nule pentru a obţine 
o matrice pătrată C de forma 


c=| 0 0 | (7) 
-K A-+U 


Această matrice poate fi asociată cu un graf orientat şi ponderat aşa cum 
se arată în continuare. Pentru fiecare coloană din matricea C se atribuie 
cîte un nod, marcat prin simbolul variabilei asociate lui. Pentru fiecare 
element nenul c; din matricea C se trasează o latură orientată de la nodul 
j la nodul î şi marcată prin mărimea c;, ca pondere. Această pondere se 
numeşte transmitanța laturii. Dacă c,, = 0, nu va exista o latură de la 
nodul j la nodul î. Graful orientat şi ponderat care se obţine reprezintă 
graful de trecere a semnalelor pentru sistemul de ecuaţii (6). Matricea 
C se numește matricea de conexiune a prafului. Drept exemplu, se consideră 
următorul sistem de ecuaţii: 


—3 0 1] —Y9 
Atunci 
1 lg 0 2 0 02 
K=|—|: A=1—3 o ıb A+T=|—3 aa 
0 | 2 —1 —l 2 —1 0 
Şi 
Yo 
a] f- 0 02]|, 
z|=] 1-3 11|] 
za 0 2 —10]|2 
Y3 


Matricea de conexiune corespunzătoare este 


0 0 00 
" 2 
c- |- 0 o0 
1—3 11 


0 2—10 
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Graful de fluență a semnalelor pentru acest sistem de ecuații va avea 
patru noduri marcate prin Y, 2i, Ta, Za. Acestea se plasează în mod con- 
venabil, ca in fig. 9.9 a. Se trasează apoi laturile în conformitate cu matricea 
de conexiune. Astfel, în linia a treia (corespunzătoare lui z,, prima linie 
formată numai din zerouri a fost introdusă pentru a face matricea C pătra- 


Tı 
o 


Ya o OT3 


a b 
Fig. 9.9. Trasarea unui graf de trecere a semnalului. 


tă) și pe coloana a patra (corespunzătoare lui z,) se află un element nenul 
de valoare 1. Așadar va exista o latură de la x, la x, cu ponderea 1. Toate 
celelalte laturi sînt introduse în acelaşi mod, rezultatul final fiind ilustrat 
în fig. 9.9 b. 


Proprietăţile grafului 


Pe baza considerentelor din exemplele anterioare şi din alte exemple 
se pot deduce o serie de proprietăţi ale grafurilor de fluenţă a semnalelor. 
Fie, de exemplu, nodul corespunzător lui y din fig. 9.9. Apar două laturi 
care pleacă din acest nod, dar nu există nici o latură care să intre în el. 
Semnalul y, nu este deci cauza altor semnale. El reprezintă o sursă. Un 
nod la care sint incidente numai laturi care pleacă din nodul respectiv se 
numește nod sursă. Similar un nod la care sînt incidente numai laturi care 
intră in nodul respectiv se numește nod sarcină (nod puț). Nici unul din 
celelalte noduri care apar în fig. 9.9 nu satisfac această condiţie. Totuși, 
un nod sarcină poate fi introdus întotdeauna în mod simplu într-un graf 
de trecere a semnalelor. În fig. 9.9, de exemplu, adăugind ecuaţia.r, =, se 
va introduce un nod nou marcat prin x, și legat printr-o latură de trans- 
mitanță 1 de vechiul nod z}. Orice nod, cu excepţia nodului sursă, poate fi 
considerat drept un nod sarcină. 
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O altă observaţie care se degajă din fig. 9.9 este aceea că există sec- 
venţe de laturi care pleacă dintr-un nod și se întorc în același nod. O astfel 
de secvenţă se numeşte buclă de reacție și fiecare latură dintr-o buclă de 
reacţie este o latură de reacție. Există desigur şi secvenţe de laturi care nu 
formează bucle de reacţie. Astfel, plecînd din r, de-alungul laturii —3 pină în 
£, ; apoi din z, la z, de-a lungul laturii— 1 şi de la x, inapoi la x, de-a lungul 
laturii 2 care iese din z, nu se parcurge o buclă de reacție deoarece latura 
incidentă la z, este parcursă în sens opus onientănii sale. Se poate merge 
de la z, la z, şi apoi la x, dar nu se poate reveni la x, deoarece orientarea 
laturii —3 este opusă sensului de parcurgere. Unele bucle de reacţie sint 
formate dintr-o singură latură, aşa cum este cazul laturii de transmi- 
tanţă 1 care pleacă şi se întoarce la nodul r,. O astfel de buclă se numeşte 
buclă proprie. Orice nod care face parte dintr-o buclă de reacție se numeşte 
nod de reacţie. În fig. 9.9, exceptind nodul y,, toate celelalte noduri sint 
noduri de reacţie. 

Nu toate laturile unui graf fac parte din bucla de reacţie. Orice latură 
care nu este o latură de reacție se numeşte latură cascadă. În fig. 9.9 b 
cele două laturi care pleacă din nodul y, sint laturi cascadă. Toate celelalte 
laturi din acest graf sînt laturi de reacție. 

Acele noduri care nu sînt nici noduri sursă și nici noduri sarcină vor 
avea laturi incidente care intră şi care ies. Variabila, corespunzătoare unui 
asemenea nod are două roluri : ea este semnalul dat de laturile care intră 
ín nod şi în acelaşi timp semnalul care pleacă prin toate laturile care ies 
din nod. Aceste două roluri pot fi separate prin despicarea nodului. Pentiu 
a ilustra cele de mai sus se consideră graful din fig. 9.10 a. Nodul +», are 
laturi incidente care intră şi care ies. În fig. 9.10 b nodul x, a fost despicat 
în două noduri notate cu q, şi zi. Unul din ele (2) este un nod sursă. din 
care toate laturile ies. Altul (xi) este un nod sarcină în care toatelaturile 
intră. Prin despicarea unui nod se întrerup toate buclele de reacţie ce trec 
prin nodul respectiv. Prin despicarea unui număr corespunzător de noduri 
toate buclele de reacție ale grafului pot fi întrerupte. Numărul minim de 


Fig. 9.10. Despicarea unui nod. 
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noduri care trebuie despicate pentru a intrerupe toate buclele de reacție 
dintr-un graf se numește indexul graului de fluență a semnalelor. În graful 
din fig. 9.10 a apar trei bucle de reacție; în graful din fig. 9.10 b, unde 
8-a despicat nodul «,, nu există bucle de reacţie. Aşa dar indexul grafului 
din fig. 9.10 a este unu. O mulţime de noduri, avînd nu număr de elemente 
egal cu indexul grafului, care trebuie despicate pentru a întrerupe toate 
buclele de reacţie se numește mulțimea. nodurilor esențiale. În fig. 9.10 
această mulţime (care conține în acest caz un singur nod) este unică: 
numai nodul z, este un nod esenţial. În alte cazuri pot exista mai multe 
mulțimi de noduri esențiale. 


Inversarea unui grai 


Faptul că un nod particular dintr-un graf de trecere a semnalelor este 
un nod sursă este rezultatul modului în care s-au scris ecuaţiile prezentate 
prin graf. Prin rearanjarea acestor ecuații un nod care era nod sursă poate 
să devină un nod care nu este sursă și un nod care nu era nod sursă poate 
să devină nod sursă. De exemplu, dintr-o ecuaţie explicitată în raport cu 
£, se poate explicita x, după cum urmează : 


Ly = 4L + ba + eu 


1 1 
Lı = — Da — —- (bz, + c2). 
a a 


Graful corespunzător primei relații este cel din fig. 9.11 a; graful cores- 
punzător celei de a doua relații este cel din fig. 9.11 b. 


z3 


Xi 


Ty 


Fig. 9.11. Inversarea unei laturi. 
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Să ne concentrăm atenţia asupra laturii de transmitanţă a care apare de 
la x, la x. În graful modificat sensul acestei laturi a fost inversat şi trans- 
mitanţa a fost inversată. În acelaşi timp se observă ce s-a întîmplat cu 
celelalte laturi. Latura care intra inițial în x, de la z, a fost deplasată la 
x iar transmitanța ei a fost împărțită prin transmitanţa cu semn schimbat 
a laturii care a fost inversată. Aceeași modificare o suferă și latura care 
iniţial venea de la a, la x, Din ecuaţii se vede clar, că orice altă latmă. 
care inițial ar inta in r, va suferi aceleași schimbări. 

Rezultatul acestui proces se numește inversarea unei laturi. Inversarea 
unei laturi se poate face pentiu orice latură care pleacă dintr-un nod 
sursă şi conduce la transferarea nodului respectiv într-un nod sarcină. 
Acelaşi proces se poate aplica pentru o cale formată dintr-un număr 
oarecare de laturi între un nod și altul. Se inversează pe rînd cite o latură, 
plecind de la nodul sursă. Acest proces este ilustrat în fig. 9.12. (Giaful 
este acelaşi ca și în fig. 9.7 cu simboluri generale pentru tiansmitanţe.) 
Se urmărește inversarea căii dintre V, și Z. Se inversează mai întîi latura 
a, ceea ce conduce la graful din fig. 9.12 b. Acum nodul V, a devenit un 
nod sursă; aşadar se poate inversa latura b ceca ce conduce la graful din 
fig. 9.12 c. Se inversează apoi succesiv laturile c şi e. Graful final cu calea 
inversată este dat în fig. 9.12 d. 

Se observă că graful original din fig. 9.12 a are trei bucle de reacţie 
și este de index 1; aşadar un singur nod (V,) trebuie despicat pentru a 
întrerupe toate buclele de reacţie. Totuşi, graful cu calea inversată este 


un grai în cascadă, care nu are bucle de reacție. Acesta este un graf mai 
simplu. 


Fig. 9.12. Inversarea unei căi. 
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În loc să se inverseze o cale deschisă se poate inversa o buclă. În 
acest caz procesul începe prin despicarea unui nod al buclei; se creează 
astfel un nod sursă și un nod sarcină. Se inversează apoi calea deschisă 
dintre aceste noduri, după care nodul despicat este recombinat. Detaliile 
se lasă pe seama cititorului. 


Reducerea unui graf 


Un graf de fluență a semnalelor este o reprezentare a unui sistem de 
ecuații. Așa cum sistemul de ecuații poate fi soluționat in raport cu orice 
variabile în funcție de excitaţii, tot așa și graful poate fi „soluționat“. 
O metodă de soluţionare a ecuaţiilor constă în eliminarea succesivă a varia- 
bilelor. Procesul analog pentru graf constă în eliminarea succesivă a nodu- 
rilor grafului pină cind rămîn doar nodurile sursă și noduiile sarcină. 
Acest proces va fi examinat în cele ce urmează. 


Se consideră graful din fig. 9.10 a şi se presupune că trebuie eliminat 
nodul z, Relaţiile dintre variabilele care rămîn se vor menţine dacă se vor 
introduce noi laturi în graf între perechi de noduri. Transmitanţele acestor 
laturi trebuie să fie astfel încît să se menţină transmitanţele căilor între 
toate perechile de noduri pentru toate căile ce trec prin nodul de eliminat. 
Pentru a ilustra aceasta, se examinează graful din fig. 9.10 care este 
reprodus în fig. 9.13 a. 

In graf «pate o cale de la yla z, trecînd prin z, cu transmitanţa gd. În graful 
redus, din care nodul z, este eliminat, se va introduce o latură între y, 
și z, de tiansmitanţă gd. În fig. 9.13 b nodul z, împreună cu laturile inci- 


t 


J 
a+gd F 
e Atta 


Fig. 9.13. Eliminarea unui nod. 
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dente care intră şi ies a fost eliminat, păstrindu-se căile care leagă între ele 
direct celelalte noduri fără a trece prin nodul intermediar x}. În fig. 9.13 e 
se prezintă aceleaşi noduri împreună cu laturile care trebuie adăugate pentru 
a realiza tiansmitanțele corespunzătoare căilor ce treceau prin nodul 
intermedia” £}. Graful redus care se obţine în final prin combina“ea celor 
două părți este dat în fig. 9.13 d. Acest graf se numește echivalent cu graful 
original deoarece semnalele din orice nod sînt aceleaşi cu semnalele nodu- 
rilor respective din graful original. (Se propune cititorului să verifice 
aceasta.) Se observă că nodul eliminat în acest exemplu nu avea o buclă 
proprie. Evident, acest proces nu mai poate fi aplicat dacă există o buclă 
proprie. Ceea ce s-a ilustrat printr-un exemplu va fi prezentat acum în 
termeni generali. Se consideră ecuaţiile care definesc un graf de trecere a 
semnalelor date de relaţiile (6). Fie z, un nod fără buclă proprie. S-a 
ales acest nod in mod arbitrar. Eliminarea nodului +, din graf este 
echivalentă cu elimiuarea variabilei z, din ecuaţii. 

Ecuația pentinu x, este 


n-1 


Tn = Cao Yo + $, Crk Ly» (8) 
ke, 


Pentru a elimina x, se substituie această expresie în celelalte ecuaţii; 
apoi relația (3) nu mai este luată în considerație. Dacă ecusția originală 
pentru z, este 


n=l 


Tp == Cpo Yo T p? Coe T; a Con Tns (9) 
al 
ecuaţia modificată, după substituirea lui z, din (8), devine 


n-1 n=l 
tp = Cpo Yo H Y; Cor Er H Con Cno Yo + $; Con Cni Pe = 
k=l k=1 


(10) 


F (Co T Con Cro) Yo + Ş, (Cpr + Cpn Car) Te 
k=l 


Pentru a interpreta această expresie în raport cu gaful, se observă 
CĂ Can Cp este transmitanţa de la nodul sursă yọ la ncdul z, trecînd prin 
nodul intermediar z,. În primul termen din dreapta această tiansmitanţă 
se adună cu transmitanţa directă cp de la yo la z,. Similar, c,,c,, este trans- 
mitanţa de la nodul z, la nodul v, trecînd prin nodul z,. Ecuația arată că 
acest termen se adună cu transmitanţa directă de la z, la z,. Dacă fiecare 
transmitanță este modificată în acest mod, x, poate fi eliminat din graf 
si transmitanțele între toate celelalte noduri rămîn neschimbate. 
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Acum să considerăm cazul cînd există o buclă proprie la nodul z,, 
coea ce înseamnă că Ca, 0. În acest caz ecuaţia x, este 


n-l 
Ta = Cro Yo + 5, Cak Ti + Can La ° (11) 


kal 


Ultimul termen poate fi trecut în stînga și apoi se poate explicita x, 


Cno m Cak 
Ta = Yo aa ~ -Ty (12) 
L Can kal L — Can 


Aceasta este ecuația pentru un nod fără o buclă proprie. În raport cu graful, 
ecuația arată că dacă transmitanța fiecărei laturi ce intră în nodul v, se 
împarte prin 1—c,,, bucla proprie poate fi eliminată. După această trans- 
formare nodul z, poate fi eliminat așa cum s-a arătat mai îninte. 

Împărțirea prin 1—c,, se poate face numai dacă c, 1. Sintem evi- 
dent în dificultate cînd c,,=1. Referindu-ne din nou la fig. 9.9, se vede că 
în acest caz apare în graf o buclă proprie cu tiansmitanța 1. Totuși ecua- 
tiile reprezentate prin graf sînt liniar independente şi deci pot fi soluționate. 
În aceste cazuri se pot rearanja întotdeauna ecuațiile astfel incit să nu 
apară un element egal cu unitatea pe diagonala principală a matricei re s- 
pective. Un astfel de element nedorit poate să apară numai dacă ecua iile 
nu sînt independente — în care caz nu ne putem aştepta la o soluţie 
unică. 

Operaţiile precedente pot fi de asemeni interpretate în raport cu 
matricea de conexiune. Această matrice are forma următoare, dacă nodul 
x, nu are o buclă proprie. 


0 0 0... 0 > 0 
Cio Cu Ca se Cim-1 : Cis 
Cap Ca Cog eee Cani : Con 
C =| : i : Do (13) 


Cu 1.0 Cni. Cn-1,2° $ Cui, n-1 : Car, n 


Cao Cal Ca -> Cnn : 0 


Partiția arată că ultima linie și ultima coloană vor fi eliminate. Se observă 
CĂ Can = 0 deoarece x, nu are o buclă proprie. 
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Să considerăm acum ecuaţia tipică (10) din sistem, după modificările 
introduse prin eliminarea lui ,. Matricea de conexiune corespunzătoare 
va fi de forma 


0 0 e. 0 0 
Cio + Cin Cno Cu + Cin Cal că Ci.n-1 + Cin Ĉn.n-1 Cin 
€= C20 + Con Cno Ca + Con Cal ao Co + Can Con Can (14) 
(Ca —10 + Cain Cag Caci + Cahn Cu Sad Ca-1n-1 + Cu in Cnn- Caten 
Cao Ca ici dle Cani 0 


unde linia şi coloana exterioară s-au adăugat pentru comparaţie cu ecuaţiile 
precedente. 

Acum se observă modul în care s-a obținut matricea de conexiune 
modificată plecînd de la matricea iniţială (13). Un element din ultima 
coloană a matricei C, fie acesta c,,, se multiplică cu fiecare element de pe 
ultima linie. Aceste produse se adună la elementele corespunzătoare din 
matricea de conexiune. Astfel cı, multiplicat cu c, se adună cu cg, care este 
elementul din linia a doua și coloana a patra a matricei de conexiune. 
(Se observă că indicii pentru linii și coloane încep de la zero.) Acest proces 
se repetă pentru fiecare element din ultima coloană. Acest proces de redu- 
cere succesivă a unei matrice de conexiune se numește algoritmul de eli- 
minare a nodurilor. 

Dacă nodul x, are o buclă proprie elementul c,, din matricea de 
conexiune e diferit de zero. Împărțirea tuturor transmitanțelor laturilor 
care intră în nodul v, din graf prin 1—c,, corespunde împărțirii tuturor 
elementelor de pe ultima linie a matricei de conexiune prin 1—c,, şi înlo- 
cuirii elementelor de pe diagonala principală prin zero. După aceasta poate 
fi aplicat algoritmul de eliminare a nodurilor. 

Repetind aceste operaţii, graful de trecere a semnalelor poate fi 
redus la nodurile sursă și nodurile sarcină. Dacă există numai un singur 
nod sursă şi un singur nod sarcină, graful se reduce la o singură latură, de la 
sursă la sarcină. Transmitanţa acestei laturi se numește amplificarea gra- 
fului. 

Pentru a ilustra procedeul, considerăm sistemul de ecuaţii 


2 1 2l|[al f 1 
1 —1 —3|lzl=| 0| Yo 
2 1 1||a —1 


Modificînd sistemul ca în relația (6) obținem 


n] [—131 Q|” 
A [=] 010 —3|| ![: (15) 
121 2 


& 


8 R 
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Graful corespunzător de fluență a semnalelor este desenat în fig. 9.14. 

Să presupunem că dorim soluția pentru nodul z,. Atunci vom par- 
curge următoarele operaţii plecînd de la matricea de conexiune din relația 
(15). Reducerile corespunzătoare ale grafului de fluenţă sînt ilustrate în 
fig. 9.15, fazele corespunzătoare fiind notate cu aceeaşi literă. 


Fig. 9.14. Graf de trecere a semnalului. 


4) Eliminăm bucla proprie nodului x, împărțind transmitanţele tut» 
ror laturilor care intră în nod prin (1—04)=1—2=—1, 
Matricea de conexiune rezultată este 


T3 —1—2—1': 0 


b) Eliminăm nodul x, prin algoritmul de eliminare a nodurilor.. 
Matricea de conexiune rezultată este 


Yo n h 

ia 0 0 p 
C =r |-3 -1 =]: 
al 3 7 3 
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Prin acest proces a apărut o buclă proprie nodului x, de transmitanță egală 
cu 3 şi este interesant de observat în ce mod au fost modificate celelalte 
transmitanţe. 

c) Eliminăm bucla proprie nodului x, împărțind transmitanţele 
laturilor care intră în nod prin 1—3 = —2. 
Atunci 


. ....... ooo 


1 
por, 
e 
Fig. 9.15, Reducerea unui grat de trecere a semnalului. 


d) Eliminăm nodul v, pentiu a obţine 


Yo Tı 

0 0 
= |: 
loa 3 
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e) Eliminăm bucla proprie nodului z, împărțind transmitanțele latu- 
rilor care intră în nod prin 1—5/2 = —3/2. În această fază matricea de 
conexiune este 


Yo 1ı 
C, => T A : 
all 0 


Astfel găsim că z,=yg. E evident că soluția poate fi obținută operînd 
transformări numai asupra matricei, sau numai asupra grafului. 

Reducerea grafului de fluență a semnalelor în scopul determinării 
amplificării grafului poate fi realizată de asemeni prin procedeul inversării 
căii. Acest procedeu este ilustrat prin graful din fig. 9.16 a. Dacă se inver- 
sează calea de la y, la x}, graful devine cel din fig. 9.16 b. În această formă 
el poate fi redus cu uşurinţă. Mai întîi, laturile 1/a şi 1/b sînt în cascadă. 
Rezultanta acestora este în paralel cu latura —c/a. În sfirgit, rezultanta 
celor trei este în cascadă cu latura 1/d. Graful redus este arătat în îig.9.16 c. 
Amplificarea grafului pentru gaful iniţial este 


ci PERL d 
Ya 1—be 


tg L L 
% 3, T2 T y 
1-b 
a b 
003 
C 


Fig. 9.16. Inversarea și reducerea unui graf. 


Reducerea la un grai esenţial 


Procesul de reducere a prafului descris anterior constă din eliminarea 
nodurilor cîte unul pe rînd ; totuși aceasta nu reprezintă o cerinţă absolută. 
Mai multe noduri pot fi eliminate simultan. Singura cerință este aceea de a 
introduce laturi între perechi de noduri din graful redus, pentru a ţine seama 
de transmitanţele tuturor căilor, dintre aceleaşi perechi de noduri din graful 
original. 
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Un alt punct de vedere este acela de a ne fixa atenția nu asupra nodu- 
rilor ce vor fi eliminate ci asupra nodurilor care vor rămine în graful redus. 
Un graf redus deosebit de util se obține dacă se rețin numai o mulțime de 
noduri esențiale, împreună cu nodul su:să şi nodul sarcină ; un astfel de 
graf se numește graf esenţial. Îndiferent de structua giafului original, 
pentru un index dat, graful esenţial va avea o structură fixă. Astfel, 
pentru indexul 2 şi un singur nod sursă, un giaf esenţial va avea structura 
din fig. 9.17. Aici în cazul general, vor apare transmitanţe de la nodul 


Fig. 9.17. Grat esenţial cu indexul 2. 


Nod, 

sursă 
sursă la fiecare din nodurile esențiale și de la fiecare nod esenţial la toate 
celelalte noduri esenţiale. Vor apare de asemeni bucle proprii la toate nodu- 
rile esențiale. Este necesar să se determine doar valorile transmitanţelor. 
În cazuri particulare, desigur, unele laturi din graful esenţial pot să lip- 
sească, 

Pentru ilustrare, se consideră graful din fig. 9.20 din subparagraful 
următor. Acesta are indexul 2, deși are şase bucle de reacţie; nodurile 
esențiale sînt V, şi Z, iar nodul sursă este V,. Rămine să se calculeze trans- 
mitanţele ; de exemplu, în graful original sînt trei căi de la V, la Z, cu 
următoarele transmitanțe: —G,, —a«Y RG, şi YauZ,Ga=uGs. Deci în 
graful esenţial latura de la V, la Z, va avea transmitanţa G;(u—1—aY, R,T). 
Celelalte transmitanţe se evaluează similar, obținîndu-se rezultatul final 
din fig. 9.18 


Ga (p-1-aYRy) + 


Fig. 9.18. Gral esenţial. 
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Expresia amplilicării grafului 


Deşi simplu și direct, procesul de reducere a grafului aşa cum a fost 
descris este totuşi obositor. Ar fi preferabil să dispunem de o formulă 
unică pentru amplificarea grafului, care să poată fi scrisă plecînd direct 
de la graf, fără alte transformări. O astfel de formulă există de fapt”. 
Demonstrația ei nu implică cunoştinţe deosebite sau o pregătire matematică 
specială, dar este destul de lungă. Vom da aici rezultatele omiţind demon- 
strația. 

Fie un grai de fluenţă a semnalelor cu un singur nod sursă şi un singur 
nod sarcină, Fie G amplificarea graiului iar G, tiansmitanţa căii directe k 
(fără bucle) de la sursă la sarcină. Unele dintre buclele grafului pot avea 
noduri sau laturi comune cu alte bucle. Vom spune că o mulţime de bucle 
sint neadiacente dacă ele nu se ating, adică nu există nici un nod şi nici o 
latură comună pentru nici-o pereche de bucle din mulțime. Amplificarea 
grafului este dată de relaţia 


EGA (16) 


unde determinantul grafului A este dat de relația 
A=1— 3 Pat ăPa— EPa t.s (17) 
J J 
în care 
P, este amplificarea buclei de reacție j (produsul tuturor transmi- 
tanțelor laturilor ce formează bucla); 


P;, — produsul amplificărilor perechii de bucle neadiacente j; 
P; — produsul amplificărilor tripletului de bucle neadicente j ete. 


Al doilea indice la P,, se referă la numărul de bucle neadiacente. Determi- 
nantul A, este determinantul subgraiului neadiacent cu calea directă k 
dintre sursă și sarcină. 

Să exemplificăm acum utilizarea acestei expresii. Ca o primă ilustrare, 
se consideră graful original din fig. 9.12. Un nod sarcină se poate crea în 
mod simplu introducînd un nod marcat prin I şi legat printr-o latură de 
transmitanță unitate de vechiul nod Z. În acest graf apar trei bucle cu 
amplificările bed, gce şi ef. Deoarece toate au cel puţin cite un nod comun, 
ele sint adiacente. Deci 


A = 1 — ef — gee—bed. 


1) S, J. Mason, “Feedback Theory-— Further Properties of Sigral- Flow Graphs,” Proc. 
IRE, vol. 44, Juiy 1956, p. 92)—926. 
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Aici apare o singură cale directă între nodul sursă V, şi nodul sarcină 
I ; amplificarea, acestei căi este G, =abce. Toate cele trei bucle sînt adiacente 
cu această cale ; deci A, = 1. Amplificarea grafului este prin urmare 


Să examinăm acum graful inversat din fig. 9.12 d. Acesta este un 
grai în cascadă, fără bucle de reacţie. Deci A=1 şi A,=1 pentru orice k. 
Amplificarea giafului de la Z la V, este în acest caz suma transmitanţelor 
căilor directe. Apar în total patru căi de la Z la V,. Deci 


I d 1 f g _l—ef-ge—bed 


= —— ——— —— o 
— smo —— — — 


Yi ae abce abc ab abce 


Acest rezultat este în concordanță cu cel obținut anterior. 

Ca un al doilea exemplu, considerăm graful din fig. 9.20 din sub- 
paragraful următo?. Fie V, semnalul pe care dorim să-l evaluăm. Graful 
are în total şase bucle. Dintre acestea două perechi de bucle sint neadia- 
cente și anume : bucla V, I, V, cu bucla V, I, V, și cu bucla V, I; V, Nu 
există triplete de bucle neadiacente. Se fac in continuare următoarele 
ealcule : 


Bucle Amplificările buclelor 
Pa Pr 
i m h onza, 
3. VLV, aY 2, a mah 
L VGV, 6, 
14371 — 43 

5. Vil Vels V: YauZ:@;Z, = uZiG, 
6. ARA PA > aY RGsZ, = — aG.R, 


Rezultă 
2P, = «x — GR; => «f R; EE ZY., Atari (1—u)Z,63 
2P, = — a GR, + GR, Z, Y, 


A = 1 — EPa + EP =1— at R, +a GGR + ZY, 
F (1 S u) ZG, — a GR; + Z T, GR, 
= 1 — a + QR, + Za + GR) + (1 —u) ZG. 
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Se observă că în calculul lui A termenul GR, ce provine din P, se reduce 
cu termenul similar ce provine din P;2. Aceasta arată că formula ampli- 
ficării nu este o formulă de efort minim, așa cum sînt formulele topologice 
din capitolul 3. 

În continuare se determină numărătorul din formula amplificării 
grafului. Se fac următoarele calcule : 


Căi directe Amplificările căilor G; Ak 
2; V VV «Yh, ^=1 
3. VlaVelsV4 —uG,R, As=l — a 
4. WANA —Z,YGR A,=l 
Rezultă 


2G, ay = GR, = a GR, 4- GR, ZY, + x Y, R, 
— (1 — 2) uQ, R, + GR, — GRAZ, Y 
= GR, [1 — u(l — 2)] + aY2R,. 


Se fac din nou reduceri de termeni. În sfirşit, amplificarea grafului este 


Wi GR [1 — u (1 — a)] + «Y, R, 


V, (L+GR)(L +Z, V-a + (1 — u)Z, 


Se observă că formula amplificării grafului se aplică foarte simplu. 
Pot interveni erori doar dacă se omit bucle de reacţie sau căi directe între 
intrare şi ieșire. O examinare sistematică elimină totuși posibilitatea apa- 
riției acestor erori. 

Expresia amplificării grafului din relația (16) este o funcţie a rețelei 
care reprezintă raportul dintre transformata răspunsului și transformata, 
excitaţiei. Evident, se obţine aceeaşi funcție indiferent dacă se foloseşte 
graful de trecere al semnalelor sau dacă se pleacă de la ecuaţiile rețelei 
scrise sub forma AX = Y, ca în relaţia (3). Deoarece în ultimul caz funcţia 
reţelei se exprimă prin determinantul sistemului, adică det A, înseamnă că 
determinantul grafului trebuie să fie det A. 


Trasarea graiului de trecere a semnalelor pentru o reţea 


În cele precedente s-a presupus că sistemul de ecuaţii liniare este dat 
sub forma standard (3). O problemă mai uzuală este aceea în care se dă 
reţeaua, ce urmează a fi analizată și se urmăreşte să se obţină o expresie 
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pentru o funcţie a reţelei. Dîndu-se rețeaua, se doreşte să se traseze direct. 
graful de trecere a semnalelor, examinind doar schema reţelei. O altă 
posibilitate ar fi să se scrie direct matricea de conexiune. 

În toate cazurile, prima problemă care apare este alegerea unor 
variabile. Diverse alegeri ale variabilelor vor conduce la diferite grafuri de 
trecere a semnalelor pentru aceeași rețea. Alegerea variabilelor este dictată 
de diverse considerente, dar în orice caz trebuie să încludă variabila sursei 
independente și variabilele de răspuns. Indiferent ce variabile se aleg și 
ce ecuaţii se scriu, două condiţii trebuie satisfăcute : 

1. Sistemul de ecuaţii obținut trebuie să reprezinte o descriere adec- 
vată a reţelei; 

2, Ecuațiile obținute trebuie să fie liniar independente. 

Anumite alegeri ale variabilelor și ecuaţiilor nu sint prea utile dacă se 
recurge apoi la metoda grafurilor de trecere a semnalelor. De exemplu, 
am putea alege simplu curenţii buclelor sau tensiunile nodurile drept va- 
viabile şi să reprezentăm prin grafuri de trecere a semnalelor ecuaţiile pe 
bucle sau pe noduri. Acest procedeu este desigur corect și nu implică alte 
comentarii. 

O tratare mai convenabilă însă constă din alegerea unor variabile 
mixte, așa cum s-a făcut în $ 2.7. Deoarece tensiunile ramurilor şi curenţii 
joncţiunilor unui arbore sint topologie independenţi, aceste mărimi se 
aleg drept variabile. Mai departe apar doar diferențe minore față de tra- 
tarea din Capitolul 2. Aici sursele independente nu vor fi considerate drept 
laturi separate ci vor fi luate întotdeauna împreună cu laturile care le 
însoțesc. Aşa cum am făcut în capitolul 4, totuși, vom considera aceste 
surse ca laturi separate. Sursele independente de tensiune trebuie să fie 
ramuri iar sursele independente de curent—joncţiuni. 

Din teoremele lui Kirchhoff şi printr-o partiție adecvată se obțin 
următoarele ecuaţii : 


Ia == Q, In (18a) 


Va = — B, V, (185) 


unde indicele a se pune pentu a semnifica „toate“. Jonceţiunile vor include 
toate sursele independente de curent şi ramurile vor include toate sursele 
independente de tensiune. Se fac partiţii ale matricelor curenților şi tensi- 
unilor pentru a pune în ev idență sursele. Dacă se fac partiţii convenabile 
ale matricelor Q, şi B, se obţin ecuaţiile 


eee ou]. 2 


k | Pee HS K size | BV, + BV, | (20) 
vo LBeBallv, BV, + Bat, 
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În aceste expresii I, reprezintă curenţii surselor de tensiune (care sint 
ramuri) iar V, reprezintă tensiunile surselor de curent (care sînt joncţiuni). 

În continuare se consideră relaţiile tensiune— curent. Deoarece curen- 
ţii joncţiunilor şi tensiunile ramurilor vor fi variabile în graful de trecere 
a semnalelor, relațiile tensiune-curent vor trebui să exprime explicit 
F, şi V, în funcţie de V, și V, Aceasta înseamnă că ecuaţiile vor avea 
foi mu hibridă 


Se observă că tensiunile şi curenții surselor independente nu sint inclusi 


în aceste ecuații. 
Prima linie din relaţiile (19) şi (20) se introduce în (21) şi se obţine 


L= — (YB,V, + YBAV, + GQ + GQ) (22 a) 
V = — (GaaB, V, + GBV, + ZI, + ZO). (22 b; 


Aceste ecuații au forma din relația (4) pentru care se poate trasa graful 
de trecere a semnalelor. 

Vmiabilele pentiu care s-au scris ecuațiile sint curenții tuturor jonc- 
ţiunilor cu excepția surselor independente de curent și tensiunile tuturor 
ramurilor cu excepția surselor independente de tensiune. Menţionăm că 
aceste variabile nu depind de curenţii prin sursele de tensiune (],,) şi de 
tensiunile la bornele surselor de curent (V,,). Totuşi, se poate intimpla 
ca aceste variabile să reprezinte variabile de răspuns a căror expresie 
se caută. In graful de trecere a semnalelor fiecare variabilă dintre acestea 
este reprezentată printr-un nod sarcină; ecuaţiile corespunzătoare sint 
date de linia a doua din relaţiile (19) şi (20) care se repetă aici. 


IL, = — (QF, + Ql,) (23 a 
V, = — (BV, + BV). (23 b) 


Din relațiile (22) şi (23) se poate trasa un graf de trecere a semnalelor. 
Sintem siguri că aceste ecuații sînt independente și deci se poate găsi 
soluția lor. Stim de asemeni că aceste ecuații reprezintă o descriere adec- 
vată deoarece, orice altă variabilă se poate obține îndată ce sint cuncscute 
variabilele care intervin aici. Totuşi, dacă ar fi necesar să se scrie mai 
întii matricele Q, și B,; apoi să se facă o partiție a lor; apoi să se scrie 
relațiile tensiune-curent şi să se determine toate matricele din relația (21); 
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și in fine să se scrie relaţiile (22) și (23), utilitatea folosirii grafului de tre- 
cere a semnalelor ar putea fi pusă la îndoială. Dezvoltările anterioare 
reprezintă, de fapt, o ,, teoremă de existență”. Pentru o rețea dată nu vom 
parcurge aceste etape pentru a trasa graful de trecere a semnalelor. Se va 
folosi un p:oces mult mai simplu, ilustrat prin exemplele ce urmează. 

incă o chestiune trebuie lămurită. Cind s-au examinat ecuaţiile în 
variabilele mixte din $ 2.7, relaţiile tensiune-curent și anume relaţiile 
(110) din Capitolul 2 au fost inverse în raport cu cele din relaţia (21). 
Pentiu alegerea făcută acolo selectarea laturilor surselor controlate în 
calitate de ramuri sau joncțiuni s-a făcut în conformitate cu tabelul 22. 
Cu alegerea făcută aici pentru relaţiile tensiune-curent, selectarea trebuie 
să fie inversată. Astfel, de exemplu, latura comandată a unei surse de 
curent controlate trebuie să fie acum o joncțiune, iar latura comandată a 
unei surse de tensiune — o ramură. 


Exemplul 1. 


Se consideră reţeaua din fig. 9.19 a. Aici apar două surse controlate. Graful reţelei este dat 
în fig. 9.19 b, cu arborele reprezentat prin linii îngroșate. 


a: b 
Fig. 9.19. Exemplu de reţea (a) şi graful respectiv (b). 


Trebuie scrise acum ecuaţiile pentru curenţii joncţiunilor şi tensiunile ramurilor. Curentul ori- 
cărei joncţiuni care nu reprezintă o sursă controlată, poate fi exprimat in funcţie de tensiunea 
respectivă, care poate fi exprimată la rindul său, în funcţie de tensiunile ramurilor. Astfel, 
pentru joncţiunile 2 și 3 se obţin ecuaţiile 


la = Y Va = Ye Vo — Vali» 
1 = GV3 = — GV, + G; Vo = G Ve — G: Va . 


O singură joncțiune este formată dintr-o sursă de curent controlată, 7,=%1,. Curentul F, este 
curentul prin ramura 1 și se poate exprima în functie de tensiunea respectivă. Asrtfel 


LA = a Y VA . 
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Pentru ramurile care nu sint formate din surse de tensiune controlate, tensiunile ramurilor 
pol fi exprimate în funcţie de curenţii joncţiunilor. Astfel, ecuaţiile pentru ramurile 1 și 4 sînt 


V,=Zuh=QZ Is+ Zn l+Z 1 
Pentru ramura 6 care este formată dintr-o sursă controlată, ecuaţia este 
Ve = BV: = uZ; >. 


Se poate trasa acum graful de fluență a semnalelor care este dat in fig. 9.20. 


h 


Fig. 9.20. Graful de trecere a semnalelor pentru rețeaua din fig. 19. 


Aceasta are un număr mare de bucle de reacție (șase) dar indexul său este numai doi, deoarece 


prin despicarea nodurilor V, şi IZ, se întrerup toate buclele. Se poate aplica acum procedeul de 
reducere a grafului pentru a obţine orice variabilă. 


Dacă se doreşte să se calculeze impedanţa de intrare a reţelei, la bornele corespunzătoare 
sursei independente de tensiune, trebuie calculat curentul prin sursa de tensiune. Această varia- 
bilă nu apare în graf, dar se poate crea uşor un nod sarcină pentru 1,, deoarece Ip = — la— Iz- Iy 
Ampliticarea grafului intre nodurile V, şi 1, reprezintă impedanţa de intrare cu semn schimbat. 


Exemplul 2. 


Ca un al doilea exemplu se consideră reţeaua din fig. 9.21. Ecuațiile pentru curenţii 
joncţiunilor sint 


LA = 9V3. 


Similar, ecuațiile pentru tensiunile ramurilor sìnt 


1 1 1 


W= — h= — I, + — I 

i sC, i sC, i sC i 

; 1 1 1 

E S l — —- h + -h 
sC, sC sC, sC, 


Va == Ra LE = R; l; — Ra L. 
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-+ 
g 
7 
| 
8) U 
Fig. 9.21. Exemplu de reţea (a) și graful respectiv (b). 
Graful de fluenţă a semnalelor trasat pe baza acestor ecuaţii este dat în fig. 9.22. Acesta este 


un graf mai simplu decit cel din exemplul precedent. El are trei bucle de reacţie şi toate pot fi 
intrerupte prin despicarea nodului J4. Așadar indexul său este 1. 


y isà 15 


Fig. 9.22. Graful de trecere al semnalului pentru 
exemplu. 


9.3. REACȚIA 


O imagine intuitivă asupra conceptului de reacție in procesele fizice 
a existat de mult timp, dar abia în 1930 acest concept a devenit mai precis 
și a căpătat o semnificaţie matematică prin lucrările lui Bode. În mod 
calitativ spunem că o rețea este o reţea cu reacție dacă unele variabile. 
fie de ieşire fie interne, sînt utilizate ca intrări pentiu unele părţi ale reţe- 
lei astfel încît ele pot să afecteze propriile lor valori. Se spune, tot calitativ, 
că ieşirea, sau o parte din ea, se reintroduce la intrare. 
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Ca o ilustrație, să examinăm schema amplificatorului din îig. 9.6, 
Aici o parte din tensiunea de intrare V, a blocului figurat cu linii între- 
rupte este o funcţie de tensiunea de ieşire V,. Astfel întotdeauna tensiunea 
de ieşire este influențată de propria ei valoare. Acest efect de reacţie 
are o mare influență asupra comportării rețelei. În cele ce urmează se va 
discuta conceptul de reacție pe o cale cantitativă. 


Raportul de întoarcere și diferenţa de întoarcere 


Se consideră la început graful de trecere a semnalului din fig. 9.23 a. 
Ne concentrăm atenţia asupra laturii cu transmitanţa k. Această mărime 
se consideră un parametru specific al reţelei, aşa cum sint u sau a pentru 
sursele controlatei. Această presupunere implică faptul că graful reţelei 
poate fi astfel trasat încît parametrul dorit să apară distinct ca transmi- 
tanță pentru o singură latură. Se pot modifica întotdeauna ecuaţiile 
rețelei (prin introducerea unor variabile auxiliare sau prin combinaţii lini- 
are convenabile) astfel încît să se obțină acest rezultat, cu excepția cazu- 
rilor cînd acelaşi parametru apare de mai multe ori chiar în schema reţelei. 
Acesta este cazul, de exemplu, cu raportul de transformare la un trans- 
formator şi cu raportul de giraţie la un girator. 

Vom introduce acum un nod auxiliar z, în latura k, cu o transmitanţă 
egală cu unitatea de la z, la zp, aşa cum se arată în fig. 9.23 b. Prin aceasta 
se introduce o ecuaţie auxiliară x, = 4,, fără să se modifice celelalte ecu- 
ații. Pasul următor constă din despicarea nodului z,, așa cum se arată 
în fig. 9.23 c, făcînd să apară astfel un nod sursă și un nod sarcină. În 
acelaşi timp se elimină toate celelalte noduri sursă din graf. (Aceasta 
înseamnă scurteircuitarea surselor independente de tensiune şi întreru- 
perea tuturor surselor independente de curent din rețea). O măsură a 
reacției referitoare la parametrul k se obține determinind semnalul ce 
revine în seminodul sarcină la aplicarea unui semnal egal cu unitatea în 
seminodul sursă al nodului despicat. Definim raportul de întoarcere a lui k, 
notat T, ca fiind raportul dintre — x, şi z, cînd nodul z, este introdus în 
latura k şi apoi despicat așa cum s-a arătat. În fig. 9.23 raportul de întoarce- 
re a lui k este T, = — kb. (În această definiţie s-a introdus semnul minus 
pentru a fi în conformitate cu notaţiile consacrate din teoria reglării 
automate.) 


1 Presupunerea că k este un parametru specific al rețelei nu este esenţială pentru a defini 
raportul de intoarcere. Totuşi, presupunerea se face cu scopul de a stabili o relație simplă între 
raportul de întoarcere şi senzitivitatea amplificării în raport cu variaţia unui parametru a reţelei, 
care se va defini ulterior. 
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O altă măsură a reacției se obţine luînd diferența dintre semnalul 
unitate aplicat în seminodul sursă şi semnalul care revine în seminodul 
sarcină a nodului despicat. Această mărime se numește diferenţa de întoarcere 


b 
a 
e a 
a 
b 
a c 
J T f Wo k X 7 
b 
b 
1- — — c 
Z Í lyw k 23 Ty 
c 


Fig. 9.23. Determinarea raportului de intoarcere. 


şi se notează prin F,. Cele două măsuri ale reacției sînt legate prin relația 


Să explicităm calculul raportului de întoarcere şi al diferenţei de în- 
toarcere pentru un graf ceva mai complicat. Să reluăm graful din fig. 9.7 
corespunzător amplificatorului din fig. 9.6. Fie transconductanţa g para- 
metrul care ne interesează. Acest parametru poate să apară o singură dată 
în graf, dar el nu este singurul parametru ce intervine. Graful poate fi 
modificat așa cum se arată în fig. 9.24 a pentru a îi adus la forma dorită. 
Se elimină nodul sursă V, şi se introduce un nod auxiliar în latura g, nod 
care se despică. Rezultatul este dat in fig. 9.24 b. 


Fig. 9.24. Calculul diferenţei de întoarcere. 
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Amplificarea grafului cu semn schimbat între sọ şi z reprezintă raportul 
de întoarcere. El se determină aplicînd formula (16) din care rezultă 


— do gRa ga R, RCs 


Diferența de întoarcere se determină din relația (24) şi este 


(R, + Ra +gaR RCs +1 


P,=1+T,= : 
AESA (R, + RCs +1 


(25) 


Calculind determinantul grafului pentru graful original din fig. 9.24 a 
se poate face o observaţie interesantă. Acest determinant este 


A=1+ Re + gaR, + ~- i- = (R + Ra + gaRaRa)Ca +1 -© (26) 
R, o Ra08 R3Cs 
Comparind această expresie cu expresia obținută anterior pentru F, se 
observă că numălătorul lui F, și numărătorul lui A sint aceiaşi. Acest 
rezultat nu este întimplător ci are un caracter general ușa cum se va arăta 
in continuare. 

Se consideră diagrama din fig. 9.25, care reprezintă o porţiune dintr-un 
graf de trecere a semnalelor, ce conține latura 4 intre nodurile r, şi x,. 
S-a introdus un nod z, care a fost despicat. Înainte de a face această 
operaţie ecuaţiile corespunzătoare grafului sint date de relaţia (6) şi se 
repetă aici 


X= — Ky H(A+U)N. (27) 


k Fig. 9.25. Determinarea diferenţei 
de intoarcere. 


Pentiu nodul x, are loc relaţia 
Sy = Rea + Ayo Yo + D ts Bj; (28) 
E 


şi se presupune că parametrul 4; nu mai apare în nici un alt coeficient 
a; şi că nu există alte căi directe intre z, şi 7, 
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—————— — mem = 


Presupunem acum că ecuațiile corespunzătoare nodului z, și tuturor 
celorlalte noduri se rescriu sub forma 


AN=Y. (29) 
Ecuația (28) pentru x, devine 
— kr, + De — Şi Zi = Oro Yo (30) 
ja 


Matricea cocficienţilor sistemului de ecuaţii este A. Pentru a găsi o expresie 
a determinantului matricei A, presupunem că acesta se dezvoltă după 
linia b și se grupează termenii care nu conţin pe k. Suma acestor termeni 
reprezintă valoarea lui det A cind k = 0. Această valoare se notează 
prin A0. Atunci 


det A = A = A? — FA, (31) 


unde A, este un cofactor al lui A. 

Revenim acum la calculul diferenței de întoarcere. Mai intii se elimină 
toate nodurile sursă. Aceasta înseamnă că se egalează cu zero partea dreaptă 
a relației (29). Apoi se introduce un nod care este despicat aşa cum se 
arată in fig. 9.25. Prin această operație se introduce un nou nod sursă £o, 
care intervine numai în ecuația pentru z, ceea ce este echivalent cu a 
aduna kuw în linia b din menbiul drept al relației (29). Mai mult, așa cum 
se vede din fig. 9.25, termenul kx, care apărea în ecuația pentru 7, acum 
nu mai apare. Deci kx, este eliminat din linia b din membrul sting al rela- 
tiei (29). Toate buclele de reacție din graful original, cu excepția buclei ce 
conține latura k, sînt incluse în graful modificat. Deci determinantul 
acestui graf se obține din determinantul vechiului graf punînd k = 0. 
Dar acesta s-a notat anterior prin A’. Deci amplificarea noului graf, care 
este tocmai raportul de întoarcere cu semn schimbat, este 


Spa ai e, (32) 


Diferența de întoarcere se poate calcula acum după cum urmează : 


RĂsa A0 — kiya 
mu ul (ui dat i 


sau, utilizind relaţia (31), 


FP => (33) 
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Acesta este un rezultat foarte important. Se obţine o măsură a 
reacției, cu referință la un parametru specific k, luînd raportul dintre deter- 
minantul grafului pentru valoarea respectivă a parametrului și determi- 
nantul graiului calculat pentru valoarea zero a parametrului. 

Se propune cititorului să demonstreze valabilitatea acestei expresii 
pentru graiul din fig. 9.24, pentru care s-a găsit anterior expresia diferenţei 
de întoarcere dată de relaţia (25), utilizînd expresia determinantului 
grafului dată de relația (26). 


Senzitivitatea 


În general vorbind, fiecare parametru dintr-o reţea are o influenţă 
asupra răspunsului. Cînd acest parametru variază (ca urmare a variațiilor 
de temperatură, a înlocuirii pieselor, etc.) răspunsul se va schimba și el. 
Este interesant să se cunoască în ce măsură se schimbă răspunsul atunci 
cînd un parametru dat se schimbă într-o anumită măsură. Această infor- 
maţie este furnizată de ceea ce se numeşte senzitivitate. Definim senziti- 
vitatea unei mărimi, să spunem amplificarea grafului G, în raport cu un 
parametru k, prin 


Se = i (94) 


În această definiție variațiile se presupun a fi infinit mici. 

Se poate stabili o relaţie între senzitivitate și diferența de întoarcere. 
Presupunem că parametrul k apare într-o latură care face parte dintr-o 
cale directă între sursă și sarcină. Atunci amplificarea graiului dată de 
relația (16) se poate scrie după cum urmează : , 


= k Ara t R 
A? — kåpa 


G (35) 


unde R este ceea ce mai rămîne din numărător după ce termenii care 
conțin pe k sînt eliminați. Utilizînd relația de definiție (34) și relația (33), 
după o serie de transformări simple, se obține : 


st [1 =a (36) 


unde @ = R/A* este amplificarea grafului, cind se face k egal cu zero; 
adică amplificarea grafului datorată căilor care nu conțin latura k. 
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În cazul cînd nu există căi care să nu conţină latura k, ceea ce înseamnă 
că toate căile directe de la sursă la sarcină trec prin latura k, senzitivitatea 
devine inversul diferenţei de întoarcere. Acesta este de exemplu cazul 
grafului din fig. 9.24. Deci, în acest exemplu, senzitivitatea amplificării 
în raport cu transconductanța g este inversul diferenţei de întoarcere 
dată de relația (25). 


9.4. STABILITATEA 


În paragrafele precedente s-a prezentat o analiză care permite deter- 
minarea funcţiilor rețelei şi deci a răspunsului la excitații date. Metoda 
grafurilor de trecere a semnalelor se poate aplica atit pentru reţelele pasive, 
reciproce, cît şi pentru reţelele active, nereciproce. Ea este de mare impor- 
tanță mai ales în ultimul caz. În studiul reţelelor active este deosebit 
de important să se știe cînd răspunsul rămîne mărginit sau crește nede- 
finit după o excitație. Această problemă nu apare în cazul reţelelor pasive 
cu pierderi deoarece polii funcţiilor reţelei pentru astfel de rețele se află 
cu necesitate în semiplanul stîng. În acest paragraf vom investiga această 
problemă. Vom opera cu semnale reprezentate atît în domeniul timp cit 
și în domeniul frecvenţă și vom presupune că toate rețelele au condiţii 
inițiale nule. Se vor considera numai reţelele cu o singură intrare şi o sin- 
gură ieșire. Această condiție nu este restrictivă deoarece rețelele cu mai 
multe intrări şi mai multe ieşiri pot fi manipulate aplicind principiul 
superpoziţiei. 

Fie w(t) răspunsul reţelei la o excitație e(t). Vom spune că rețeaua 
este stabilă dacă, dindu-se o constantă 0<E <oo, există o altă constantă 
0<W<oo astfel încît |o(t)] <W cînd |e(t)| <E pentru Ost<oo. În ter- 
meni mai puțin precişi, vom spune că o rețea este stabilă dacă la orice 
excitatie mărginită corespunde un răspuns mărginit. Pentru a distinge 
ceastă definiție de altele ce vor fi introduse ulterior, ne referim la această 
definiţie a stabilităţii în sensul mărginit la intrare — mărginit la ieșire 
(MIME). Pentru a găsi criteriul funcțional ca o rețea să fie MIME stabilă, 
răspunsul w(t) trebuie exprimat în funcţie de excitația e(t). Plecăm de 
la integrala de convoluţie 


w(t) = | m — 1)e(7) dr, (37) 


unde h(t) este funcţia pondere. Atunci are loc următoarea : 
Teoremă 1. O rețea este MIME stabilă dacă şi numai dacă 


f Ih(7)|dz <00. (38) 
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Aceasta înseamnă că, dacă funcţia pondere este absolut integrabilă 
atunci răspunsul la orice excitație mărginită va fi mărginit. Pentru partea 
dacă a demonstraţiei se începe prin a lua modul în relația (37). După ce se 
folosesc inegalităţile uzuale rezultatul devine 


t 
wD< |, (e — =) le(7) | d7. 


Dacă le(7)| se înlocuieşte prin marginea sa superioară E, inegalitatea va 
fi deasemeni satisfăcută şi rezultă 


t t 
tw(t)! $ E |, Iht — 7)|d= = r| (=) idr. 


În partea dreaptă s-a operat schimbarea de variabilă t — rs. Acum, 
dacă se extinde la infinit limita superioară valoarea integralei creşte, 
deci inegalitatea va fi cu atit mai mult satisfăcută. Deci 


eo(t) < E| (o) d= = W. 
0 


Din condițiile teoremei date de relația (38) rezultă că W<oo și deci 
jw(t)| este mărginit pentru 0t <20. Pentiıu partea numai dacă x demon- 
stiaţiei se pleacă de la următoarea observație. Dacă 


% 
| Ins) dztee, (39) 
0 
atunci, dîndu-se un număr OKH <oo, există un moment Ot <oo astfel 
incit 
u 


\ \h(7)d7 >H. (40) 


În continuare demonstiaţia se face piin reducere la abswrd ; astfel, vom 
presupune că 1elația (38) nu este adevărată și vom arăta că dindu-se 
0E <oo şi orice 0L W< oo atunci există 0 S t'’< œ astfel incit w(t); >W 
pentru un Jje(t)!KE. Acum, se alege o excitație 


e(t) = E sgn [k(t — t)). 


9.4. STABILITATEA 649 


unde sgn v este +1 pentu 2>0 şi —1 pentru r<0. Atunci e(t) este o 
funcție care comută între +E şi —E cind semnul lmi h(t’ — t) se schimbă. 
Cu acest; semnal de excitație, integrala de convoluţie din relaţia (37) devine 


(e) = | Me — 248 sga te — 2) = 


== E| h(t — ~) idz. 
0 


Rezultatul final este o consecință a faptului că z sgn x = |z|. Se alege 
acum H = W|E în relația (40) și se ține seama de ultima relație din care 
rezultă w(t) >W și, deci, w(t); >W. Aceasta complectează demonstrația. 

Această teoremă specifică condițiile care trebuie indeplinite pentru 
ca o rețea să fie MIME stabilă in domeniul timp. Cind H(s)= L {h(t} 
este o fracție rațională proprie, se poate găsi o condiție echivalentă în 
domeniul frecvență. Astfel are loc următoarea : 


Teorema 2. Dacă H(s) este o fractie rațională proprie în s, atunci reteaua 
ca fi MIME stabilă, ceea ce înseamnă că 


| :h(=) |d <00 (41) 


dacă şi numai dacă toți polii lui H(s) au partea reală negativă. 


Pentru partea dacă a demonstrației se pleacă de la dezvoltarea ìn 
elemente simple 


I si f kij ai 
RUS D A (s + s} 


unde — s, este un pol de ordinul ~v, al funcției H(s). Transformarea inversă 
a acestei expresii dă funcția de pondere 


Li k.. 
h(t) = Pr “au 
0) Pp? (j— 1)! i 
din caze se obține uşor 


Aoo keal o, 
Ih(t)] < 2 p ooo a 
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Deoarece |e-sit | —e-(Beu)!, se obține 


IOI <E a T zi aie, (42) 


Dacă toți polii funcţiei H(8) au partea reală negativă, adică Re s, >0 
pentru i = 1, 2, ... , 1, atunci fiecare din termenii t~le-Rei este 
integrabil de la 0 la œo. O combinație liniară finită de termeni integra- 
bili cum este cea din relația (42) este de asemeni integrabilă. Deci relația 
(41) este satisfăcută. 

Pentru partea numai dacă a demonstrației se pleacă de la transfor- 
mata Laplace a funcției pondere care este 


H(8) = | h(te-*! dt. 
Dacă se utilizează inegalităţi uzuale se obține 
E) Sf, poi ejat. 
Pentru Re s > 0, |e-“|sSI, deci 
|H(s) | <f Ih (t)'dt pentru Re 2>0. 


Astfel, dacă relaţia (41) are loc, atunci |H(8)| este mărginit pentru orice 

8 pentru care Re s20. Aceasta înseamnă că H(s) nu poate să aibă poli 

cu partea reală nenegativă şi cu aceasta demonstraţia este completă. 
Dacă se dă o fracție rațională proprie 


'N(8) 
H(s) = Die) (43) 


şi se doreşte să se știe dacă această funcție este transformata funcției de 
pondere a unei rețele MIME stabile, este necesar să se găsească zerourile 
lui .D(s) şi să se vadă dacă ele au partea reală negativă. Din fericire, pentru 
a rezolva problema stabilităţii nu este necesar să se cunoască exact pozi- 
țiile polilor ci numai dacă ei se găsesc în semiplanul stîng. Ne vom îndrepta 
atenția asupra unor criterii care furnizează tocmai această indicație, 
fără a fi necesar să se factorizeze D(s). ~ 
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Criteriul lui Routh 


Dacă polii lui H(s) se află cu toţii în semiplanul sting, atunci D(8) 
trebuie să fie un polinom strict Hurwitz, aşa cum a fost definit în para- 
graful 6.2. S-a arătat că o condiție necesară ca un polinom să fie strict 
Hurwitz este ca toți coeficienţii să fie prezenţi şi să aibă același semn. 
Aceasta este o indicație prețioasă care permite eliminarea polinoamelor 
care nu sînt strict Hurwitz. Totuși, ne trebuie o bază — o condiţie sufi- 
cientă — pentru a selecta dintr-o listă de polinoame, polinoamele strict 
Hurwitz. Teorema următoare, care dă condiţia necesară și suficientă 
pentru ca un polinom să fie strict Hurwitz, este o extindere a teoremei 
16 din capitolul 7 referitoare la polinoamele Hurwitz. 

Presupunem că D(8) este un polinom de gradul n. Presupunem, fără 
a pierde din generalitate, că primul coeficient este pozitiv. Atunci, 


D(s) = as" + as"! + ... + ar-18 Fan (a, >0). (44) 


Fie a(s) şi B(s) polinoamele formate luînd termenii din D(s) din doi în doi, 
începînd cu as” și as”! respectiv. Atunci, 


a(s) = aos” + aas? + at +... (45a) 
B(s) = ap + ags" + apti +... i 


Se calculează apoi raportulz(s)/8(s) care se dezvoltă în fracție continuă, 
după cum urmează : 


a(s) + 1 
E EEE TE, PEREA 
B(s) T“ TE 


Yas +. --— 


(46) 


Relaţiile necesare sint date de următoarea! : 


Teorema 3. Polinomul D(s) este strict Hurwitz dacă şi numai dacă y; >0 
peniru i = 1, 2, ..., 3. Se observă că toate numerele y; trebuie să fie 
pozitive; nici unul nu poate să fie zero la i = n. Dacă toate numerele 
yı sînt zero de la îi = k<n aceasta este o indicație că un polinom par 


1) O demonstraţie foarte clară se dă în R.J. Schwarz și B. Friedland: Linear Systems, 
McGraw-Hill, New York, 1965. 
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divide atit pe a(s) cit şi pe B(s) şi deci pe D(s). Acest polinom par poate 
să aibă o pereche de zerouri pe axa imaginară, sau pătru zerouri complexe, 
dintre care două în semiplanul drept. În ambele cazuri D(s) nu poate 
să fie strict Hu witz. 


Criteriul lui Hurwitz 


Criteriul lui Routh reprezintă un citeriu ideal pentru a determina: 
stabilitatea unei reţele atunci cind se cunosc valorile numerice ale tuturor 
coeficienţilor lui D(s). Dacă unul sau mai mulţi coeficienţi depind de niște 
parametri, aplicarea criteriului lui Routh conduce la dificultăţi. În acest 
caz se va folosi o variantă a criteriului lui Routh. 


Fie A, determinantul format cu coeficienţii lui D(s) după cum urmează : 
pe prima linie se plasează a, în coloana 1, a, în coloana 2 ş.a.m.d. pină 
la a,.2;. Coloanele următoare, pină le n, se completează cu zerouri. Pe 
linia a doua se plasează a, în coloana 1, a, în coloana 2 ș.a.m.d. pină la 
a. Coloanele următoare, pină la n, se completează cu zerouri. Următoarea 
pereche de linii începe prin zerouri după care se repetă coeficienţii de pe 
primele două linii, pină la completarea a n coloane. A treia pereche de 
linii începe pin două zerouri după care se repetă coeficienţii primei perechi 
de linii, pînă la completarea 2 n coloane. Se continuă acest proces pină la 
completarea a n linii şi n coloane. Determinantul dat mai jos va avea 
întotdeauna pe a, in ultima linie și ultima coloană şi zerouri pe toate 
celelalte linii din ultin:a coloană. (De ce?) 


0, Ga As Q; 
09 da Ay e T 
0 ai az a; a; 

do Ag Aj Ag 


0 
A= 0 0 Q (3 ds Su (47) 
0 


.. > 9 oo O 9 2 
© 9 9 o o 


O ao aa y.. 


| | da 0. 


a RI IE E 
Fie A,_, determinantul obținut din A, prin eliminarea ultimei linii 


și a ultimei coloane. Se continuă în acest mod obţinind A,_, care repre- 
zintă determinantul rezultat prin eliminarea ultimei linii şi ultimei coloane 
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din A,- Se obţin astfel n determinanţi A, cunoscuți sub numele de 
determinanti Hurwitz, care formează baza pentru următoarea : 


Teorema 4. Polinomul D(s) este strict Hurwitz dacă şi numai dacă A, > 0 
pentru i = 1,2, ...,n. 

Această teoremă, cunoscută sub numele de criteriul lui Hurwitz, se aplică 
uşor polinoamelor la care cieficienții depind de anumiți parametii. 


Criteriul Liénard — Chipart 


Cind se aplică criteriul lui Huiwitz trebuie calculați un număr mare 
de determinanți. Orice procedeu care permite reducerea numărului de 
determinanţi este binc venit. Acest luciu se va face prin următoarea teo- 
temă, cunoscută sub numele criteriul Liénard -- Chipart : 

Teorema 5. PolinomulD(8) este strict Hurwitz dacă şi numai dacă toate 
elementele sînt pozitive într-unul din șirurile următoare 1) : 


L. Anas Ans ao şi An» Aa Aa 

2. Any Maas n-ae SE Anis Anca As +e 
3. Ans Anis Gage şi An, A,» Aa» cit, 
Å. Ans Anys Mesei Și Ants Doze Angy -o 


Se observă că pentru aplicarea acestui criteriu trebuie evaluaţi numai 
determinanți Hurwitz. Deoarece efortul necesar pentiu a evalua un deter- 
minant creşte odată cu dimensiunile acestuia este avantajos să se selec- 
teze fie condițiile (2), fie condițiile (4) ale teoremei, deoarece ele nu conțin 
determinantul de ordinul cel mai mare, A,. 

Vom arăta cum se aplică criteriul Liénard-Chipaid. Se consideră 
polinomul 


D(s) = st + 6s3 + 118? + (6 + k)s + ak 
si sc cere să se determine valorile parametrilor a și k pentiu care D(s) 
este strict Hurwitz. Vom soluţiona problema utilizînd condiţia (2) din 
criteriul Liénard-Chipard. Se observă că 


a, = Q, = ak (48a) 


an = ap = 11. (48b) 


1) O demonstraţie pentru această teoremă şi pentru cea precedent A se poate găsi în F.R, 
Gantmaher: Teoria matrif, Gostehizdat, Moscova, 1955. 
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Determinanţii Hurwitz necesari sînt : 


6 6+k 0 
Aa SĂ =I1 11 ak | =360 + 54k — k? — 36ak (49a) 
o 6 Gri 
A-3 = å = |ê] = 6. (49b) 


Dacă trebuie satisfăcute condițiile (2) din teoremă, din relațiile (48) şi 
(49) se obțin următoarele două inegalităţi pentru a și k 


ak >0 (50a) 
360 + 54k — k? — 36ak >0. (50b) 


Curbele ak = 0 şi 360 + 54k — k? — 36ak = 0 reprezintă frontierele 
regiunilor deschise în care relațiile (50a) și (50b) sînt satisfăcute. Regiunea 
în care relația (50a) este satisfăcută este reprezentată în fig. 9.26 a; simi- 


akò 
360+5k-k2-36aka 0 


360+ Sk k2- 36aka 0 


| (36054 k=k2-36ak>0 
ak>0 


c 
Fig. 9.26. Exemplu. 
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lar, relația (50 b) este satisfăcută în regiunea reprezentată în fig. 9.26 b. 
Ambele relaţii (50) sînt satisfăcute simultan pe intersecţia acestor regiuni, 
ilustrată în fig. 9.26 c. Astfel, de exemplu, dacă se alege k = 30, atunci 
nu poate fi mai mare decit 1. 
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Criteriul lui Routh şi criteriul lui Lienard—Chipard sînt criterii relativ 
simple. Totuşi, pentru a fi aplicate, trebuie să se cunoască numitorul 
D(s) al funcţiei H(s), ca funcție de s. Acest lucru nu este totdeauna posibil. 
Ar fi util să dispunem de o metodă de a verifica stabilitatea, care să plece 
de la valori experimentale sau de la trasarea aproximativă a modulului şi 
fazei lui H(jw). Un asemenea procedeu este dat de criteriul lui Nyquist, 
care este prezentat în cele ce urmează. 

Trebuie să se stabilească dacă H(s) are sau nu poli în semiplanul 
stîng. În acest scop, în criteriul lui Nyquist, se foloseşte principiul variaţiei 
argumentului din teoria funcţiilor de variabilă complexă. Ne concentrăm 
atenția asupra determinării numărului de poli ai lui H(s) din afara semi- 
planului stîng : alegem deci un contur care închide semiplanul drept şi 
conține axa imaginară. Acest contur orientat, cunoscut sub numele de 
conturul lui Nyquist, este dat în fig. 9.27. 


Fig. 9.27. Conturul Nyquist. 


Pentru ca principiul variației argumentului să fie aplicabil, H(s8) 
nu trebuie să aibă poli sau zerouri pe contur. Deci, presupunem mai 
intii că H(8) nu are poli pe axa imaginară. Tot aşa, deoarece dorim să-l 
facem pe È să tindă la co trebuie să presupunem că H(s) este o funcţie 
regulată și diferită de zero la œ. Vom reveni asupra acestei presupuneri 
mai tirziu și vom arăta că presupunerea referitoare la zerouri poate fi 
eliminată, 

Considerăm acum transformarea conformă a acestui contur, realizată 
de funcţia H(8); adică, hodograful lui H(8) cînd s descrie conturul din 
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fig. 9.27. Aceasta poate fi o curbă cum este cea din fig. 9.28 a. Deoarece 
H(8) este o funcţie a rețelei, ea este reală pe axa reală și deci hodograful 
este simetric față de axa reală. 


Im Hi Im 


ReH kæ H 


| 


a b 


Fig. 9.28. Imaginile conturului din fig. 9.27. 


Fie A, şi V, numărul de zerouri şi respectiv de poli ai funcției H(s) 
care se află in conturul orientat Nyquist C. În conformitate cu principiul 
argumentului 


AargH(s) le = 2m(X,--N,); (51) 


adică, variația argumentului funcției H(s) cind s parcurge conturul C, 
care este orientat în sens negativ, este un multiplu de 2= egal cu diferența 
dintre numărul de poli și numărul de zerouri ale lui H(s) din conturul C 
(tinind seama de ordinele lor de multiplicitate). 

Să vedem cum arată hodograful lui H(8) dacă variația argumentului 
este diferită de zero. Este evident că hodograful trebuie să ocolească o1i- 
ginea din planul H(s) dacă apar variații ale argumentului. Acesta este 
cazul in fig. 9.28.b. Dar în fig. 9.28a nu apare nicio variație a argumentului 
cind se parcurge hodograful o singură dată. Cu alte cuvinte, hodograful 
trebuie să închidă originea din planul H(s) dacă apare o variaţie a argu- 
mentului lui H(8) cînd se parcurge conturul Nyquist C. Dacă originea este 
închisă în hodograf, ea este ocolită de un număr întreg de ori. Fie N.» 
numărul de ocoliri ale originii de către hodograi în sensul acelor de ceasor- 
nic. 


Atunci 
Aarg N(8)le = — 2r Wu. (52) 
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Substituind această expresie în relația (51) se obține 


Nam Ay Ny (53) 

Aşa dar, dacă hodograful lui H(s) nu include originea, se poate trage 
concluzia că H(8) are tot atiția poli cîte zerouri în semiplanul drept. Dar noi 
dorim să ştim cind există poli în semiplanul drept. Pentru a putea aplica 
acest test trebuie să aflăm, pe alte căi, cite zerouri ale funcției H(s) se află, 
ìn semiplanul drept, in particular dacă nu există zerouri în semiplanul 


1 A(s) k 


Ef) maA W (5) 


= 8{s) 


Fig. 9.29. Graful de trecere a semnalului pentru o 
rețea cu reacție. 


drept ceea ce inseamnă că H(s) este o funcție de fază minimă. Dar această 
problemă nu este prea simplă. Totuşi procedeul nu trebuie abandonat: 
deoarece dificultatea poate fi ocolită. Ceea ce trebuie să facem este să găsim 
o altă funcție care să conțină pe D(s), polinomul de la numitorul funcției 
H(s), și un alt factor, la care se cunoaşte dispunerea zerourilor. 
Presupunem că graful de trecere a semnalelor pentru rețeaua dată 
s-a redus la un graf echivalent avind forma din fig. 9.29. Aplicînd formula, 
(16) care dă amplificarea grafului rezultă funcţia de transfer respectivă 


Bizz AA) ca (54) 
1 + kA(8)B(s) 


Trebuie să stabilim de unde provin polii lui H(8). Se observă mai 
intii că raportul de întoarcere T şi diferenţa de întoarcere F pentru para- 
metiul F sint : 


T(8) = — kA(s)B(8) (554) 
F(s) = 1 + kA(8)B(8). (55b) 


Ambele funcții au aceiași poli. Dar polii funcției de transfer H(s) 
sint : fie zerourile diferenței de întoarcere F(s), care nu sint comune cu 
zerourile lui A(s), fie polii lui A(s), care sînt comuni cu zerourile lui B(8). 

n ultimul caz T(s) şi F(s) nu vor avea drept poli polii lui A(s). Deci 
H(8)=kA(8)/P(3) va avea aceşti poli. 


= ——____—— 


Să presupunem că, chiar dacă B(s) poate avea zerouri comune cu 
polii lui A(8), acestea nu sînt în semiplanul drept sau pe axa imaginară. 
Deci orice pol al funcţiei de transfer H(s) din semiplanul drept, sau de pe 
axa imaginară, trebuie să fie un zero al diferenței de întoarcere F(s). Altfel 
spus : Dacă toate zerourile funcției F(s)=1+kA(s)B(8) se găsesc în semi- 
Planul stîng, atunci toţi polii funcției de transfer H(8) se găsesc în semiplanul 
sting, cu condiția ca B(s) să nu aibă, în semiplanul drept sau pe axa imagi- 
nară, zerouri care să coincidă cu polii lui A(s). (În acest enunţ nu putem 
spune „Dacă și numai dacă toate zerourile lui P(8)=1+kA(3)B(8) sînt în 
semiplanul stîng ...% De ce?). 

Pe baza celor arătate mai înainte, în loc să se caute poziţiile polilor 
funcţiei de transfer H(s) se pot căuta poziţiile zerourilor diferenței de 
întoarcere F(s)=1 +k4A(s)B(8). 

Pentru a aplica funcției F(s) principiul variației argumentului presu- 
punem că F(s) nu are poli sau zerouri pe axa imaginară și este o funcție 
regulată și diferită de zero la infinit. Să examinăm acum locul descris de 
F(s) cînd s parcurge conturul Nyquist C. Un aspect tipic este dat în fig.9.30a, 
unde prin linie întreruptă s-a reprezentat porțiunea corespunzătoare la 
«<0. Fic N,„ numărul de ocoliri ale originii, în sensul acelor de ceasornic, 
de către locul lui F(s). Atunci, ca și mai înainte, 


Na =No — N, (56) 


unde N, şi N, reprezintă numărul de zerouri și respectiv de poli ai funcției 
F(s) din semiplanul drept. 


Im F 


Fig. 9.30. Diagrama Nyquist. 
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Se observă că originea din planul F corespunde punctului de coordo- 
nate (—1,0) din planul T; adică F(3)=0 implică T(s) = — 1. Deci numă- 
rul de ocoliri ale originii, de către locul lui F(s) este egal cu numărul de 
ocoliri ale punctului (— 1,0), de către locul lui T(8). Acest fapt este ilustrat. 
în fig. 9.30 b. Dar, așa cum se vede din relaţia (54); diferenţa de întoarcere 
şi raportul de întoarcere au aceiași poli. Deci relaţiei (56) i se poate da o 
nouă interpretare şi anume : N, reprezintă numărul de ocoliri ale punctului 
(—1,0) în sensul acelor de ceasornic, de către locul lui 7(8), iar N, este nu- 
mărul polilor lui T(s) din semiplanul drept. 


Discuţii și ipoteze 


Revenim acum asupra unor ipoteze făcute anterior cu privire la F(s).. 
Una din ele a fost că F(s) nu are zerouri pe axa imaginară şi la infinit. 
Aceasta nu este o restricţie serioasă, deoarece din alura hodografului se 
poate spune dacă este sau nu așa. Dacă locul lui F(s) trece prin origine, 
sau, ceea ce este același lucru, dacă locul lui T(s) trece prin punctul (—1,0), 
atunci se va ști că F(s) are un zero plasat pe curba Nyquist, fie pe axa 
imaginară fie la infinit, depinzind de valoarea lui s corespunzătoare pun- 
ctului (—1,0). 

Dacă trecerea hodografului prin punctul (—1,0) are loc pentru s= o, 
funcţia F(s) va avea un zero la infinit. Dar lucrul acesta nu prezintă impor- 
tanţă deoarece numai zerourile de la distanţa finită influențează stabili- 
tatea. Totuși va apare o problemă cu privire la evaluarea numărului de 
incercuiri ale punctului (—1,0). Vom examina o uşoară modificare a hodo- 
grafului pentru a elucida și această problemă. 

O a doua posibilitate este aceea ca hodograful să treacă prin punctul 
(—1,0) pentru o valoare finită a lui s=jw. În acest caz F(s) va avea un 
zero pe axa imaginară jw. Dar acest fapt ne furnizează informaţia pe care 
o căutăm ; el ne spune că nu toate zerourile lui F(s) se află în semiplanul 
stîng, cel puţin unul fiind plasat pe axa imaginară jo. 

O altă presupunere anterioară cu privire la F(s) a fost că F(s) nu are 
poli pe axa imaginară sau la infinit. Aceeași presupunere se aplică și pentru 
T(8), deoarece T(s) și F(s) au aceiași poli. Valabilitatea acestei presupu- 
neri se poate constata uşor tot din comportarea hodograiului. Astfel, dacă 
locul lui T(s) devine nemărginit, atunci F(s) trebuie să aibă un pol pentru 
valoarea corespunzătoare a lui s. 

Poziţiile acestor poli sint cunoscute. (Este adevărat acest lucru dacă 
T(jw) se cunoaşte din date experimentale?) Vom presupune apoi că ordinul 
de multiplicitate al acestor poli este cunoscut. Principiul argumentului cere 
ca funcţia pentru care se aplică să nu aibă poli sau zerouri pe contur. 
Dar ce se întimplă dacă se constată că F(s) are astfel de poli sau zeroruri ? 
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Pentru zeromi pe axa imaginară, la distanță infinită, problema a fost rezol- 

vată. Să examinăm cazul polilor de pe axa imaginară la distanță finită. 

Dacă pe conturul Nyquist apar astfel de poli, conturul poate fi modificat 

prin introducerea unor mici semicercuri, de rază tinzind spre zero, plasate 
în semiplanul drept și cu centrele în poli, aşa cum se arată în fig. 9.31 a. 

caz d corespunzătoare a hodografului lui 7(s) este ilustrată în fig. 
ig. 9.31 b. 


Ju 


RaT 


Fig. 9.31. Modificările conturului și diagramei Nyquist 


Partea cu linie continuă corespunde valorilor lui s=jw pentru eo mai mic 
sau mai mare decit wp unde s=jwg reprezintă polul. Cind e se apropie de 
% de jos în sus, hodograful se duce la infinit sub un anumit unghi. În 
fig. 9.31 b acest fenomen apare în cadranul trei. Cind s ia valori pe semicercul 
de rază ce tinde spre zero, T(s) parcurge un arc de cerc de mr radiani ce 
tinde la infinit, unde m este ordinul de multiplicitate al polului. Acest are 
de cerc este orientat în sensul acelor de ceasornic, așa cum se arată prin 
linii întrerupte în fig. 9.31 b. (Propunem cititorului să verifice aceasta 
aproximind T(s) în vecinătatea polului, prin termenul dominant al dez- 
voltării în serie Laurent.) Arcul de cerc de „rază infinită“ din planul T 
uneşte capetele hodografului lui 7(s) care se obține pentru s parcurgind 
axa imaginară, apropiindu-se sau depărtindu-se de polul de pe axa ima- 
ginară. Acum se poate evalua numărul de ocoliri ale punctului (—1.0) 
chiar dacă T(s) are poli pe axa imaginară. Trebuie notat că aceste pătrun- 
deri în semiplanul drept prin arce de cerc de rază tinzind spre zero nu 
afectează numărul de zerouri ale lui F(s) din semiplanul drept evaluat cu 
relația (56). De ce? 

În sfirșit, se consideră cazul cînd F(s) are un pol sau un zero la infinit. 
În cazul unui pol, T(s) are tot un pol. În acest caz trebuie să examinăm 
comportarea lui T(s) pe semicercul de rază tinzind la infinit, care se folo- 
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sește pentru a inchide contuul Nyquist din fig. 9.27. Ca şi in cazul 
polilor la distanță finită, hodograful lui T(s) se duce la infinit cind s 
tinde la infinit de-a lungul axei imaginare. Corespunzător semicercului din 
conturul Nyquist, hodograful lui T(s) — care de data aceasta tinde la 
infinit — va descrie în sensul acelor de ceasornic un are de cerc de 
nz vadiani, unde n reprezintă ordinul de multiplicitate al polului de la 
infinit. Acest hodograf este reprezentat in fig. 9.32 a. 


a b 


Fig. 9.32. Diagramele corespunzătoare unui pol (4) și unui zero (b) la infinit. 


În cazul cînd F(s) are un zero la infinit, în punctul respectiv T(s) = 
= — 1 şi deci hodogratul lui T(s) trece prin punctul (—1,0). În acest caz 
se consideră limita arcului de cerc din conturul Nyquist cind raza sa 
tinde la infinit. Hodograful lui T(s) va descrie un arc de cerc de rază 
ce tinde spre zero în jurul punctului (—1,0), pa:curgind in sensul acelor 
de ceasornic nv radiani, unde n reprezintă ordinul de multiplicitate a 
zeroului de la infinit. Acest hodograf este reprezentat în fig. 9.32 b. 


Teorema lui Nyquist 


Hodogiaful lui T(s) în cazul general va fi o combinaţie a celor 
ilustrate în fig. 9.305, 9.315 şi 9.32. Acest hodograt modificat, in care se 
manifestă efectele polilor lui T(s) sau F(s) de pe axa imaginară şi a 
polilor sau zerourilor lui F(s) = 1 + T(s) de la infinit, se numeşte dia- 
grama Nyquist. Numărul ocolirilor punctului (—1,0) în sensul acelor de 
ceasornic, care intervine în relația (36), se referă tocmai la diagrama 
Nyquist. 
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Cele arătate anterior pot fi formulate pe scurt într-o teoremă numită 
criteriul lui Nyquist. 


Teorema 6. O reţea avînd funcția de transfer 


1 + kA(8)B(8) 


este MIME stabilă (a) dacă nici un pol al lui A(8) din semiplanul drept 
sau de pe axa imaginară nu este şi zero al lui B(s) și (b) dacă diagrama 
Nyquist a lui T(s) = kA(s)B(s) nu trece prin punctul (—1,0) și nu-l 
ocolește de —N, ori în sensul acelor de ceasornic”, unde N, este numărul 
polilor lui T(s) din semiplanul drept. 

Menţionăm că această teoremă reprezintă numai o condiție sufi- 
cientă. Ea nu este şi necesară deoarece zerourile lui A(s) din semiplanul 
drept sau pe axa imaginară pot să compenseze zerourile din semiplanul 
drept sau de p2 axa imaginară ale funcţiei 1 + T(s), dacă există astfel de 
zerouri. Desigur, dacă se știe că A(s) are zerouri numai în semiplanul 
sting, această compensare nu poate avea loc şi condițiile teoremei devin 
necesare și suficiente. În orice caz, din punct de vedere practic, vom 
considera o rețea ca instabilă — și nu ca potenţial instabilă — dacă nu 
sînt satisfăcute condiţiile teoremei. De ce? 

Dacă se foloseşte acest criteriu pentru a obţine informaţii cu privire 
la zerourile funcţiei F(s) pe baza relaţiei (56), atunci trebuie să ştim că. 
T(s) nu are poli în semiplanul drept; sau dacă are, trebuie să știm cîți 
sînt. Există un caz în care putem ști precis că 7(s) nu are poli în semi- 
planul drept, acesta este cazul cind A(s)B(s) poate fi scris sub formă 
de produs de funcţii ale unei reţele pasive. 

În sfirşit, dacă diagrama, Nyquist pentru T(8) reprezintă elementul 
cheie pentr a aprecia stabilitatea unei rețele, atunci, trebuie să fim 
siguri că nici un pol al lui A(s) din semiplanul drept sau de pe axa 
imaginară nu coincide cu zerourile lui B(s). Există un caz în care putem 
ști cu certitudine că nu se poate întîmpla acest lucru și anume atunci 
cind numărătorul lui B(s) este constant. 

Analiza stabilității pe care am prezentat-o anterior se bazează pe 
modelul cu o singură buclă de reacție din fig. 9.29. Criteriul lui Nyquist 
poate fi însă extins și la grafurile cu mai multe bucle de reacție. Aceasta 
implică trasarea a citeva diagrame Nyquist. Nu vom prezenta aici această 
extindere. 


1 Din relația (56), numărul de zerouri N, din semiplanul drept a'e funcţiei 1+7(s) 
este Na+ Np. Condiţiile teoremei corespund la Nọ=0 sau A,„= —Np. O condiţie echi- 
valentă ar fi: ,,... oco'eşte de N, ori în sens opus acelor de ceasornic,i+ 
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Exemplu. Să ilustrăm criteriul de stabilitate a lui Nyquist printr-un 
exemplu. Vom parcurge detaliat acest exemplu şi vom arăta ce aproxi- 
maţii pot interveni. 

Fie amplificatorul cu trei etaje RC cu reacţie dependentă de frec- 
venţă din fig. 9.33. 


E (7 pr Rp! Wa lo i foz Eð f Ra 
= + a th- 
Cok Ci 
foy | ftr i Roz $ Aa i Rog i E R3 


Cp 
E] 


Fig. 9.33. Exemplu pentru trasarea diagramei Nyquist. 


În acest exemplu vom încerca să arătăm avantajele criteriului lui 
Nyquist fără să calculăm raportul de întoarcere T(s). În schimb vom 
estima pe T(s) recurgind la o serie de aproximații. Această rețea este 
un model simplificat al unui amplificator cu tuburi cu vid, în care capa- 
citățile dintre electrozi au fost neglijate pentru a simplifica exemplul. 

Această rețea poate fi uşor modelată printr-un graf cu o singură 
buclă de reacție de tipul celui considerat. Valoarea lui k va fi uyuzua iar 
A(3)B(s) se poate scrie ca un produs de funcții ale unei rețele pasive, ceea 
ce nu vom face aici. Aşadar putem considera N, = 0 și putem proceda mai 
departe ştiind că No=N w. Mai mult, B(s)=1ç1; deci polii lui A(s) nu pot 
fi comuni cu zerourile lui B(s). Propunem cititorului să se convingă singur 
de acest lucru. 

Interesul se concentrează deci asupra axei imaginare jw; din acest 
motiv vom opera cu fazorii de regim permanent în locul transformatelor 
Laplace. Amintindu-ne definiția raportului de întoarcere dată pe graf, 
trebuie să întrerupem bucla de reacție și să aplicăm un semnal egal cu 
unitatea, la nodul din dreapta în perechea de noduri astfel formată. 
Semnalul care se întoarce la nodul din stinga al acestei perechi de noduri 
va fi T (jo). Vom urmări aceste operații pe rețea. Presupunem că bucla de 
reacție este întreruptă la intrarea primului etaj de amplificare iar tensiunea 
V se ia egală cu unitatea. Se observă că aceasta echivalează cu înlocuirea 
primei surse controlate de tensiune printr-o sursă independentă de ten- 
siune de valoare p, Aceste condiţii sint realizate în rețeaua din fig. 9.34 
pentru a calcula raportul de întoarcere. 

Aici s-a eliminat sursa externă de tensiune, iar prima sursă controlată de 
tensiune se presupune a fi o sursă independentă avind fazorul tensiunii ui. 
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Se observă că sensul de referință pentru T s-a ales conform definiției, 
adică valoarea cu semn schimbat a semnalului care se întoarce în nodul 
despicat. Este uşor de văzut cum trebuie interpretat acest lucru cind se 
determină T (jœ) prin măsurări experimentale în rețeaua respectivă. 


No Je NOE Je, G Jo 


J Pad HE ty- 
Cak Cr C2 
H(£) js, Je, fe 2 JA f JR 
lp 


Fig. 9.34. Evaluarea raportului de intoarcere. 


Pentru a construi diagrama N yquist se împarte banda de frecvenţe 
0SLo <oo într-un număr de benzi în care se fac aproximaţii convenabile. 
La frecvențe foarte joase semnalul care se întoarce va fi foarte mic, dato- 
rită capacităţilor de cuplaj Ci, C, şi C,. Influenţa capacităţii C'a poate fi 
neglijată în această bandă. Apar trei rețele cu cuplaj RC în buclă. Intro- 
ducem notația 

R,= Rik, i (57) 
R,+R, 


cu indici corespunzători pentru fiecare etaj. În acest caz rapoitul tensiu- 
nilor pentru fiecare etaj va fi 

ui A A A | (58) 
(R,+R,)C,+(R, +R) (R, +8,) 


cu indicii corespunzători. Aşadar raportul de întoarcere va fi 
T(8)= — Ra C aa 
(Rat Ep) HR+ Ea) Roet Baa) 
x — uo R,oCa8 ni 
(Rea Rp2)C28 +(Rpo+ Rre) /( Ra +R;:) 
ua Res018 (59) 


a eae ae —— 


xX P ei eee E A ep 
Rest Rp3)018+(Rps+ R13)/( Ra + Rus) 
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(Semnul minus dispare datorită sensului de referință pentiu T.) La limită, 
pentru w—>0, faza fiecărui factor din relaţia (59) va fi z/2 radiani. Aşadar 
pentru w—>0 faza lui T(jw) tinde asimtotic la 37/2 1 adiani iar modulul tinde 
la zero. Deci porţiunea corespunzătoare frecvenţelor joase a hodografului 
lui T(jw) axată ca în fig. 9.35. 


Fig. 9.35. Comportarea hodografului 
lui 7(jo) la frecvenţe joase. 


ReT 


Să presupunem acum că frecvenţa limită supaioaă 1/R,C, este 
mult mai mare decît frecvențele limită superioare ale celor trei etaje RC. 
Va exista deci o bandă de frecvenţe medii în care comportarea reţelei 
din fig. 9.34 poate fi aproximată prin comportarea rețelei din fig. 9.36. 


Fig. 9.36. Aproximarea la frecvenţe medii. 


Pentru această reţea T se calculează foarte uşor. Este suficient pentru 
aceasta să se neglijeze termenii constanţi față de termenii care depind de 
îecvență la numitorii fiacţiilor din relaţia (99); 

Rezultatul va fi 


T= baba p Ra TR O ai =fr (60) 
Ry + Ra Root Rio Ros Rea 


Acesta este un număr real şi pozitiv. Aşadar hodograful lui T corespun- 
zător frecvențelor medii se reduce la un punct pe axa reală pozitivă. Acesta 
este punctul 7, din fig. 9.37. 
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PR O O a N 


La frecvenţe înalte se mai poate folosi încă fig. 9.36 introducînd însă 
şi efectul capacităţii C, Deoarece C,, este în paralel cu R, al treilea factor 
din relaţia (60) va trebui modificat înlocuindu-l prin următorul : 


SNP IRINEI MIRE —. (61) 
Rat Ros +00 Res Ros: 


Așadar argumentul lui T va tinde asimtotic la — x/2. Porțiunea din hodo- 
graf corespunzătoare frecvențelor înalte va avea deci aspectul din 
fig. 9.37. 


Planul T 


Fig. 9.37. Comportarea lui 
T(jo) la frecvenţe inalte. 


Putem trasa acum hodograful lui 7(jw) pentru 0 < œ <oo care va 
avea, în mare, aspectul din fig. 9.38. Pentru o aproximare și mai bună vor 
trebui calculate cîteva puncte. 


Planul T 


Re 7 


Fig. 9.38. Aproximarea hodogratului lui 7. 


Vom presupune, pentru simplitate, că cele trei frecvenţe limită ale celur 
trei etaje sint fie identice, fie mult diferite între ele. În primul caz ştim cä 
la frecvența limită comună, fiecare circuit introduce un defazaj de x/4 
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şi o atenuare de 3 dB. Acest punct, notat cu w, în fig. 9.38, trebuie să fie 
cu 9 dB sub valoarea 20 log7,. Similar, se poate găsi frecvenţa la care 
fiecare circuit introduce un defazaj de 7/3. 

La această frecvență fiecare numitor din relația (59) contribuie cu /6 
şi se găseşte uşor că w2=0,58 w,. La această frecvență fiecare factor intro- 
duce o atenuare de aproximativ 4 dB. Așadar 7(ju,) va fi cu 12 dB sub 
valoarea 20 log 'T,. Frecvența w notată în fig. 9.38 corespunde intersecţiei 
hodografului cu axa reală negativă. Celelalte puncte wi, W4 Gsp Os Se 
calculează similar. Fiecare caz în parte se propune cititorului drept pro- 
blemă. (v. Problema P.25). 


Fig. 9.39. Hodogratul complet a lui T. 


Odată cunoscut hodograiul pentru valori pozitive ale lui w, diagrama 
poate fi completată prin simetrie în raport cu axa reală. Diagrama com- 
pletă pentru acest exemplu se dă în fig. 9.39. 

Este evident că stabilitatea sistemului este determinată de valoarea 
lui T(jw,). Dacă modulul respectiv este mai mare sau egal cu 1, sisțemul 
este instabil. În astfel de cazuri sistemul poate fi făcut stabil prin modifi- 
carea valorilor unor elemente. Chiar dacă punctul (—1,0) nu este inclus în 
hodograful lui T şi hodograful nu trece prin acest punct, apropierea curbei 
de acest punct dă o măsură a „stabilităţii relative“. Se obține astfel o 
indicație cu privire la apropierea unui pol de axa jo. 

Această idee poate fi exprimată într-o manieră cantitativă definind 
marginile de stabilitate, marginea pentru amplificare și marginea pentru 
fază. De fapt diagrama Nyquist conduce la multe alte concepte deosebit de 
utile în proiectare, aşa cum este cel de stabilitate condiționată. Totuşi, vom 
considera terminată prezentarea în acest punct, lăsînd astfel de extinderi 
pe seama lucrărilor de teoria reglajului automat, care tratează detailat 
sistemele cu reacție. 
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PROBLEME 


P.1. Să se determine indexul pentru fiecare graf de fluenţă a semnalelor din fig. 9. P. 1. 
Numerele ataşate laturilor reprezintă valorile numerice ale transmitanţelor respective. 


P. 2. Reducind fiecare din grafurile de fluenţă a semnalelor din fig. 9. P. 1. să se determine 
amplificarea grafului. 


TI) 


Fig. 9.P.1 


PROBLEME 


Fig. 9.P.1 


Pp. 3. Să se determine amplificarea pentru fiecare graf de fluentă a semnalului 
Vin fig. 9. P. 1. aplicind formula. 


P. 4. Fiecare graf de îluenţă a semnalului din fig. 9. P. 1 are un nod sursă și un nod sarcină. 
a) Să se inverseze calca de la sursă la sarcină în fiecare graf. 


b) Să se determine amplificarea pentru graful inversat și de aici amplificarea graiului ori- 
ginal. 


P. 3. Să se reducă fiecare graf de fluență a semnalului din fig. 9. P. 1 la un graf esențial. 
Apoi să se evalueze amplificarea folosind formula. Să se compare cu valorile obţinute la problema 
2și 3. 


P. 6. În graful din fig. 9.12 să se inverseze bucla VaV V2Va. Să se găsească amplificarea 
grafului 7; V, şi să se verifice că este acceaşi cu cea găsită în text. 


P. 7. Să se deseneze un graf de fluenţă a semnalului pentru reţelele din fig. 9. P. 7. Să se 
reducă graful de trecere a semnalului pentru a găsi funcţia de transfer V/V. 


P. 8. Să se rezolve următoarele sisteme de ecuaţii pentru 1, folosind grafurile de fluenţă 
a semnalului. De asemenea, să se găsească r) prin regula lui Cramer (atit ca o verificare cil și 
pentru a compara volumul de muncă necesar.) 
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Fig. 9.P.7 


P. 9. Să se găsească funcția de transfer V,/Vg pentru rețeaua din fig. 9.19 a cărui graf de 
fluență a semnalelor este dat în fig. 9.20 prin : (a) reducerea grafului de fluență a semnalului, 
(b) operare asupra matricii de conexiuni, (c) aplicarea formulei amplificării și (d) prin folosirea 


ecuaţiilor cu variabile mixte. 


P. 10. Să se găsească imepdanţa de transfer V,/Jg pentru reţeaua din fig. 9.21 cu graful 
de fluenţă a semnalului din fig. 9.22 prin : (a) reducerea grafului de semnal ; (b) operare asupra 
matricii de conexiuni; (c) aplicarea formulei amplificării și (d) prin folosirea ecuaţiilor 


De noduri. 


PROBLEME 671 


P. 11. Să se determine graful de îluenţă a semnalului pentru fiecare din rețelele din fig. 
fig. 9. P. 11a la d. Să se folosească circuitul echivalent al triodei prezentat în fig. 9. 11e. Apoi să 
se evalueze amplificările grafurilor. 


Fig. 9.P.11 
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P. 12. Să se traseze graful de fluenţă a semnalului pentru reţeaua din fig. 9. P. 12 pentru 
a găsi funcția de transfer Y,,(s) = 12/11. Să se găsească această funcție reducind graful de fluență 
a semnalului. De asemenca, să se aplice formula amplificării pentru graful original şi să se compare 
rezultatele obţinute. 


Fig. 9.P.12 


P. 19. Să sc găsească raportul de tensiuni V}; V, pentru reţeaua în scară din fig. 9. P. 13 
prin trasarea grafului de fluenţă a semnalului. Să se arate că zerourile funcţiei de transfer cores- 
pund polilor impedanţelor serie sau zerourilor impedanţelor derivație. 


Fig. 9.P.13 


P. 14. Să se determine un graf de fluenţă a semnalului pentru fiecare din reţelele din fig. 
9. P. 14a la c. Să se folosească circuitul echivalent pentru tranzistor din fig. 9.P.14d. Apoi să se 
evalueze amplificarea. 


P. 15. Să se găsească amplificarea 17/V, pentru amplificatorul ,.pseudo-acordat” din 
fig. 9. P, 15 folosind grafurile de flucnţă a semnalelor. 


P. 16. Pentru fiecare din reţelele din fig. 9. P. 16a la d să se folosească relaţia (10) pentru 
a determina senzitivitatea funcţiei de transfer Vo’ V; în raport cu: (a)c, (b)r şi (c)g. Să sẹ folo- 
sească circuitul echivalent al tranzistorului din fig. 9. P. 16e. Valorile nominale sint c=100uF, 
r= 1030 și g==0,50. 


P. 17. Raportul de intoarcere şi diferența de întoarcere a unei laturi sint definite în text. 
Aceleași mărimi pot fi definite pentru un nod. Raportul de întoarcere al nodului j. notat prin T; 
este amplificarea cu semn schimbat a grafului obţinut prin despicarea nodului ṣi eliminarea tuturor 
celorlalte noduri sursă și sarcină. 


PROBLEME 


Fig. 9.P.15 
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Fig. 9.P.16 


Diferenţa de intoarcere a nodului j se defineşte ca F;=1+ T,. Raportul de intoarcere parfială a 
nodului j, T; , este definit ca raport de întoarcere a nodului j, cind toate nodurile de ordin superior 
au fost îndepărtate din graf. Acesta depinde evident de ordonarea nodurilor. Se definește de 
asemenea și diferența de intoarcere parțială a nodului j ; ca este F'=1+T. 

a) Să presupunem că nodurile unui graf sint numerotate într-o ordine particulară. Se elimină 
toate nodurile de ordin superior lui k. Se desenează graful redus sub forma sa generală, reţi- 
nind doar nodurile k şi k—1. Să se determine diferenţele parţiale de întoarcere și să se găsească 
produsul Fi Fa Să se inverseze apoi numerotarea nodurilor k și k—1 și să se găsească produ- 
sul F, Fp—,. Să se arate că acest produs este independent de numerotarea nodurilor, 

b) Să se arate că produsul diferenţelor parţiale de intoarcere ale tuturor nodurilor dintr-un graf 
este o proprietate intrinsecă a grafului, independentă de numerotarea nodurilor. 


PROBLEME 675 


P. 18. Care din următoarele funcţii pondere corespunde unor reţele stabile MIME : 


(a) le-2sin tu(t) (je sa u(t) 
1—3} 
. 2 — —|: 
(6) up Eu 
Ê l 
(e) [cos l4-Êe—tJu(t) (f) — u((—3) 


P. 19. Să sc folosească (1) criteriul Routh și (2) criteriul Lienard-Chipart pentru a deter- 
mina care din următoarele polinoame în s au zerouri doar în semiplanul sting. 


(a) + s2-+s+6 (b) st + 5s? + 9s2 + 7s 4+2 

(c) st + 3s? -H 7s? + 6s -H4 (d) s5 + 2s4 + 3s3 + 8s? 4+ 78 +6 
(e) 2s5 -+ 9st + 19s? + 25s? -+19s+6  (f){1s? +78 +7s+2 

(g) s? + 382 +4s +2 (h) 3s? + 5s? + 4s + 6 

(i) s0 + 785 + 7s% + 5s3 + 4s? 4- s+-1  (j)2së -p 4st 4- 38? + 38 -ds -+ 2 
(k) 253 + s? + 5s +2 (Ds? + 3s? + 2s529+s-+1 


(m) 25% + 4s59+ 752 + 754+ 3 


P. 20. Să presupunem că H(s) este o fracţie raţională şi regulată la infinit; atunci H(s) 
este egală cu o constantă (care poate fi zero) plus o fracţie raţională proprie. Să se arate că o 
rețea avind H(s) drept funcţic de transfer este MIME stabilă dacă și numai dacă toți polii fun- 
cţici H(s) au partea reală negativă. 


P. 21. Să se folosească criteriul Li6nard-Chipart pentru a determina valorile lui u pentru 
care reţelele din fig. 9. P. 21 sint MIME stabile 


Fig. 9. P.21. 


P. 22. Să sc folosească criteriul Linard-Chipart pentru a determina valorile lui ọ şi y 
pentru care reţelele din fig. 9. P. 22 sint MIME stabile. În planul parametrilor ẹ—y să se hașu- 
reze zonele de stabilitate. 
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P. 23. Să se folosească criteriul Lienard-Chipart pentru a determina valorile lui r și g 
pentru care oscilatoarele din fig. 9. P. 23 a la c nu sint MIME stabile. Se presupune că o sursă 
de tensiune de intrare este conectată în serie cu baza tranzistorului. Să se folosească circuitul 
echivalent al tranzistorului din fig. 9. P. 23d. În planul parametrilor r—g să se hașureze zonele 
de instabilitate. 


Fig. 9. P23 


PROBLEME 67? 


P. 24. Să se traseze diagrama Nyquist pentru ficcare din rapoartele ce întoarcere : 


A | s+1 
T(s) = k - a a e 
OTOS sr) (B) Pee) = k e aa pa 
(c) T(s) = k E a S (d) T(s) = | SD (+ 3) 
s(s + 2) (s? + 2s 4+- 2) s2-+- 4354+4 
(3+1) (s+3) 3 
T(s) = k At T (s) = k ——— 
ati, s(s%-+ 4s5+4) băi. s(s + 2) (° +2s+10) 
s+2 s-i 
T (5) = k ——————— h) T(s) = k —————— 
ETET Ai MARET 
(î) T = k ETD OTO = nt 
s2(s + 2) s2(s--2) 
(n) Tis) = k SE (DTS 
s%(5-+8) (5+1) (s+2P 
(m) Te) EaR (n) 7) = k CED CHD 
s(s+1) s(52-+-4) 
(0) T(s) = k —- 2 (p) T(s) = k (+ 
s(s2-+ 4) © s(-—s +1) 


Pentru ce valori ale lui k reţeaua corespunzătoare cu reacţie este stabilă pe baza criteriului lui 
Nyquist? Se presupune că A(s) are zerouri numai în semiplanul sting. 


P.25. În rețeaua din fig. 9. 33 din text, valorile componentelor sint astfel, încit frecvențele 
de tăiere ale celor trei ctaje sint 


Wa = 100, wy = 1000, 6, = 100.000 


Să se traseze cu alenţic diagrama Nyquist în acest caz. Să se găsească valoarea maximă pe care 
o poate avea 7, pentru ca rețeaua să fie stabilă. 


P. 26. Să se traseze diagrama Nyquist pentru reţeaua din fig. 9.P.26. Să se găsească 
valorile R, L; pentru care reţeaua este stabilă. Care este valoarea maximă a lui a in aceste con- 
diţii, dacă reţeaua rămîne stabilă pentru mici variaţii ale valorilor parametrilor (în particular : 
Re Ge Ry Și L,) față de valorile proiectate? 


P. 27. Să sc traseze diagrama Nyquist pentru rețeaua din fig. 9. P. 27 și să se găsească 
condiția de stabilitate. 


P. 28. Să se traseze un graf de semnal pentru reţeaua dată în fig. 9. P. 28. Reducind 
graful, să se calculeze funcţia de transfer. 


P. 29. Să se verifice teorema următoare, cunoscută drept crileriul invers al lui Nyquisl : 
O rejea avind drepi funcţie de transfer : 
RA(s) 


H(s) E 
1—kA(s)B(s) 


678 9. GRAFURILE DE FLUENȚĂ A SEMNALELOR ȘI REACȚIA 


Fig. 9. P.28. 


PROBLEME 679 


este MIME stabilă, (a) dacă nici un pol din semiplanul drept sau axa imaginară al lui A(s) nu 
esle de asemenea un zero peniru B(s) și (b) dacă diagrama Nyquist peniru 1/T(s)=1/kA(s) B(s) nu 
trece prin punctul (— 1,0) și nu ocolește acest punct de — N pori în sensul acelor de ceasornic, unde 
N p esle numărul polilor din semiplanul drept a lui 1/7(s). Diagrama Nyquist pentru 1/T(s) este 
cunoscută drept diagrama Nyquist inversă a lui T(s). 


P. 90. Pe baza problemei P.29, să se traseze diagrama Nyquist inversă pentru fiecare din 
rapoartele de întoarcere enumerate în problema P.24. Apoi să sc indice valorile lui k pentru care 
reţeaua cu reacţie corespunzătoare este stabilă pe baza criteriuiui invers al lui Nyquist. Se pre- 
supune că A(s) are zerouri doar în semiplanul sting. 


P. 31. Să se considere toate combinaţiile posibile de A(s) şi B(s), care se pot obţine din 
lista următoare. Să se aplice (1) criteriul lui Nyquist şi (2) criteriul invers al lui Nyquist (problema 
P.29) pentru a determina valorile lui k pentru care fiecare reţea este stabilă 


A(s) = B(s) = 1 
(s-+ 1) (s+2) 
1 
A(s) = —— B(s) = 
s(s+1) s+4 
ai) = C4 pocain 
s?(s+2) s+ 


P. 32. Se consideră o rețea activă ce poate fi excitată fie cu o sursă de tensiune, fic cu o 
sursă de curent, după cum se arată în fig. 9. P. 32 a şi b. Funcţiile de transfer respective vor fi: 


(a) 2 = R Se, o) 12 = A! i 
v A '2 LA Ay 


in primul caz, determinantul este cel al matricei de impedanţe a buclelor și este format prin scurt- 
circuitarea terminalelor de intrare. În al doilea caz determinantul este cel al matricei de admianţe 
a nodurilor și se obține lăsind terminalele de intrare în gol. Zerorurile acestor determinanţi 
— care reprezintă polii funcţiilor respective de transfer — vor fi diferite. Prin urmare, proprie- 
tăţile de stabilitate nu lrebuie să fie aceleași pentru cele două feluri de excitație. Dacă o 
rețea este stabilă cînd terminalele sale sint scurt circuitate se spune că este stabilă tn scurt 
circuit. Similar, dacă o reţea este stabilă cind terminalele sale sînt în gol, ca se numeşte 
stabilă (n gol. Este posibil ca o reţea să fie atit stabilă în scurt circuit cit și stabilă în gol. 


Este de asemenea posibil să fie stabilă pentru o condiţie a terminalelor dar nu pentru cealaltă. 


a) Reţeaua din fig. 9. P. 32c include doi tranzistori, reprezentaţi prin modelele lor liniare şi un 
diport reciproc pasiv. Examinind polii impedanţei de intrare, să se arate că această reţea este 
stabilă în gol. 


b) O altă reţea este prezentată în fig. 9. P. 32 d. Să se arate că este stabilă în scurtcircuit. 


Să considerăm un diport cu rezistenţe la ambele capete, ca în fig. 9. P.32 e. Oricare din porți 
poate fi scurt-circuitată sau lăsată în gol dindu-se valori corespunzătoare lui R, și Rz. Întreaga 
reţea poate fi stabilă în scurt circuit și / sau în gol la oricare din extremităţi. 


c) Ca un exemplu specific să se considere reţeaua din fig. P.32 f. Aceasta este un convertor de 
impedanţă negativă cu un condensator care reprezintă capacităţile inevitabile din dispozitivele 
active. Să se determine cind reţeaua este stabilă în scurtcircuit și /sau în gol la ambele 
extremităţi. 
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+ + 
19 N In HO N I 
a = b 


kA 


— pusivă E 
reciprocă reci rocă 
„fa ai 
= Fa 
-— j 
© 
al al, 
O d © 
NIC 
ii 
a b 
Fig. 9. P32 


P. 33. În exemplul din fig. 9. 21, se dorește să se afle impedanța de intrare. Se plasează 
un nod (şi laturile corespunzătoare) în fig. 9. 22 ce reprezintă tu nsiunea la bornele sursei indc- 
pendente de curent. Să se găsească impedanţa de intrare reducind graful. Să se găsească de 
asemenea impedanța de transfer V,/I,. 

P. 34. În fig. 9. 20, nodurile V, şi Va sint noduri esențiale. Să se reducă graful la un gref 
esențial cu nodurile V, și V, ca noduri esenţiale și să se compare cu fig. 9.18. 

P. 35. Grafurile de fluenţă a semnalelor pentru două amplificatoare cu reacţie sint dale 
în fig. 9. P. 35 parametrul f, trebuie ales astfel incit amplificările celor două grafe să fic egale. 


Să se determine senzitivitatea s$ , a amplificării fiecărui amplificator In raport cu parametrul a. Să 
se compare și să sc arate care din cele două amplificatoare este mai puţin senzitiv la variațiile lui x. 


= : -A2 
A -A TÉ, 
N S S i aa e Sed 
>. Ze N 
a a 0 o a a 


Fig. 9.P.33. 


10 Circuite (rețele) liniare variabile în timp 
și circuite (reţele) neliniare 


În capitolele precedente s-au considerat numai circuite liniare și 
invariabile în timp. În realitate, circuitele întilnite în practică prezintă 
caracteristici, care nu pot îi descrise complet și corespunzător, prin modele 
liniare, invariabile în timp. 

O piesă componentă simplă, ca de exemplu o rezistenţă, are o rezis- 
tență electrică încet variabilă în timp, sub influența variației de tempe- 
ratură a mediului ambiant; acest efect nu este totdeauna neglijabil. La fel, 
saturaţia inducției magnetice în miezul feromagnetic al une bobine, func- 
ționarea cu semnal mare a unui dispozitiv activ, cum este tranzistorul, 
disipația excesivă de energie într-o rezistenţă etc., conduc la neliniaritate. 
Rețelele reale sint deci, în multe situaţii, neliniare. 

Pe lingă situaţiile nedorite de abateri de la invarianţa în timp și (sau) 
de la liniwitate, pe care dorim să le reducem, există alte situaţii în care 
„abaterile“ sint introduse intenţionat, pentu obţinerea unor rețele cu 
anumite performanțe; astfel, de exemplu, amplificatorul parametric este 
realizat ca o retea liniară, variabilă în timp. Oscilatoarele, modulatoarele 
şi demodulatoarele sînt numai citeva din numeroasele reţele realizate cu 
elemente neliniare. 

În prezentul capitol se va trata formularea matematică şi soluţio- 
narea analitică a reţelelor liniare, variabile în timp şi neliniare. 

Deoarece soluţia analitică a unei rețele neliniare nu poate fi determi- 
nată, în general, se va include un paragraf cu procedee de soluţii numerice. 
De asemenea, mai este un paragraf cu teoria stabilităţii după Liapunov, 
care constituie unul din instrumentele fundamentale disponibile pentru 
studiul reţelelor neliniare. Deşi se vor prezenta aici numai o parte din aceste 
teme — domeniul actual al cunoştinţelor fiind destul de întins pentru a 
putea fi cuprins în mai multe volume — tratarea va îi îngrijită și nu vagă. 
Pentru dezvoltarea cunoștințelor sînt indicate referinţe la bibliografie. 
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10.1. FORMULAREA ECUAȚIILOR DE STARE PENTRU CIRCUITE 
VARIABILE ÎN TIMP 


În paragraful 4.5 s-a prezentat o metodă pentru formularea ecuaţiilor 
de stare a unei reţele invariante în timp. În legătură cu aceasta se observă 
că noţiunea de dependenţă sau independenţă de timp nu a fost introdusă 
decît după ecuaţiile (129). De aceea vom începe tratarea circuitelor varia- 
bile în timp cu aceste ecuaţii, pe care le repetăm aici pentru uşurinţă : 


tin] = 1-0 fie era fiev aa) 
di iu i; di 
2 EZi]=19-2)| jó 2] + Ai) 
di iu i; dt 


sau, după concentrare într-o singură ecuație, 
A E E le) 
dt LO L i; 3 —Zlliy g -7Zjli, 
A 
dafe 0]fv:z]- 
+ —- A ş 2 
talo zl] e 


Reducerea la forma normală 


Această ecuaţie poate îi redusă la forma normală 


d 
—X = £X + fe 3 
z i (3) 
cu condiţia ca matricea 
€ 0 
| (4) 
0 + 


să fie mărginită şi nesingulară. Deoarece ne interesează o soluţie pentru 
t>to, vom presupune că (4) este mărginită şi nesingulară pentru t>i,; 
aceasta înseamnă că fiecare element din (4) este mărginit şi 
€ 0 
det 0 
b 2]* 


pentru t> ta 
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Acum se poate proceda, în două moduri, pentru punerea ecuaţiei 
(2) în forma normală. După primul mod se pune: 


e oliva] [e ol[ve]. 
Xx = — À ? (5) 
0 li, |] lo ejl 
apoi 
val [e ol” e 0][v, 
= x + A (6) 
i] lo + o zlli, 


Prin înlocuirea acestei expresii în (2) şi rearanjarea termenilor, se 
obține forma dorită din (3), cu 


RE: —1 
j= l Y pd h 0 (7) 
g -Zj L 
-y 7%] [l-a ælle of ie o 
a A PI isa N (8) 
Gg -F Gg —ZIlO0 L 0 L 
Și 
e = [| (9) 
13 
După al doilea mod se pune, 
vu] [e ol [e olfv: 
Xx = — i 5 (10) 
În acest caz 
Va € 0 zi 4 0| |V: 
=X + R (11) 
iu 0 L 0 L i; 


După înlocuirea acestei expresii în (2) și rearanjarea termenilor din 
ecuația rezultată, se obține ecuația în forma normală (3), cu 


“= 2] o -aalo eh 
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: —Y X i € 0 
A A A A (13) 
g —7 0 L 

Vectorul e este exprimat iar prin (9). 

Modul al doilea de alegere a vectorului de stare duce la o matrice , 
arătată în (12), care necesită derivarea matricei de parametri (4). Deoarece 
se caută o soluţie a ecuaţiei de stare pentru ţ>t,, se va presupune că această 
matrice de parametri este diferențiabilă pentru t>t, Această presupunere 
nu este necesară dacă vectorul de stare se alege după primul mod. 

Pe lingă aceasta, modul al doilea de alegere a vectorului de stare duce 
la niște matrice £% şi Z, care sînt, în general, mai complicate din punct de 
vedere funcţional decît cele obținute cînd vectorul de stare se alege după 
primul mod. 

Aceasta este mai evident cînd avem 


€ 0 —Y XIE 0 


® 
Il 


+ 


0 L G —9|l0 L 


2 0 


0 2 


În acest caz primul mod dă matricele, 


-y xlle ol' -Y # 
Y = si 4 = PN i 
g —zllo zl g -y 


care, evident, sint mai simple funcțional decit matricele 
-1 
"e He 0 E Ha d = si 
-g di LO L 


pi Fi 


9 -t 


și 
2 0 


N 
Ii 


0 L 


stabilite în al doilea mod. Din aceste observații se poate trage concluzia că 
primul mod de alegere a lui x este preferabil. 
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Componentele veetorului de stare 


Să ne concentrăm atenţia deci asupra caracterizării elementelor lui 
x, date în (5). După efectuarae înmulţirilor de matrice indicate în (5) se 
obține : | 


A 


X = a (14) 


Din relaţiile (117) şi (118) din Cap. 4 se observă că: 
€ = + Qoe C Qc 


€ = — Qcc €, Qc 


În consecință se găseşte că : 


CV — Vg = C, Va + Qcc C; (Qcc Va + Qic Ve) 
= C, Vo + Qoc Ci Yee (15) 


Această ultimă formă rezultă din relația (113 e), de la cap. 4, pe care 
o repetăm aici 


Qoc Yo + Qecvz = Va. 


Dar, elementele C, va şi C va sint simple sarcini ale capacităţilor din 
reţea. Astfel, elementele lui x exprimate prin Cva,—€v, după cum se vede 
în (15), sînt combinaţii liniare ale sarcinilor din capacităţi. 

'Trecînd la cel de-al doilea rînd din matricea unicoloană (14), cu aju- 
torul relaţiilor (122) şi (123) din Cap. 4, se determină 

L = La — Lu Orr — Qir Lu + Qir Lu Qiz 
L = — Qir Lu Qis + Lu Qis. | 
Astfel : 
Zin — Lis = Lui — Qi Laiu + Lu (— Qizin — Qisis) 
E Qiz La (— Qir iz TE Qz iy) (16) 


= Lyin — Qiz Laiu + Lui — Qz buin- 
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Ultima relaţie de mai sus rezultă din (113 d), Cap. 4, pe care o repetăm 
aici : 
= O iz E Qi i; => iu. 


Dar, elementele Liz, Liz, Lus iz Şi Liz, sînt fluxurile magnetice 
prin bobinele de inductanță. În particular, elementele Lui, şi Li, sînt 
fluxuri magnetice de cuplaj mutual. Deci elementele lui x stabilite prin 


Li, — Zi, sînt combinaţii liniare ale fluxurilor magnetice din bobine. 

În privinţa ecuaţiei de ieşire a circuitului, după cum s-a văzut în 
cap. 4, se poate arăta că oricare din variabilele de curent și de tensiune ale 
circuitului poate fi exprimată prin termenii Ve, iz Vg, iz, dvg/dt şi did. 
Dacă se notează cu w vectorul de ieșire, — elementele lui w sînt variabilele 
de tensiune și (sau) de curent ce trebuie să rezulte la ieșirea circuitului, 
— atunci se poate arăta, că, pentru ambele moduri de mai sus de definire a 
vectorului x, vectorul w poate fi exprimat convenabil prin 


d A 
w = Cx + De + -De (17) 
di 
Aceasta se poate verifica uşor. 
Exemplu. Pentru a ilustra reducerea ecuațiilor de circuit din forma (2), în forma normală 


(3), se consideră circuitul din fig. 1, care conţine o capacitate variabilă periodic. Fie v, tensiunea 
pe condensator și i curentul prin inductanţă. Este uşor de verificat că vectorul [v, i] satisface 


ecuația diferenţială 
1 
| T l | U). 
i 0 


F 1 
a 1 + osin2! 
di 


|+Osin 2t à 


Fig. 10.1. Circuit variabil în timp periodic. 


(Se recomandă să se verifice aceasta). Aceasta este de fapt rezultatul ce s-ar obține utilizind 
metodele din par. 4.5., cu relaţiile (129a) şi (129 b). 

După cum se vede în fig. 1, valoarea |a| este subunitară. 

Rezultă că matricea 


f 1 0 
1+o sin 2l 


0 1 
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este mărginită pentru toate valorile lui t și comportă o matrice inversă, anume: 


1 + osin 2! 0 
0 | 


În acord cu (5), vectorul de stare se consideră 


1 
me 10) 
1 + osin2l v 
x = . 
0 1 is 


Se observă că elementele lui x sint sarcini pe condensator și fluxuri în bobină. Din (7) 
și (8) se găsește: 


1+ osin 2! —1 


— 1/10 —1 1 + osin 2! 0 10 
1 0 0 1 1+o sin 21 0 


Se poate alege vectorul de stare al circuitului după modul indicat în (10). 


-E 


Atunci, cu ajutorul relațiilor (12) şi (13), se obține, 


— 20 cos 2t 
1+osin2t 0 EE e | = 
£ = | 10 |- (1+ osin20)? 
0 1 1 0 
1 
—(1 + o sin 21)? + 20ocos2t 4 
ca ZE ar EI SE NI —1-—osin 21 


= 104 10osin2t 


1 1 
1+ o sin 2i 07 [1 1 + osin 2t 
tii | zi | 
0 1jJLo0 0 


Se observă că aici matricele 2% şi 49 sint funcțional, mai complicate ca în cazul anterior. 
Astfel prin acest exemplu, ca şi prin discuția generală de mai sus, se vede că este preferabilă 
alegerea lui x ca în (5), adică luind elementele vectorului de stare ca o combinare liniară de 
sarcini electrice şi fluxuri magentice. 


La aceeași concluzie se va ajunge şi cind ne vom ocupa de circuite neliniare. 
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10.2. SOLUȚIILE ECUAȚIILOR DE STARE PENTRU CIRCUITE 
VARIABILE ÎN TIMP 


După cum s-a indicat în ultimul paragraf, variabilele de intrare şi de 
ieşire ale unui circuit variabil în timp sînt legate prin ecuaţiile de stare: 


d 
— X = AX + Je 18a 
Ti + (18a) 
d ^ 
w = Gx + 2e + Tia (18b) 


În rezolvarea acestor ecuații trebuie să se considere, în mod anticipat, 


că unele sau toate matricele %, 3, €, 2 şi 2 pot fi funcții de timp. 

Se va rezolva ecuaţia de stare (18a) pentru vectorul de stare x, folo- 
sind metoda variației de parametru. Este recomandabil să se compare 
rezultatele parțiale la fiecare etapă de calcul, cu cele obţinute la etapele 
respective, în cazul circuitelor invariabile în timp, tratat în cap. 4. Se 
admite că x este un vector cu n componente și, în consecință, Z este o 
matrice păstrată de ordinul n. 

Să considerăm : 


x(t) = Y (t) 3 (8), (19) 


unde Y(t) este o matrice pătrată de ordin n. 
După introducerea acestei expresii în (18a) şi după rearanjarea nor- 
mală a termenilor, se obține 


d A d a 
— Y — A Y|x = — Y— B 20 
(7 ) Ta i eo 


Este evident că, dacă expresia din paranteză este zero, soluția va fi 
mai simplă. Se va presupune acest caz, adică se va admite că ecuația 
diferențială omogenă 


d 


Y=&Y 21 
dt i a 


cu Y(t) egal cu Y(t,) la momentul tọ posedă o soluție nesingulară pentru 
orice timp finit, t 2 tọ Combinind (20) cu (21) se obține 


ýl, = Ze, 
di 
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Apoi, deoarece s-a presupus că Y este nesingulară pentru tt, Lezul- 
tă că inversa ei Y-1 există, şi 


— X = Y-18 e. (22) 


O soluţie pentru X se obţine prin integrare. 
Rezultă în acest caz 


å (t) = *(ta) + j Y(-)-12 (1) e(t) dz. (23) 


Din (19) şi cu presupunerea că Y(t) este nesingulară, vectorul iniţial 
X(lş) va fi dat de ecuaţia : 


X(î0) = Y(to) x(t). (24) 


Pentru a obține pe x(t), se premultiplică (23) cu Y(t). 
Dacă se introduce totodată expresia lui X(t) dată în (24), se obţine: 


t 
x(t) = Y(t) Y(t)! + | Y(t) Yo) a(ode(s)d=. (25) 


Introducerea lui Y(t) în integrala este permisă, deoarece variabila 
de integrare nu este t, ci 7. 

Cind circuitul nu este sub acţiunea unei excitații din exterior, — 
—e(t)=0 pentru >t — este evident din (25) că matricea Y(t) Y(t)? 
caracterizează tranziția de la starea x(1,) din momentul tẹ la x(t), în mo- 
mentul t. De aceea, matricea Y(1)Y(=)-1 este denumită matricea de tran- 
ziție a stării şi se notează (1,7), adică: 


®t, 7) = Y(HY (772. | (26) 


La cap. 4 s-a arătat că matricea de tranziţie a stării este o funcție de 
(t— =) pentru circuite invariante în timp ; aceasta nu este adevărat pentru 
cazul mai general al circuitelor variabile în timp. Soluţia pentru x poate fi 
exprimată în termenii matricei de tranziţie de stare, înlocuind (26) în 
(25) şi se obţine: 


t 


x(t) = D(t, ta) X(ta) + |, D(t, 1) (7) e(7) d7. (27) 
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Un caz special al soluției ecuației omogene 


Înainte de a determina vectorul de stare x(t) din (27) este necesar să se 
găsească matricea de tranziție de stare ®(t,t), sau, în mod echivalent, 
Y(t). În acest scop se consideră soluţia ecuaţiei matriceale omogene (21), 
în particular pentru Y(t) =U. Aceasta nu constituie de fapt o restricţie, 
deoarece (24) impune doar că Y(t,) trebuie să comporte o matrice inversă. 

În primul rînd, considerăm ecuația scalară corespunzătoare 


LA 
di y STI ay, 


cu y(t) = 1. Soluția acestei ecuații este: 


y(t) = exp f a(7) ae |; 


Este de presupus deci că soluția ecuaţiei matriceale (21) va fi de 
forma : 


t 
Y(t) = exp [f (7) ae]; (28) 


Se va arăta acum că aceasta este soluţia, numai pentru cazul foarte 
t 


special cînd produsul dintre (t) sif 2(r)dr este comutativ. 
t 


Se ştie, din definiția unei exponențiale matriceale, că 


t 90 1 k 
exp K, £ (tdt = Sa A (ds | : (29) 
Diferențiind ambii membri obținem 
Lu | |- EA | |. 
d cxp| i A (r)dr =h d [i A (1)dr (30) 


S-a presupus, în mod tacit, că fiecare din seriile infinite de mai sus 
sînt convergente. Să examinăm un termen tipic din membrul al doilea al 
acestei ultime ecuații. Se poate arăta că 


1 d 


i k 1 ret i-1 i k~i 
A | oa] 3] aa] ao], sa] (31) 
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Aceasta rezultă ca o generalizare din 
Să A2 SA (Sa) A sia 
di at Lai + (za) 
unde este orice matrice diferențiabilă. 
t 
În general 7 (t) nu se poate comuta cu | (7) ds ; 
to 
aceasta se poate demonstra relativ simplu cu ajutorul matricei 
P k J 
Prin urmare, numai dacă avem 


t i 
PON stea] = p A(T) acra 


vom obține, 


k~i 


1 d t k l] & t 
si a || aa] ET 2 aof ac) a| = 
1 t k-1 i 
-arrol mă] i (32) 


Ultimul rezultat provine din faptul că termenii din sumă nu depind 
de indexul de sumare î. Combinind acest rezultat cu (30), se găseşte, în 
acest caz special, că: 


d t % t k-11 
Hu exp $, A (5) a] => A (t) w)! \ A(x) J 


= £ (tjexp (| SI (1)d7 | (33) 


Prin urmare, (28) este soluția ecuaţiei omogene. 


a a = aaa — 


Cind soluția ecuației omogene este dată de (28), se găsește că matricea 
de tranziție a stării, ®(t, 7) are o formă particulară simplă. Se ştie că ®(t, t) = 
= O(î,t0) lu-- Și că Otto) = Y(t) Y(t)! = Y(t), deoarece Y(t,)=U. Astfel, 
înlocuind pe t, prin t. în integrala ce apare în (28), — relația pentru 
(t,t) = Y(t), — se obține 


| 
O(î,7) = exp. p A wa]: (34) 


Exemplu. Înainte de a ne îndrepta atenţia asupra soluţiei lui (21), cu mai puţine condiţii 
restrictive, — vom considera ca exemplu un circuit la care condiţia precedentă de comutativitate 
este satisfăcută. Circuitul arată în fig. 10.2, avind două rezistenţe variabile în timp, se poate 
arăta ușor că satisface următoarea ecuație diferenţială pentru vectorul de stare [qg >]: 


able Zale 


IH AN 


Fig. 10.2. Circuit variabil in timp. 


Se poate demonstra uşor că produsul lui 


zu 4 
Aka l 1 e 


| a -| E ju t 
M E E De 9 


este comutativ. Prin urmare, din (28) se obţine 
--(l+ł) —1 
D) = t — boto 
Y( ) exp 1 — (+9) ( o) 


şi, din (31) rezultă matricea de tranziție de stare 


(1+ =) 
D(4, 2) = exp ip zitz ok ə} 


Din teoria funcțiilor de matrice, stabilită în Cap. 4, rezultă că exponențiala matriceală 
pentru D((,7) poate fi înlocuită printr-o formă concentrată echivalentă. Funcţia corespunzătoare 
de s este f(s)=ett-—r), 

După procedeele arătate în Cap. 4, forma echivalentă pentru D((,), se găseşte a fi 


cu 


cos ((—7) —sin ((— =) | RE 
i (qi 
Du) = P (1-2) cos(l— t) ' 
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Aceasta se poate verifica aplicind procedeele menţionate. 
În stirșit, prin substituirea acestei relaţii a lui O ((.=), în (27), se găsește pentru vectorul 
de stare 


ea ; fa (l-h) — sin E. 
= e -t-t 
sin (l=) cos (l~t) JLsllo) 


t sin (l-7) 
+f e -0-1 | =, > leton 


lo cos (l— 


Existenţa și unicitatea soluției ecuaţiei omogene 


S-a analizat mai sus soluția ecuației omogene (21), pentru cazul special 


cînd produsul lui (t) ca) A (7)dr este comutativ. Se va renunţa acum la 


această restricţie. În acest caz nu există nici o metodă generală pentru deter- 
minarea soluției. De fapt, de obicei trebuie să ne mulţumim, nu cu găsirea 
soluţiei, ci cu o seamă de rezultate ca : există una sau mai multe soluţii ; 
există o soluție unică și (sau) soluţia are anumite proprietăţi ce se pot defini, 
cum ar fi periodicitatea. Soluţia propriu-zisă este deseori aproximată prin 
trunchierea unei serii de perturbații, pin iterație, sau prin integrare nu- 
merică. Primele procedee nu constituie obiectul prezentului volum ”. 

Integrarea numerică va fi folosită în par. 10.5, unde se va trata despre 
metode numerice aplicabile la circuite variabile în timp, neliniare. 

Aici, vom căuta să stabilim condiţiile în care (21) posedă o soluţie 
unică. Pentru a nu fi nici o ambiguitate, admitem că Y este o soluţie, 
în sensul obişnuit, dacă satisface ecuația omogenă (21) pentiu orice timp 
finit i>to cu dY/di la t=t, considerat ca derivata din dreapta 2. Teorema 
următoare, bine cunoscută, ne furnizează condiţia suficientă ”. 


Teorema 1. Fiind dată orice Y(t), ecuatia diferențială omogenă (21) 
are o soluţie unică în sensul obisnuit, egală cu Y(t), la momentul tọ dacă 
£ este o funejie continuă de t, peniru test soc. 


1) Pentru detalii, a se -vedea Nicholas Minorsky, Nonlinear Oscillalions, D. Von 
Nostrand Co., Princeton, N. J., 1962. 
3) Dacă limita există, atunci 


lim f Y(lo+Â)—Y(lo) 
A=0 A cu 4>0 


este derivată lui Y din dreapta la {— lọ- 


3) Pentru detalii privitoare la existenți şi unicitatea soluțiilor la ecuațiile diferențiale 
obişnuite, vezi „Earl A. Coddington și Norman Levinson, Theory of Ordinary Differential 
Equalions, MecGraw— Hill, New-York, 1955. 
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Este foarte posibil ca s să nu fie continuă şi totuşi se poate să se 
găsească Y care să satisfacă ecuația diferențială pentru aproape toate 
valorile >t, Pentru a ține seama de această situație, să integrăm ambii 
membri ai ecuaţiei (21), de la tọ la t, ca să obținem ecuaţia integrală 
asociată : 


t 
Y(t) = Yita) + j Alz) Y (x) da. (35) 


Introducem acum o nouă noțiune: vom zice că Y este o soluție a 
ecuației diferențiale (21) în sens larg, dacă satisface ecuația integrală (35) 
pentru orice timp finit t>t,. Teorema următoare ne dă condiția suficientă! 


Teorema 2. Dată fiind Y(t), ecuaţia diferențială omogenă (21) are 
o soluție continuă unică, în înţeles larg, egală cu Y(t), la momentul tọ dacă 
s% este o funcţie locală integrabilă 2 pentru tt, 

Condiția de suficiență a acestei a doua teoremă este considerată mult 
mai slabă decît aceea din prima teoremă ; de aceea se poate întîmpla ca 
soluția să nu satisfacă pe (21) în sens obișnuit. 

Ca o ilustrare a acestor noţiuni, să considerăm circuitul din fig. 10.3, 
cu o conductanță variabilă discontinuu în timp. Ecuația de stare pentru 
acest circuit este: 


d 
de = — [2u(t) —u(t—1))Q2+j(t). 


Ecuația diferenţială omogenă corespunzătoare la (21) este: 


d 
I!=- [2u(t) — u(t—1)]y, 


MIO O|) nr ! gft)=2uft)-uft-1) 


t 


Fig. 10.3. Circuit variabil in timp, cu conductanță variabilă in timp, în 
mod discontinuu. 


1) Vezi nota din subsol 3) din pagina precedentă. 

2) O funcţie de vectori sau de matrice se zice că este local integrabilă dacă (a) fiecare din 
elementele ei este o funcţie continuă, cu excepţia unui număr finit de puncte pe intervale finite 
şi (b) posedă o integrală Riemann proprie sau improprie și absolut convergentă, pe orice interval 
finit în care funcţia este continuă. 
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și ecuaţia integrală corespunzătoare la (35), cu t¿=0, este 


t 
0) = y(0) — | ula) — use) de. 
Acum se poate verifica ușor că 


y(i) =: (0sisl) 
ete (1s) 


este o soluție a ecuaţiei integrale şi deci a ecuaţiei diferenţiale omogene, 

în sens larg. Se observă că nu este o soluţie a ecuaţiei diferențiale omogene, 

în sensul obişnuit, pentru t=1. Vom anticipa, că o soluţie în sens obişnuit 

poate să nu existe, deoarece 2u(t)—u(t—1) nu este continuă ; mai mult, se 
t 


ştia că o soluție în sens larg există deoarece | [2u(7)—u(t—1)]dr există 
0 


pentru orice t finit. În plus, teorema ne spune că soluția găsită este unica 
soluție continuă şi deci nu e nevoie să mai căutăm alta. 

Să considerăm acum o presupunere privitoare la soluția ecuaţiei de 
stare, omogenă. Anume, presupunerea că Y(!)”! există pentru orice t> te 
finit. Cu referire la cap. 1, se poate verifica uşor că : 


Y| = $ Şi e ta A (36) 


k=1 }=1 


unde prin yy s-a notat elementul (l, k) din Y şi prin Ap, cofactorul (l, k) 
din Y. Din (21) se ştie că: 


dy. n 
i = Y, tan Ymr (37) 


unde a, este elementul (l,m) din £ ; de aceea 


£ lY| = Ş y S. aim Ynt Ån- (38) 


kallal m=1 


Deoarece Y, ym: A = Sm | Y|, se obține: 
kai 


FIYI $ $ om Bwl = (cari (39) 
lal 


la ll mal 
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Ex ———————————————————— a 


Reamintind definiţia pentru urma (tr) unei matrice, se vede că 
Sau = tr £. Astfel, 
ll 


d , 
— IY] = (tr) Y|. 40 
în. l=| MIY] (40) 


Aceasta este o ecuație diferențială scalară de ordinul 1, pentiu deter- 
minantul lui Y. Soluția este, evident 


t 
Y= expl] ear (c)ăc Da) 
-0 
Dar, cum Y(t) = U implică | Y(t,)| = 1, rezultă 


| Y (t)| = exp | | tr (car (41) 


lo 


Acum este evident că Y(î)-1 există, —| Y(t); #0, — cu condiţia ca 
t 
í [tr /(2)] dz să fie finită pentru orice t > t, finit. Dacă oricare din cele 


to 
t 
două teoreme precedente este satisfăcută, | £ (7) d= este finită pentru 
- lo 
l t 
t > ta; prin urmare | [(te 2 (=)] d7 = tr | A (3)d= este finită pentru 
lo to 
t> to. În concluzie, Y(t) este nesingule:ă, cu condiția ca una din teoremele 
1 și 2 de mai sus să fie satisfăcută. 


Soluția ecuaţiei de stare — Existenţă şi unicitate 


Ne întoarcem iar la ecuaţia de stare (neomogenă) p:opriu-zisă. Tre- 
buie precizat mai întîi ce constituie o soluție. Vom spune că x este o soluţie 
în sens obișnuit, cînd ecuaţia de stare (18a) este satisfăcută pentru orice 
i>lo finit, cu dx/di la t=t, considerată ca o derivată din dreapta. Urmă- 
toarea teoremă se referă la existenţa unei soluţii în sens obișnuit. 


Teorema 3. Fiind dat orice x (tg), ecuația de stare (18a) are o soluție 
unică, în sens obişnuit, egală cu x(t9) la momentul tg, dacă £ şi Be sînt 
funcții continue de t, pentru te St < œ. 


1) Vezi nota din subsol 2) din pag. 693. 
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0 m auii- 


Cind condiția de suficiență de mai sus nu este satisfăcută, din cauză 
că A şi (sau) Be nu sint continue, va fi totuşi posibil să se găsească un x 
care să satisfacă ecuația de stare pentru aproape toate valorile lui t> t. 
Pentru a face aceasta posibil trebuie să introducem ecuaţia integrală aso- 
ciată, cum am făcut în cazul ecuației omogene. Aplicind integrala la ambii 
membri din (18a), de la t, la t, se obține 


30 = xtt) + [a7(2) x(5) + a(o)elo)ae. (42) 


to 


Vom zice că x este o soluție a ecuaţiei de stare (18a), în înţeles larg, 
dacă satisface ecuaţia integrală (42) pentru orice t> t, finit. Rezultă că 
X va satisface ecuaţia integrală, dacă și Ze sint funcţii local integrabile. 
Așadar se poate enunţa următoarea teoremă : ”. 


Teorema 4. Fiind dat orice x(!), ecuatia de stare (18a) are o soluţie 
unică, continuă, în sens larg, egală cu x(t) la timpul to, dacă £ şi Be sînt 
functii local integrabile pentru t > te. 

Se observă că condițiile de suficiență ale acestor două teoreme includ 
şi pe cele corespunzătoare la teoremele de existență pentru ecuația omo- 
genă. Aceasta este interesant de ştiut. Rezultă, că, dacă ecuația de stare 
are o soluţie unică, ecuația omogenă posedă şi ea o soluție unică. Cu alte 
cuvinte metoda variaţiei de parametru este o metodă valabilă, prin 
care se poate obţine soluţia, ori de cite ori ecuaţia de stare posedă 
o soluție. 


Trebuie remarcat că, în aceste teoreme, condiţiile sint numai condiții 
suficiente, iar nu condiţii necesare şi suficiente. Astfel, chiar dacă aceste 
condiţii din teoreme nu sint satisfăcute, o soluţie poate exista și de fapt 
poate exista o soluție unică. 


S-ar părea că discuţia precedentă se referă la adevăruri evidente sau 
banale. Oare nu are orice circuit real o soluţie? 


Pentru a ilustra că nu este înțelept să admitem orbeşte existența 
unui "ăspuns unic de stare, să considerăm circuitul arătat în fig. 10.4. 
Ecuația de stare pentru acest circuit se găseşte uşor că este? : 


1 Vezi nota 1) de la pag. 693 

2) Aici şi în tot acest capitol, dacă partea dreaptă a unei ecuaţii de stare indicată nu este 
definită ca un set distinct de puncte în f, pentru x fix, trebuie presupus că partea dreaptă a 
ecuaţiei de stare este zero în aceste puncte. În acest caz se va căuta numai soluția în sens larg. 
astfel că situatia de mai sus nu va efecta rezultatul. 
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+ Convertor 

A de 1 Q 
y. negativare — 
pafi Ie 


Fig. 10.1. Circuit variabil in timp care nu are o soluţie 
unică. 


Presupunem că q,(0)=0. Atunci, se poate verifica ușor că expresia 
qı = «exp (—t4) (43) 


este soluția pentru orice valoare finită a lui «. În fig. 10.5 sînt arătate mai 
multe soluții. Prima observație de făcut este că nu avem cazul cu soluția 
unică. 


4 dah 
J = 9 


2 = 2 


-7 a=-| 
-2 o=—2 
- 3 a=-I 


-4 qd=-4 


Fig. 10.5. Mai multe soluții, cu aceeaşi valoare 


inițială. 


Într-adevăr, nu există nici o bază pentru a anticipa o soluție unică. 
Condițiile de suficiență din teorema a 2-a de mai sus nu sint satisfăcute; 


t t 
adică | sina=] [4/55] dz nu există pentru orice t>0. Mai mult, 
lo 0 


nu avem nici o bază pentru a anticipa măcar că există vreo soluție. De 
fapt nu există nici o soluție dacă valoarea inițială q,(0) este diferită 
de zero. 
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Circuite periodice 


Clasa circuitelor variabile în timp este foarte cuprinzătoare, dacă nu 
se menţionează nimic despre forma variaţiei în timp. Este de aşteptat ca, 
pentru unele forme speciale de variaţii în timp, să se poată obține rezul- 
tate suplimentare asupra soluţiei, care să fie valabile pentru acele clase de 
funcţii de timp” dar nu pentru altele. O clasă deosebit de importantă de 
funcţii de timp este aceea a funcţiilor periodice. Vom considera acum cazul 
special cînd matricea æ% a unui circuit variabil în timp este periodică. În 
acest caz este posibil să se stabilească unele proprietăți suplimentare ale 
soluţiei Y a ecuației omogene (21). Vom presupune că +7 este periodică, cu 
perioada T; adică (+ T)= A(t) pentru orice t. 

În primul rînd se găsește că, dacă Y(t) este o soluţie a lui (21), atunci 
şi Y(t+T) este; adică, dacă avem o deplasare a variabilei timp, cu o 
mărime egală cu perioada lui /, atunci o soluţie a lui (21) va rămîne și 
aici o soluție. Pentru a arăta aceasta, să notăm că (+) satisface condiţia : 


EA Y(1) =x (7) Y(1). (44) 
dr 


Punind ==t+ T se observă că 
d?(7)/dr = (AY (t + 7)/dt) (dt/d-) = AY (t + T)/dt. 


De aceea (44) devine, 
DN D= A t+ DYU T) = A YE T) (45) 


deoarece 7 este periodică, astfel că x (t + T)=4x4 (t). Comparînd această 
ecuație cu (21) se constată că Y(t+ T) este o soluție a ecuației omogene. 

Vom căuta acum să stabilim unele proprietăți ale soluției lui (21), 
cînd (t) este periodică. În particular, ne vom ocupa de stabilitatea solu- 
ției. În cele ce urmează se va presupune că sînt satisfăcute condiţiile sufi- 
ciente, care garantează soluţia unică pentru (21). Atunci, Y(t+T) este 
soluţia unică, avind valoarea Y(t + T) la timpul tọ. Cum Y(t) este nesingu- 
lară pentru t>tọ matricea inversă Y(!,) 1 există. Acum se poate defini o 
matrice constantă M, care există 


M = Yo) Y(t + T). (46) 


Este uşor de verificat că Y(t) M este o soluţie a lui (21) şi deci soluția 
unică, avind valoarea Y(4)M la timpul tẹ» Dacă premultiplicăm (46) cu 
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(0), se vede că se obține Y(te+ T)=Y(t,)M. De aceea, — deoarece solu- 
ţia lui (21), cu valoare iniţială Y(t+T)=Y(t,)M, este unică, urmează că 
soluţiile Y(t) şi Y(t+ T) sînt în relaţie liniară, adică 


Y (+T) =Y (t)M. (47) 


Acesta este un rezultat important și ne vom întoarce la el în curînd. 
Dar, mai întîi să arătăm că matricea M poate fi exprimată ca o exponențială 
maâtriceală de forma 


M = e? (48) 
Trebuie doar să se arate că InM există şi deci 


L 


P =—mM (49) 
T 


există și ea. Se observă că M este nesingulară, deoarece atit Y(t,)-!, cît 
Şi Y(t94+ T) din (46) sînt nesingulare. Din d(s)=—det (sU—A) se vede că, 
punind s=0, determinantul matricei este egal în modul cu termenul 
constant din ecuația caracteristică a matricei. Apoi, cum termenul con- 
stant este egal în modul cu produsul valorilor proprii ale matricei, se poate 
deduce că nici una din valorile proprii ale matricei nesingulare M, notate 
prin $s; nu este zero. 

Să notăm prin k numărul valorilor proprii distincte ale lui M și prin 
r; ordinul lor de multiplicitate. Matricele constituante din M le notăm prin 
K,, cu î=1... k şi j=1,.... r; Aplicînd dezvoltarea după matrice consti- 
tuente din paragraful 4.4., avem : 


| Ea, [ 1 di-l ! 
P=— f $ Ko | ar goi? ’ (50) 
T Sija (j—1)! ds? i 
unde, pentru j >1, di7} In s/ds17! este egal, bineînțeles, cu (—1)'-2(j—2)!/sii. 
Cum nici una din valorile proprii nu este zero, aceste cantități, ca şi In s,, 
sînt finite. Deci P există. 

Se observă că matricea P nu este definită în mod unic. Aceasta este 
o consecință a naturii polivalente a expresiei Ins, Diferitele valori ale lui 
In s; diferă între ele printr-un termen adiţional j2nn. În definirea lui P 
oricare din aceste valori ale lui In s; este satisfăcătorare. 

Pentru a obţine informaţii suplimentare asupra soluției, să presupunem 
că Y(t) se poate scrie ca un produs de două funcţii. 

În particular, să considerăm 


Y) = Qie", (51) 
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unde P este dat de (49) şi Q(t) este o matrice ce urmează a fi determinată. 
De fapt, această expresie poate fi inversată, ca să rezulte Q(t), astfel. 


QU) Y =Y (tje -ri-o (52) 


Acum se poate folosi relația (47) pentru a găsi ceva privitor la Q(t). 
Înlocuind pe (51) în (47) se obține : 


Q (t + TEPI- = Q(t)?! -OM = Q(t)jert-toePT, 
Ultima deducere rezultă din (48). Prin urmare 
Q(t + T) = Q0(i); (55) 


ceea ce înseamnă ca funcţia Q(?) este periodică, cu aceeaşi perioadă T ca 
i d. 

Este stabilit acum că Y(t) poate fi exprimat ca un produs a unei ma- 
trice periodice Q(t), cu o exponențială matriceală e?!-W, Deoarece se 
ştie că Y(t) este continuă, Q(t) va fi şi ea continuă şi deci mărginită ” pe 
intervalul închis între t, și to+- T. Atunci, cum Q(t) este și periodică, va fi 
uniform mărginită pentiu orice tip. În consecință, comportarea lui 
Y(:), cînd i tinde către infinit, este guvernată de comportarea exponenţialei 
zPt-t, 'Pinindu-se cont că valorile caracteristice ale lui P sint cunos- 
cute ca erponenţi caracteristici ai lui 7, se pot face următoarele observații : 

1. Dacă toţi exponenţii caracteristici au partea 1eală negativă, atunci 
ePi-l şi deci Y(t) tind spre zero cînd t tinde spre infinit. 

2. Dacă toți exponenţii caracteristici au partea 1eală nepozitivă, atunci 
ef!) gi deci Y(t) sint mărginite cînd t tinde spre infinit. 

3. Dacă unul sau mai mulți exponenţi caracteristici au partea reală 
pozitivă, atunci °t- şi deci Y(t) sînt nemărginite cînd t tinde spre 
infinit. Este recomandabil să se verifice aceste enunţuri. 

Astfel, stabilitatea soluției este legată de matricea P. Aceasta, la 
rindul ei, este legată de M, prin (48) sau (49), și M este legată de soluţia 
lui Y, prin (46). Totuşi, această succesiune de legături nu ne folosește mult. 
Noi trebuie să cunoaștem pe P, pentiu ca să putem spune ceva despie 
comportarea soluţiei, fără să fie necesar să găsim efectiv pe Y(t). Din 
păcate, nu există o procedură generală prin care să se detemine P, fără 
cunoaşterea lui Y. Valoarea teoriei soluţiilor pentru s periodic nu con- 
stituie deci un instrument de calcul, ci un mijloc pentiu a ajunge la alte 
rezultate teoretice, mai folositoare. Se va vedea aceasta mai clar, mai de- 
parte. 


1) O matrice se zice că este mărginită, dacă toate elementele componente sînt mărginite” 
Ele nu sint mărginite, dacă unul sau mai multe elemente nu sint mârginile. 


702 10. CIRCUITE LINIARE VARIABILE IN TIMP ȘI CIRCUITE NELINIARE 


În încheiere, trebuie observat că atât e?i-, cît şi Q satisfac anumite 
ecuaţii diferenţiale. Astfel, exponenţiala eP/-W satisface 


d i 
—X=PX 56 
d, i (56) 


cu X (t)=U. În ceea ce priveşte Q, înlocuind pe Y(t) din (31) în (21), se 
obține : 


d 
— U= — OP 57 
aid Q—QP, (57) 


cu Q(t) =Y (to). 


10.3. PROPRIETĂȚI ALE SOLUȚIEI ECUAȚIEI DE STARE 


Sîntem gata acum pentru a începe studiul proprietăților soluțiilor 
ecuației de stare, pentru un circuit variabil în timp. Aceasta se va face prin 
comparație cu un circuit oarecare de „referință“, despre a cărui soluție 
avem unele cunoștințe. 


Lema lui Gronwall ” 
În acest studiu ne vom baza mult pe următorul rezultat din analiza 
matematică, pe care-l vom discuta deci, în primul rînd : 


Lema. Dacă 
p(t) Ly+ | [V(5)g(5)+- 02), (58) 
lo 


unde ọ, v, și 0, sînt funcţii continue nenegative de t, pentru t>t, şi unde 
y este o constantă pozitivă, atunci 


olt) <vexp | f [(=)+ eo) (59) 


D Această lemă mai este cunoscută și ca lema Gronwall-Bellman, în lucrările de analiză 
matematică. 
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Acest rezultat se numește Lema lui Gronwall și se demonstrează după 
cum urmează. Din (58) se vede că 


POSE | AREA EE A <l. (60) 
v+ [u(2)e(7)+0(7)]dz 


Dacă multiplicăm ambii membri cu funcția nenegativă b(t) şi adu- 
t , 
năm 0()/ hf [V(7)e(7) etenă la ambii membri, se vede că se obţine, 


AONE e itp at ct ee PE n COT 


t SS 
$ | LYC) p(t) +07) ]d7 y+ l [u(2)op(7)-+ 0(7) d= 


lo 


Se observă că v(7)9(7)+0(7)>0 și, prin urmare, 
| [V(7)e(7)+8(7)]dz>0. Astfel, 6(4)/ 4; + [v(7)e(7 retea] <0(1)/y. 
lo 
Folosind această inegalitate în (61), se oiie 


a MODENO o aa ao, 
y+ | [Y(*)e(7)-+8(7)Jd= Y 


Integrind ambii membri, de la t la t, rezultă 
n frf COLGELE ae) —my< f; [uotis 
ceea ce este echivalent cu 
+ | WEOL exp (Na 3 


Combinind (58) cu (62), se obţine inegalitatea indicată (59). Prin 
aceasta, se termină demonstraţia. i 
Acum, să ne întoarcem la ecuaţia de stare, pe care o reprezentăm aici : 


t x(t) = £ (t) x (t)+ 2 (t) e(t). 
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RR  —— 2 


Vom presupune că membrul doi este legat, într-un sens încă nedefinit, 
de membrul doi al ecuației omogene de referinţă. 


Zain = £ (t) x(t). 


Mai presupunem că toate soluțiile ecuației de referință, fie că se apro- 
pie de zero cînd t tinde spre infinit, fie că sint mărginite. Ar fi de dorit să 
deducem, în consecință, că toate soluțiile ecuației de stare originală, fie că 
se apropie de zero, fie că sînt mărginite. Următoarele cîteva teoreme stabi- 
lesc condițiile precise, după care aceste deducții sînt valabile. Condiţiile 


impuse de teoreme privitoare la diferența dintre (t) şi At), şi asupra lui 
B(t)e(i), stabilesc în ce sens ecuaţia de stare este legată de ecuația omogenă 
de referinţă. 


Proprietăţi asimptotice relative la o referință 
invariantă în timp 


Pentru circuite a căror ecuaţii de stare sînt legate (asemănătoare, în- 
tr-un sens) de o ecuație omogenă invariabilă în timp, avem următoarea 
teoremă: 


Teorema 5. Dacă toate soluţiile din 


Y = dy, (63) 


unde £ este o matrice constantă, sînt mărginite când t — œ, atunci toate so- 
luțiile din 


x = £ (t) x + 2(be(t) (64) 
sînt mărginite cînd t —oco, cu condiţiile 


(az — dl dt < o (65a) 


(7 8m elt)! dt < o. (65b) 
- 4 
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(Barele duble denotă norma matricei sau vectorului încadrat. În cap. 1 
s-a tratat despre norme, care vor fi aplicate mai mult în restul prezentului 
capitol). 

Această teoremă are o deosebită valoare, deoarece este foarte ușor 
să se stabilească dacă toate soluţiile ecuaţiei de referință (63) sînt sau nu 
mărginite. 

Reamintim că evt- v(t) pentru orice y(t) este o soluţie a lui (63). Re- 


zultă atunci imediat, din dezvoltarea în matrice constituente a lui ey'-to, 
că toate soluţiile vor fi mărginite, dacă nici una din valorile proprii ale 
lui / nu are partea reală pozitivă. 

Demonstrația teoremei 3 este următoarea. Se serie ecuaţia de stare 
în forma 


i = AX + [4(t) — dh + albe). 
Acum se poate arăta uşor că o ecuaţie integrală echivalentă este 


x(t) = y(t) + | edt- ([af(s) — A] x(s) + a()e(7)) ds, 
te 


unde y(t) este soluţia ecuaţiei de referinţă (63), cu y(t) = X(t) şi e7“ -7 
este matricea de tranziţie asociată cu (63). Luînd norma în ambii membri a 
ecuaţiei integrale, aplicînd inegalitatea triunghiularăi, şi folosind inega- 
litatea pentru un produs de matrice, se obţine relaţia : 


HADH < YOI +G esto (Iar) — AIRCE) Bel) ar 
hO 


Cum toate soluțiile lui (63) sînt mărginite, |] y(t) || şi |e% -®]|, cu 
ta < 7 < t, trebuie să fie mărginite pentru t > te. 
Fie marginele respective y >0 şi è>0. Atunci 


x]! <t Blai IIx(z)1| + 811 Bir) el) lld. 
h 


1 Termenul „inegalitate triunghiulară” aplicat pină a@um relației 


Mx + all Hx! + ll, 
k b 
va fi aplicat acum relației integrale || ( x(=) d7ll <| Ix (=) dr. 
a -s 


Aceasta este o extindere naturală a primei inegalităţi, dacă se consideră integrala ca o 
trecere la limită a unei sume. 
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Această expresie are forma din (58), astfel, încît se poate aplica lema 


lui Gronwall. Se asociază ||x(t)|] cu ọ(t), SIA) — | cu v(î) şi 
ò|] 2(t)e(t)!|] cu O(t). Atunci, pe baza lemei avem 


x(t) ti < vei) [911 at(s) — || + BMILAN] 
to 


<ref EBla- ewlad: 


A doua inegalitate este obținută punind pe t să tindă spre infinit. 
Membrul al doilea al acestei expresii este finit, din cauza condițiilor (65) ale 
teoremei. Astfel | |x(t):! este mărginită şi, implicit, x(t) este mărginită cînd 
t > œ. Teorema a fost astfel demonstrată. 

Se observă că această teoremă, ca şi altele ce urmează, nu oferă o 
metodă practică cu ajutorul căreia să se poată descoperi proprietățile de 
stabilitate ale soluției. În schimb, dacă este dată o ecuație de stare ca (64), 
teorema ne spune că trebuie să verificăm mai întîi că norma lui Ze este 
integrabilă pe toată scara infinită a timpului. Apoi trebuie să căutăm o 


matrice constantă £, fără valori proprii în semiplanul drept, şi, în sfîrşit, 


trebuie să verificăm că norma lui (t) — <£ este integrabilă. Atunci putem 
conchide că soluţia ecuaţiei originale rămîne mărginită cînd t —> œ. 


Absența valorilor proprii a lui æ în semiplanul drept nu exclude pre- 
zența uneia sau mai multora pe axa ju. Totuşi, dacă toate valorile proprii 


ale lui æ sînt în semiplanul sting deschis, ele vor avea partea reală negativă. 
Atunci toate soluţiile ecuaţiei omogene de referinţă (6-1) se vor apropia de 
zero. Cum aceasta este o proprietate mai restrictivă decit; „„mărginirea”, 
ar putea servi, eventual, pentru slăbirea condiţiilor (65). Teorema urmă- 
toare ne arată cum se poate obţine aceasta. 


Teorema 6. Dacă toate soluţiile ecuat 

y =y, (03) 
A 

unde sI este o matrice constantă, se apropie de zero cînd t — œ, atunci toate 


soluțiile ecuaţiei 


Ta = (x + AN elt) (64) 
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sînt mărginite, cînd t — œ, cu condiția 


(in — sita < e (66) 


ta 
şi Z(t) e(t) este mărginită pentru t > te. 


Adică, dacă sf nu are valori proprii în semiplanul drept și nici pe axa 
jw, atunci norma lui Ze nu trebuie să fie integrabilă pe tot timpul infinit. 
Este necesar numai ca e să fie mărginită. 


Demonstrația este următoarea. Se pornește de la ecuaţia 


d A 
~Z = 7 + Z(t elt). 
7 (t) e(t) 


Soluția acestei ecuații, cind Z(t) = 0, este 


z(t) = | vii -” A(z) e(7) dr. 


ta 


Luind norma în ambii membri ai acestei ecuații și folosind inegali- 
tățile obişnuite pentru norme, obținem : 


t A 
IZI KÈ Liese- 211 ii ao) ef) ds. 
eha 


Prin ipoteză, toate soluțiile lui (63) se apropie de zero cind t —> œ ; 


de aceea, toate valorile proprii ale lui 7 au partea reală negativă. Astfel, 
există constante pozitive a şi 5, care satisfac inegalitatea !2 %i'-2!| < 
< 8 s- 2t-2, Se recomandă să se verifice acest enunţ şi să se indice cum 
pot fi alese valorile a gi 3. Mai departe, 2(t) e(t) este mărginită pentru 
t> to; de aceea norma ei este mărginită. Fie 8 o margine (limită) pentru 
['2(t)e(t)||. Înlocuind aceste margini în inegalitatea de mai sus, se ajunge la 


A t 
l anni < (B8 e775 ds =È pi crater, 


b a 


Această inegalitate arată că ||x(t)|! și deci z(t) sînt mărginite pentru 
tE la 
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Să punem acum w = x — Z. Prin diferenţiere se obţine dw/dt=dx/dt — 
—z/di. Cum ecuaţiile diferenţiale pentru x și z determină pe dx/dt şi 
dz /dt, se poate stabili uşor că w satisface ecuaţia diferenţială, 


L w= A) [a-i ao. 


Această ecuație este asemănătoare cu ecuația de stare tratată in 


teorema precedentă (Teorema 5), cu [2(t) e(t) înlocuită prin [x (t) — Pi z(t). 
Astfel, dacă avem 


(Ii -A d< o, 


to 


atunci concluzia teoremei precedente se aplică şi w(t) este mărginită cînd 
t— œ. Inegalitatea este evident adevărată deoarece : 1) se aplică condi- 
ţia (66) ; 2) ||z(t)|]| este mărginită pentru t > t, și 3) există inegalitatea : 


(i L(t) — afl z(t) 11t < f L(t) — fil zona. 


lo 


S-a stabilit acum că z(t) şi w(t) sînt mărginite cînd t—> œ. Atunci 
x(t) = w(t) + z(t) este mărginită cînd t—> œ și teorema este demonstrată. 

Situația devine mai bună dacă nu există excitație exterioară, adică 
A(t) e(t) = 0. Atunci concluzia ultimei teoreme poate fi întărită. 


Teorema 7. Dacă toate soluțiile ecuaţiei 


unde æ este o matrice constantă, se apropie de zero cînd t —> œ, atunci toate 
soluţiile ecuaţiei 


d 
~x = A(t) X 
PP (t) 


se apropie de zero cînd t —> co, cu conditia ca || A(t) — A|| <a[8 pentru 
t> to 
Constantele x şi 3 au aceleaşi sensuri ca cele din teorema precedentă. 
Demonstratia teoremei 7 este lăsată ca exercițiu pentru cititor. 
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Pentru a ilustra a doua din cele trei teoreme precedente să considerăm 
an filtru ca în fig. 10.6. Ecuația de stare se scrie ugor astfel 


de - —2 43 t7! 1—3 te Oire | 
t d3 | = 1—3te”? —2+3t™ 1|} g 1+10 [5 sin (w, t+ 60)]. 
Q4- 0 1 —]. q4. 0. 


far (1-39 rg 


Fig. 10.6. Circuit variabil in timp. 


Dacă It (t)— d: '| trebuie să fie integrabilă de la î, la œ, atunci 


trebuie ales ss astfel ca lim (4 (t) — 7) = 0 cînd t—> œ. În consecinţă, 
din examinarea lui s (t) se vede că 


—2 10 
da 1 -2 1 
0 1 -1 


Apoi se determină polinomul caracteristic a lui d. Algoritmul matricei 
rezolvate, după cap. 4, poate servi la această determinare, printr-o me- 
todă strict numerică. Astfel, se găseşte polinomul caracteristic 

d (s) = 83 + 5s? + 68 +1. 


Folosind criteriul lui Routh discutat în cap. 9, se găseşte, prin metode 
strict numerice, că toate zero-urile lui d(s) au partea reală negativă. De 
aceea, toate soluţiile lui (63) se apropie de zero, cînd t — co. 


Formăm norma expresiei (t) — £ 
3te”! —3te”! 0 
Al — A = | 3t 3t 0 
0 0 0 


710 10. CIRCUITE LINIARE VARIABILE ÎN TIMP ȘI CIRCUITE NELINIARE 


apoi 
I(t) — ll = 6t. 


S-a ales în mod arbitrar, în acest exemplu, folosirea normei vectorului 
sumă de module și a normei matricei asociate. Acum, deoarece avem 


[ | A (t) -ddt =| eteta =o + te, 


ta to 
condiţia (66) din Teorema 6 este satisfăcută. În sfirsit, 


1 
B(t) e(t) = | 0 | [5 sin (wt + 0)] 


0. 
este mărginită. 

Astfel, toate condiţiile Teoremei 6 s-au găsit că sint satisfăcute. Deci, 
pe baza teoremei, avem că x(t) = [g(t) qa() q(0)], este mărginită cînd 
t-> 0. Se observă că s-a stabilit acest lucru fără să se calculeze explicit 
soluţia ecuaţiei de stare sau a lui (63). 


Proprietăţi asimptotice relative 
la o referință periodică 


Ne vom îndrepta acum atenția spre circuite care sint aproape de o 
descriere a lor printr-o ecuație omogenă cu coeficienți periodici. Vom 
numi acesta, o ecuaţie de referință omogenă periodică. Teorema ce urmează 
se referă la caracterul mărginit al vectorului de stare. 


Teorema 8. Dacă toate soluţiile ecuaţiei 
d A 
ea y = A A y 6T 
di (î)y, (67) 


A 
unde A(t) este periodică, sînt soluții mărginite pentru t — co , atunci toate 
soluțiile ecuației 


d 
— x = A(t) x + Z(t) e(t 
I A(t) x + 2(6) eft) 
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————— ———_—————— 


sînt mărginite cînd t > co, cu condițiile 


f l A(t) — At) idt < co (68a) 
[| 


n 


(ave d< o. (68b) 


- lo 


Demonstrația acestei teoreme se bazează pe faptul că orice soluție 
a lui (67) poate fi exprimată sub forma Q(t):”t-'® y(t), pentru un y(t) 
oarecare, unde Q(t) este nesingulară și periodică, iar P este o matrice con- 
stantă. Pentru a incepe, să scrie mai întîi ecuația de stare sub forma 


d A ` 
Er A) X + EL) — Alt) x + 2t) elt). 


Considerăm că y(t) este soluția ecuației de referință (67), cu y(t) = 
= X(t); atunci, folosind matricea de tranziție Q(t) e"l- Q(7)-1, asociată 
cu (67), ecuaţia de stare: va putea fi pusă în forma ecuației integrale 
echivalente 


x(t) = y(i) + í Q(6) Pe- OTELLO) — Alx) + 200) e(7)) dr. 


Luind norma în ambii membri ai acestei ecuaţii şi aplicind inegali- 
tăţile obișnuite referitoare la norme, se obţine : 


Lxi < is) + | 100)! Iere] HO) 


x (lst(2) — s7(s)il lat) + Bl) ls). dz. (69) 


Cum toate soluţiile ecuaţiei de referință (67) sînt mărginite, || y(t) || 
este mărginită pentru >t, şi nici unul din exponenţii caracteristici aso- 
ciați cu (67) nu au partea reală pozitivă. Astfel ||e?(-”||, cu <7 <t, 
este mărginită pentru >t, Deoarece Q(t) este nesingulară și periodică, 
LOIL şi (O(t)?! cu tsi, sint mărginite pentru t>t, Fie y şi 
5 marginile corespunzătoare pentru !|v(?)!| și IOI |l=?-2|: I QC) 
Folosind aceste margini în (69), se găsește că 


ID rr) BESE) = ate) til + Bla) ete). 
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m e iee 


sînt mărginite când t —> œ, cu condițiile 


| A(t) — sit) ide < o (68a) 
(| IAD etil dt < o. (68b) 


Demonstrația acestei teoreme se bazează pe faptul că orice soluție 
a lui (67) poate fi exprimată sub forma Q(t)s”!-* y(t), pentru un y(t) 
oarecare, unde Q(t) este nesingulară și periodică, iar P este o matrice con- 
stantă. Pentru a începe, să scrie mai intii ecuaţia de stare sub forma 


l 
q XDA HAN) — AIX + Met). 


Considerăm că y(t) este soluția ecuației de referință (67), cu y(tọ) = 
= X(t); atunci, folosind matricea de tranziție Q(î) =7-2 Q(t), asociată 
cu (67), ecuaţia de stare va putea fi pusă în forma ecuației integrale 
echivalente 


x(t) = y(t) + í Q) Pe- OTELA) — ad(5)]x(5) + a(2)e(7)) de. 


Luind norma în ambii membri ai acestei ecuații şi aplicind inegali- 
tăţile obişnuite referitoare la norme, se obţine: 


ist) i < 10 i+ | 1001 I eP- O 
x (1 t(5) = IC X(C) + LB) el); ydr. (69) 


Cum toate soluțiile ecuației de referință (67) sînt mărginite, || y(ċ) || 
este mărginită pentru ł>t, şi nici unul din exponenţii caracteristici aso- 
ciaţi cu (67) nu au partea reală pozitivă. Astfel ||eft-”||, cu tort, 
este mărginită pentru iœt, Deoarece Q(t) este nesingulară gi periodică, 
QOG şi 1Q0(7)21], cu test, sint mărginite pentru >t, Fie y şi 
à marginile corespunzătoare pentru !|v(?)|| și |1Q(0|| |l=?-2|: 1O71. 
Folosind aceste margini în (69), se găsește că, 


Isis + Bio) = ads) tz) + late) els)illde. 
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Aceasta este forma la care se poate aplica lema lui Gronwall. Dacă 
mai facem ca t să tindă spre infinit, rezultatul devine: 


IXOS vesp (| ratare) — Aol Blaas}. 


Apoi, din condițiile (68) ale teoremei, rezultă că || x(î)|. este mărgi- 
nită şi deci x(t) este mărginită cînd t->œ. Astfel, teorema s-a demonstrat. 

Din nou condițiile teoremei pot fi ugurate, dacă i se aplică lui (t) 
restricții în plus. În loc de a cere numai ca soluțiile ecuației de referință 
omogenă periodică (67) să fie mărginite periodic, vom cere ca ele să se 
apropie de zero cînd t->œ. Atunci condițiile (68) pot fi uşurate. Aceasta 
este enunțat mai precis în teorema următoare : 


Teorema 9. Dacă toate soluţiile din 


d A 

— v= A(t), 

T (0) y. 

unde s(t) este periodică, se apropie de zero cînd t —> o , atunci toate solu- 
țiile din 


< x = A(t) x + A(t) elt) 


sînt mărginite cînd t > œ, cu condiția 


| g(t) — A(t) ldt < « (70) 


și Blt) elt) să fie mărginită cînd > ty. 

În demonstraţie, care nu se dă aici, trebuie urmărit ca toți exponenţii 
caracteristici să aibă partea reală negativă. Aceasta este implicat prin 
presupunerea că toate soluţiile lui (67) se apropie de zero cind t-> oc. Deci, 
există nişte constante pozitive a şi ß, astfel ca || sPi-2|| < s-a”, 

În sfîrșit, ca şi în teoremele precedente, dacă lipseşte excitaţia, adică 
2(i)e(î)m0, — concluzia poate fi făcută mult mai riguroasă. 


Teorema 10. Dacă toate soluțiile din 


d A 
2 = AOV. 
Pr (t) X: 
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unde sI (i) este periodică, se apropie de zero cînd t—o0, atunci toate soluţiile 
din 


LA = Á (t) X 
dt 


se apropie de zero cînd t—>oo, cu condiția ca Nr) — A(t) il<, pentru 


t>to unde B este o constantă pozitivă ce depinde de £ (t) gi este stabilită în 
demonstrație. 


Demonstratia este similară cu cea pentru Teorema 7. 


Sin LL Cos tN 


Fig. 10.7. Circuit variabil în timp, cu ecuație de referință 
omogenă periodică. 


Pentru a ilustra prima din ultimul lot de teoreme, se consideră circu- 
itul din fig. 10.7. Ecuația de stare este 


my e -1 -l fh 1 
< = -sint o || as [+] sint] [2ta]. 
( 

r et! 0  —cost]l La 0. i 


Norma expresiei, ||! ()— 4t), va fi integrabilă de la î, la infinit, 
numai dacă lim [4 (t)— x (t)])=0. Astfel, din examinarea lui A(t) rezultă : 
lo% 


2 —l —1 


—sin t 0 
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Se poate demonstra că soluția ecuaţiei de referință (67) este: 


t 
eat-l0: —\ e—20(-0) gcos 7 = cos to dz a | gT- g —sin ẹ? —sin tod- 
“(o to 
t) = víta). 
yl ) 0 gcos t—cos t, 0 yllo) 
0 0 g —sin l+sla lg 


Se vede că, pentru orice y(t), soluția este mărginită cind t—oo. 
Să examinăm apoi expresia : 


0 00 
At At = |e 0 0 


e~“ 0 0 
şi 
2ts-t 
Z(t)e(t) = | 2t sin te“! 
0 
Pentru norma acestor expresii obținem : 
L8 (0 — la” 
Şi 


|i 2 (bet) | iz =2 teo. 


Se menţionează că norma de maximum modul a vectorului este mai 
convenabilă pentru această problemă, decit norma de sumă de module, 
aceasta din urmă fiind o expresie foarte complicată pentru 2(t)e(t). 

În particular, 

||B(be(0) || „=2tes- + 2t i sin ti e~t. 


Este clar că cele două condiţii (68) sînt satisfăcute, deoarece 
| -ANa dt=e < o 


to 


şi 
(T ADELN i dt=2(1 + tpe< o. 


la 
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Astfel, condițiile teoremei 8 sint satisfăcute și vectorul x=(q, A MT 
este mărginit cînd t— œ. Spre deosebire de aceasta, în exemplul anterior 


era necesar să se rezolve ecuaţia omogenă dy/di=7(î)y. Astfel, faptul că 
A(t) nu este o constantă atrage după sine o muncă mai mare pentru apli- 
carea teoremei, decit în cazul cînd (t) este constantă. 


Proprietăţi asimptotice relative la o reierință 
generală variabilă în timp 


S-au discutat pină aici citeva teoreme care stabilesc condiţiile ca so- 
luţia unei ecuaţii generale de stare (64), să posede proprietăţi de mărgi- 
nire asimptotice. Aceasta s-a făcut în legătură cu soluţia unei ecuaţii de 
referință omogene, de forma 


d A 
—y =J(by. (1 
PÈ] () + (71) 


S-au considerat două cazuri: 1) d (t), matrice constantă şi 2) £ (t) 
matrice periodică, Cind  (î) nu este limitată la aceste cazuri, dar se admite 
că soluţia lui (71) are proprietatea asimptotică corespunzătoare, — ar fi 
tentant să se presupună că soluţia generală a ecuației de stare va avea 
proprietăţi asemănătoare, dacă (t) și 2(t)e(t) satisfac condiţii asemănă- 
toare. Această presupunere ar fi însă incorectă. Se pot da exemple pentru 
a dovedi aceasta. 


Exemplu. Presupunem că 


—y 9 
ral ara 
e=tt sint — lcost—2v 
0 
2a(0e (0) = | | 
0 


a =y 9 
d (l) = , 
0 sint — t cost — 2y 


Se verifică ușor că soluția ecuaţiei de referință omogenă (71) este 


și 


Apoi, punem 


Wit) = e—1y,(0) 
Yl) = gelsin t-2ut Ya(0). 
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n. 


Este clar că y = [y; yş)' este mărginită pentru 2v > 1 și că, de fapt, se apropie de zero 


(e) (s) 


(e) 
pentru 2v>1. Se observă că | ilO =F (Ollo dt = | e-vdl=1;v<x af i: a (8) e (0) ile 
0 0 


0 
di! = 0<oo. S-a ales în mod arbitrar ìn acest exemplu norma de vector cu modul maxim şi 


norma de matrice asociată. Soluția ecuaţiei este: 
x(t) = e-vwz,(0) 
t 
x (l) = glain t—2vi | x0) + (0) gr ala s d? | 
0 


Se recomandă verificarea acestor rezultate. Să ne referim la integrala din ultima expresie de mai 
sus. Se pune lp = 2nm + x/2; atunci, cum s—7 sin 7 este pozitiv pentru 0-2, vom avea 


ta tn —9n/4 3nr-—r/4 
| e—7 sin td> | e-—7sin ?d- = | e-rtsin ? dz, 


0 tn—5r/4 2n7 = 3r/t 


Cea mai mică valoare a integrandului în intervalul de la 2nr—3x/4 pină la 2nz—x/4, 
apare la 


t = 2nn—3m]4 şi este e(2nn-37/4)/ 2: De aceea 


tn _pânr-r 4 
| crin z dr > elnnt-3r/4)/ raf dr 
0 înr-3n/4 


T a 
> — enn — S3n4)/j 2. 
2 
Cum 2nr—3x/4= 4 — 57/4, rezultă 
tn z 
| e-rtsint d-> PE e—5n/4ys ES 


0 
Acum știm că. pentru (=, avem 
Ta(la)> eta in n —2vylu E (0) + x, (0) a e—5x/4 V2 etni V? | 


Deoarece sint f, = sin (2 nr+r/2)=1. inegalitatea de mai sus se poate scria: 


Talla) > e(t—2v)tn [=o + x,(0) T e—5s4 5 sayz | . 
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Este evident căm dacă fp tinde spre infinit, £}, (fn) devine nemărginit cind 2v<1+1/2 
şi x,(0) Æ 0. Aceasta atrage după sine și faptul că x= [x,x,]' devine nemărginită cind l= o. 


Astfel, pentru 1[L2vŽ 1 F 1/V2, toate soluțiile ecuației de referință (71) sint mărginite și unele 
soluții ale cuacției de stare sint nemărginite. 


Acest exemplu ne arată clar că modificarea ce am vrut s-o facem în 
teoremele anterioare nu este valabilă. Totuşi, ar fi interesat de ştiut ce 
anume restricții suplimentare ar fi necesare pentru a obţine rezultatul 
dorit. Ecuația de stare se poate scrie în forma : 


r x = 4 (6) X + [A (t) — d (IS + (bet). 


Fie y(t) soluția lui (71), cu v(t) =X(t) şi fie Y(t) Y(-)-}, matricea de 
tranziție asociată cu (71). Atunci, ecuația de stare are ecuația integrală 
echivalentă de forma : 


x(t) = y(t) + YH HLA) ()]x(5) + 2 (0)e(=) d=. 
[3 


Luind norma la ambii membrii şi aplicînd neegalităţile de normă ca 
mai sus, se obţine: 


xl <isil +Í IXO H 
lo 


XÐ =A) x) Blet) lds. 


Pentru a aplica lema lui Gronwall este necesar ca ||y(î)||, I X(t) || 
şi || ¥(7)71||, cu t <Tt<t, să fie mărginite cînd t >t,. Dacă toate soluțiile 
lui (71) sînt mărginite, |]y(t)|| şi ||Y(t)]| sînt mărginite, totuşi, nu se poate 
deduce că și ||Y(+)"1|| este mărginită. 

Astfel, avem nevoie de o condiție care să ne asigure că ||Y(-)1|| 
este mărginită. În acest scop să observăm că Y(t)-1=adj [Y(t)] /det (X(t)] 
există pentru oricet>i, finit, cu condiţia ca det [Y(t)] #0, şi este 
mărginită, dacă det [Y(()] este mărginită departe de zero. Acum să ne 
amintim din (41) că 


det (Y(1)] = exp] tr [.27(=)] dz l. 
te 


De aceea, dacă se adaugă condiția 


t A 
tim | tr [£ (1)] d= >— o, 
l->% L 
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atunci det [Y(t)] este mărginit departe de zero şi ||Y(t)-1|| este mărginită 
pentru t>t, În mod echivalent, ;:Y(=)-1|| cu tp<z<t este mărgi- 
nită pentru t>t. 

Cu această condiţie adăugată, demonstraţia se desfășoară ca în demon- 
straţiile anterioare, făcînd uz în acest scop de lema lui Gronwall. Demon- 
straţia fiind astfel indicată, — efectuarea ei este lăsată pe seama citito- 
rului, — vom enunța acum ultima teoremă din acest paragraf. 


Teorema 11. Dacă toate soluțiile din 


d A 
—V = y (tł 
PE (t)y 


sînt mărginite cînd t—œ, atunci toate solutiile din 


xx + aveti 


sînt mărginite cînd i—, cu condițiile 


lim ! tr [A (=) dz > — œ (72a) 
az Ju 
J | (t) = (t) idt < o (725) 


ly 


Ultimele două condiții sînt aceleaşi ca înainte. 
Modificarea se găseşte în condiţia (72a). Aceasta este preţul care se 


plătește pentru faptul că nu se limitează (t) să fie o simplă constantă sau 
o matrice periodică. Condiţia (72a) este destul de severă ; atît de mult 
încît, un circuit care este cunoscut că are un vector de stare mărginit 
asimptotic, după una din teoremele anterioare, s-ar putea să nu satisfacă 
pe (72a). 


De exemplu. să presupunem că (t) este o matrice constantă şi con- 
diţiile de la Teorema 5 sint satisfăcute. În plus, să presupunem că toate 
soluţiile ecuaţiei omogene de referință (63) se apropie de zero cind (—> 0, — 
adică admitem o condiţie care cere mai mult decît „mărginirea” impusă 
prin Teorema 5 și prin Teorema 11. În acest caz condiţia (72a) nu poate fi 
îndeplinită. Demonstrația este lăsată în sarcina cititorului. 


j Z(t) e(t):|dt < œ. -(72c) 


to 
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„__Să aplicăm acum această ultimă teoremă la un exemplu. Se con- 
pideră circuitul din fig. 10.8. Toate elementele sint variabile în timp. 
Ecuația de stare se găsește a fi 


d 4&2] _[ —(1— tsin 2t): — e~ (2 0 | 
isa | ei — 1(1—2t)s”3 Ile 1 hteo 


eH (1-2ta 


Fig. 10.8. Circuit variabil în timp. 


Dacă condiția (72b) trebuie să fie satisfăcută, atunci At) trebuie aleasă 
astfel ca lim. [4(t)—A(t))=0; o alegere posibilă este : 


osf 0 | 


0 —e-% 
Atunci, ecuația de referință (71) are soluția : 


e = | exp ta (et — e) 0 i | 
sM | 0 exp {5 (e7 — e-3%)) ra 


după cum se poate verifica. Se observă că soluția pentru orice y(t) 
este mărginită cînd t—> œ. Deoarece tr (t) = —2s-%, se găseşte 


t A 2) Hi 
| tr £ (t)dt = z gât — e73) şi deci condiția (72a) este satisfăcută. 
to 


Să examinăm acum celelalte condiții din (72). Pentru g(t)— <% (t) 
se găseşte 


A(t) — a) = i sin 2 te=" — e- | 


e”! Dfe- 


————————— E ———————————————_: 


şi în consecinţă 


sf (9— A (0), = max (e +t|sin2t| 7%, e7! + 2t 27?) 
= lp 2te 3, 


Astfel, condiția (72b) este satisfăcută , deoarece 


[aria cr $ A H terta. 


to 


Prin această teoremă se poate face acum următorul enunţ : pentru 
orice tensiuni de excitație e(t), la care condiţia (72c) este satisfăcută, starea, 
[gq2(t) As(t)) a circuitului din fig. 10.8 este mărginită cînd t—> œ. 


10.4. FORMULAREA ECUAŢIEI DE STARE 
PENTRU CIRCUITE NELINIARE 


Deşi rezolvarea ecuaţiilor liniare variabile în timp este mai dificilă 
decit rezolvarea celor liniare invariabile în timp, condiţiile fundamentale 
de liniaritate permit aplicarea, la circuitele variabile în timp, a multor 
procedee cunoscute de la cazul cu invarianță în timp. Aceasta nu mai este 
adevărat pentru circuite neliniare, spre care ne îndreptăm acum atenţia. 
Vom presupune, de la bun început, că circuitele pot fi atit variabile 
în timp, cit şi neliniare. Pentru astfel de circuite este necesar, de fapt, 
să ne întoarcem la legile fundamentale, pentru a putea formula ecua- 
tiile potrivite. 


Formularea topologică 


Formularea; ecuaţiilor de stare trebuie să combine relaţiile topologice, 
exprimate prin relaţiile lui Kirchhoff pentru un arbore normal (sau o 
pădure), — care sint valabile independent de starea de liniaritate sau de 
variaţie în timp, — cu expresiile neliniare şi variabile în timp, care leagă 
variabilele ce descriu relaţiile din laturi. Etapele vor fi în paralel cu cele 
din cap. 4, unde s-au dedus ecuaţiile de stare pentru circuite liniare, inva- 
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riante in timp. Pentru ușurință, se repetă aici ecuaţiile topologice date în 
cap. 4. Notaţiile sint conforme cu cele din acel capitol. 


is = — Qda — Qezim — Qrin — Qajiy (73a) 
ic = — Orcio — Qorin — Qerin — Qoi (73b) 
ip = — Qapia, — Opri — aia (73c) 
iu = — Quin — Qui (734) 
Vor = Ozcvz + Qcove (73€) 
Vai = Qaate + Qcate: + QeaVa (73f) 
Vu = Qis + QecVes + Qara + Qui (739) 
Vy = QEN e + Qosta + OYit QY e (13h) 


Detaliile de formulare vor fi diferite, in funcție de variabilele specifice 
alese drept componente ale vectorului de stare. Acestea pot fi tensiuni şi 
curenți, sau sarcini electrice și fluxuri magnetice. Vom formula relațiile pe 
laturi aşa ca elementele vectorului de stare să fie combinații liniare de 
sarcini pe capacități și combinații liniare de fluxuri în inductanțe. Se 
ştie că 


; d 
lo = u de (74a) 
: d 
lo = FA qecs (14b) 


unde elementele vectorilor Ya $i ge, sint respectiv {sarcini pe capacitățile 
din ramuri (twig) şi pe capacitățile din coarde (link). Vom presupune că 
sarcinile sint; funcții neliniare de tensiunile de pe capacități. Astfel 
qor = fo (Vei) (15a) 
da = Îa (Ya) (15b) 
unde fe și îc, sint funcţii vectoriale de ve, și Ver În plus, ele pot fi şi funcţii 


de timp. După înlocuirea expresiilor (74a) și (74b) în (73b) şi rearanjarea 
termenilor, se obţine : 


d i à 
gie + Qeta) = — Qorin — Qorin — Qosiy (76) 
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Apoi, să exprimăm combinaţia liniară a sarcinilor qe+Qec de în 
termenii relaţiilor (75). Astfel, 


de, + Qccda = fel Ve) + QecfelYo). (77) 


Înlocuind ve, din ecuaţia lui Kirchhoff (73e) , se obţine 


Heet Qecda, = îc(Ye). + Qecfe(Qectr + Reca). (78) 


Vom presupune că această ecuație posedă o soluție unică pentru Voen 
pe care o scriem după cum urmează, 


b , = Jeller + Qecdertz). (79) 
unde go este o funcţie vectorială, cu argumentele qo + Qecde, şi VE. 


nainte de a dezvolta mai departe (76) şi (79) ne întoarcem spre rela- 
țiile de laturi pentru inductanţe. Se știe că 


d 
— ìn =V 80a 
q Lt (80a) 
d 
— du = Vir. 80b 
dp ÎL Li (80b) 


unde elementele lui >, şi d, sint respectiv fluxuri prin inductanțele de 
ramuri și prin inductanțele de coarde. Vom presupune că fluxurile sint 
funcții neliniare de curenți în inductanţe. 

Astfel, 


hu = Îr (io iu) (81a) 

bu = ALE iz), (81b) 
unde f, și f} sint funcții vectoriale de i}, și i.. Ele pot fi în același timp și 
funcții de timp. 


Apoi înlocuim (80a) şi (80b) in expresia topologică (73g) şi rearanjăm 
termenii pentru a stabili următoarea expresie : 


d AR , A A 
Fa (Ari — Qrir) =Qorte, — Qara + Qee (82) 
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Combinația liniară a fluxurilor àz, — Qz; poate fi exprimată în 
termenii relațiilor din (81), după cum urmează : 


Au a Qr? = iuli 3 iu) isa Quit, iu). (83) 
Înlocuind i,, din ecuaţia lui Kirchhoff (734) se obţine, 
iu — Qiru = în (Qin — Quis, r) 
a Qizil — Qiu a Q ini). (84) 
Vom presupune că această ecuaţie posedă o soluţie unică pentru i, 
in termeni de àz, — Qiz% şi i, care poate îi exprimată ca 
iu = ulun — Qir?ro În) (85) 
unde gz este o funcţie vectorială de argumentele indicate. 
Să înlocuim acum (85) in (76) şi (79) în (82). Astfel, 
d ; ; i En i 
ga + Qeta) = — Qorin — Qeryul(2u — Qiru is) — Qoziy 
(86a) 
d. i , : ' i 
u (Ari — Qicdr) = Qezderdee + Qectcrs Ve) + OrWgi + Qeg. 
(86b) 


Dacă n-ar fi fost prezența variabilelor ip; şi va, a rezistențelor de la- 
ture, am fi avut pe1echea dorită de ecuații diferențiale vectoriale de ordinul 
intii pentru qe, + Qccc: şi A — Qir Are De aceea ne îndreptăm atenția 
acum asupra relațiilor de laturi pentru rezistențe. 

Să presupunem că relaţiile intre tensiunile pe rezistențe şi curenții 
din aceste rezistențe pot fi exprimate prin ecuația vectorială implicită : 

Îp(igr> “rios Îr, Va) = 0. (87) 

Aceasta erte corespondenta lui (125) din cap. 4. Dacă substituim 

ecuațiile lui Kirchhoff (73c) şi (73f) in această ecuație implicită, obținem : 
În(— Qapirr — Onciu — aul. Va n» 
Oper — Qeate, + Qanva) = 0. (88) 

Apoi, substituind pe (79) şi (85) in această expresie, avem : 

iu(— Orrin — Our A — Oird: în)— Orsi Veir, 
Qznve + Qeader( dc, + Octo Va) + OaaVa) = 0. (89) 

Aceasta este corespondenta lui (126) din cap. 4. Reamintim că acolo 


am presupus doar că anumite matrice nu erau singulare, astfel că acele 
ecuaţii puteau fi inversate. În mod analog, presupunem că (89) poate fi 
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rezolvată pentru Vy şi in în termeni de qo, + Qecdei, >r — Ori, Ve şi 
i}. Soluția va avea expresia implicită : 


Vee = Yr Ao + Lecteri ri — Orràre Ves iy) (90a) 
iz = Jal Me + Ocol. Ar — Qi Ves iy). (90b) 


Substituind aceste două expresii, pentru va, și iz: în (86), se obțin 
ecuaţiile diferenţiale dorite 


d : r Eaa i 
Tg (dee + Qccde) = — OoarYril Aci + Qecdenâu — Qi Vesir) 
— Qecgrl îi — Qi in) — Qi, (91a)) 
d... i , gigi SE R 
gO” — Qir) = QriYr:lUci + Qecder >u — Qirhu s Vesiy) 


HQorgel Aer + Qoclcis Ve) + Qz Ye- (91b) 


Vom considera că elementele vectorului de stare sint combinații 
liniare de sarcini pe capacități şi fluxuri în inductanțe. 
Astfel, 


i2 | do: + Qeocdeu |: (92) 
ru — Qich: 


Vectorul de excitație este definit prin 


iE a | (93) 
ly 

cum a mai fost anterior. Atunci cele două ecuaţii diferențiale (91) pot fi 

combinate și exprimate ca o ecuație diferențială vectorială : 


£ x = h (x. e), (94) 


unde h este o funcție vectorială de x și de e, care este determinată prin 
membrii din dreapta a ecuațiilor diferențiale (91) şi relațiile de definiție 
(92) şi (93) pentru x şi e. Se poate determina uşor expresia explicită a lui 
h. Mai departe, h, poate fi şi o funcție explicită de timp ; cînd este necesar 
să se puă în evidență aceasta, se va serie (94) astfel : 

d 

— = IX. f). 5 

EPa h(x, e.ż) (95) 
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Cum x este un vector de stare a circuitelor, oricare din cele două ultime 
ecuaţii diferenţiale de x, va fi denumită ecuație de stare. 

S-a arătat o metodă pentru desfăşurarea ecuației de stare a unui circuit 
neliniar, în care relaţiile variabilelor de laturi pot fi exprimate în forma 
specificată în (74), (80) și (87) şi pentru care ecuaţiile algebrice (78), (84) și 
(89) au soluții după cum s-a presupus. Pentru orice problemă particulară, 
nu se va lua expresia finală şi nu se va substitui în ea valorile numerice 
corespunzătoare. În schimb, se vor repeta etapele din procedeu pentru 
problema particulară respectivă. Rezultatele obținute sint generale; in 
anumite cazuri specifice, liniaritatea unor elemente componente va per- 
mite unele simplificări, ce vor ieși la iveală numai cind se urmează etapele 
detaliate ale formulării. 


Exemplu. Să aplicăm acest procedeu de formulare la circuitul arătat in fig. 9a— Cu modelul 
obișnuit pentru triodă la frecvenţe joase, circuitul poate fi redesenat ca în fig. 9b. În circuit 
există o inductanţă neliniară şi o sursă dependentă, neliniară. În fig. 9, c se arată graful circuitului 
şi arborele normal. Nu există nici o degenerare, astfel că matricea fundamentală de grup tăiat 
(secţiune) este determinată uşor şi se foloseşte pentru exprimarea ecuaţiilor Kirchhoff ca in 
(73). Astfel, 


ig ` 
i, 
lil = [—1 0—1 0 OJ} i {+ [0] [iul 
iio 
$ is 
ia 1 0 1 0 0 i, 0 
il=|i -1 0 —1 0 i (Hi Offlin 
i o o o 1 —1]|* -1 
lio 
- ie 
i; 
[is] = [000 —1 0l] is [+ {0} linl 
iş 
io 
Va 1 —1 —i1 0 0 
v; 0 0 1 olle 0 
Py = 1 [vi] ~- —1 0 1) V3 + 0 UA 
vg 0 o 1 S i 1 
Vio 0 0 ja 0 


[en] = [0] [e] = [00 1][ es + ol (el. 
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Pentru relaţiile pe laturi avem, corespunzător cu (75) 


Ja 1 00 V3 
q | = [ 1 0 vy |° 
CR 0 01/10)lLuw 


În acest caz relaţia funcţională este liniară. Într-adevăr, aceasta este ușor de rezolval 
pentru [v> ba 14)’, în termeni de [92 g3 Q4)'; se obține, 


DA 1 0 Ofek 
UA 0 0 10] Laq 


ca și în cazul particular (79). În mod analog, corespunzător cu (81), avem: 


1 
a = [— th i |, 
JI 10 21 


1F 
hr 


S'e 


—— muri 
=>- (oarde 


Fig. 10.9. Circuit de amplificator, variabil în timp, neliniar. 
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de unde 
lial] = arth 10 hir 


care este cazul particular în (85). 
Corespunzător cu (87), pentru laturile rezislive avem 


— 10 + sin 3771) th vs 
> —v, 
is— n> 
2 — Va 


Se substituie rezultatele ecuației Kiechhoff, care dau pe [og v Va V Viol’, în funcţie de 
tensiunile pe laturile arborelui ; se obţine : 


| — (10+ sin 3770) th (04 —0p— 04) 
0 
= ERE =o ar Va) i 
ka v, + V; 
ion 


După substituirea expresiei anterioare pentru [v, v, v,}', ecuația devine: 


0 DA — (10+sin 3774) th (v1 —q2—4Q3) 
0 is 0 
. da 
= Q 1 
i SFA rd = 
iş 10 
iş = îi q4 + 05 
ii 1004, 


Soluţia pentru [v,) și pentru [is i; iş ip iiol’ este evident, 


> © © 


© 


> © 


> © © >o — © 


[= oo o 


[vs] = [— (10+sin 2770 th (v1—4g:—43)] 


ie 0 

i 13 

is = —n-— Ea qə A 
10 10 

i qa — 109, — (10 +sin 3774) th (w, —42—43) 
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Aceste ecuaţii sint cazurile particulare din (90). Relaţia dinamică asociată la capacităţi și 
corespunzătoare la (74) etc: 


i 
da i, 1 0 1 0 0 i 0 
d 3 “7 
aelel. -1 0 —i | is al o |w 
9 A 0 0 0 1 —~1 iş -1 
io 


Egalitatea a doua rezultă folosind ecuația lui Kirchhoff pentru a obține [isis 4] în funcție 
de curenții de coarde. Apoi, substituim expresiile stabilite anterior pentru [ie i; i îş ii) şi 
[i.4, pentru a obţine; 


92 = 8 v = Ea q2 0 
d 10 10 
at 3 z —2g;+10g9,+ (10+ sin 3771) th(v, — 92—93) + 0 i 
94 43— 1109, — (10 + sin 3776) th (V1 — 92— 93) —th-110) 


care este corespondentă lui (91a) in acest exemplu. 
Să trecem acum la bobina de inductanţă. Cazul particular al relaţiei dinamice pentru 


inductanţă din (80) este : 


Va 
< [àn] = Pn] = [0] [v] + [0 0 1] | + [0] [0]. 
4 


Egalitatea a doua corespunde ecuaţiei lui Kirchhoff pentru (vı). Înlocuind expresia de- 
dusă anterior pentru [v2 v; 14), se obține: 


d 
— [à] = [10 
al [Aa] [104] 


care este cazul particular din (915). 
După combinarea acestor două ecuaţii diferenţiale de ordinul intti se obține ecuaţia de stare : 


92 Ig. D — 10 d2 

- : | = | — 293 + 109, + (10 + sin 3771) th (03 — 92 — 93) | > 
44 
Ai 


ga—110g;— (10+sin3774) th (v,— 92— 93) —th10) 
1094 


Cu x = [92 93 9a Am), și e= [v,], membrul al doilea este o funcţie vectorială h (Xe, a 
ecuaţiei de stare (95). Nu pare evident că acest membru al doilea este efectiv o funcţie de vectorii 
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x şi e, deoarece evidentă este numai dependenţa faţă de elementele lui x şi e. De aceea se va arăta 
că rindul al doilea din dreapta considerat rind tip, este o funcţie de x şi de e. Este evident că 


[— 203 + 104, + (10 + sin 3774) th(v, — g3 — 43)] 


Q2 
= (0 — 2 100) 
4 
2l 
g) Q2 
i q3 
+ (10 + sin 3770 th ? (v,]+[—1 —1 0 0] . 
q; 
74 


Astfel, rindul al doilea este o funcţie de x și de e; în modul acesta s-a găsit al doilea ele- 
ment h,(X, e, 1) din vectorul h(x, e,t). 


Ecuația de ieșire 


Urmează acum problema de a exprima variabilele de ieșire, în funcție 
de variabilele de stare, excitația şi derivata excitației. Se va începe cu 
inductanţele. Variabilele de laturi care ne interesează în primul rînd sint 
fluxurile din laturi, adică elementele matricelor Az, şi Az; de asemenea sint 
şi curenţii de laturi, adică elementele lui i,, şi iz. După (85) iņ este dat in 
funcție de àz “Up Àr (parte din x) şi dei, (parte din e). Astfel. 


iu = Yu (An — Qui în) 


Ecuația lui Kirchhoff (73 d), combinată cu această expresie a lui i, ne 
dă 


in = — Qir Yu (ru Qiru) în) — Qi. 


Substituind aceste două expresii pentru i,, şi iz, în ecuațiile de laturi, 
adică 


A = fyli iz) 
Au = falir, in) 


se obține àz; şi A ca funcţii de >u —ÛQzrhu și iy. 
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Variabilele de laturi ce ne interesează în al doilea rînd sînt tensiunile 
de laturi, elemente din V, şi Vz. Se recomandă cititorilor, ca un exercițiu, 
să demonstreze că i. (Ìzniz) trebuie să fie zero— adică să nu existe ramurei 
inductive — sau că in (inin) Și Yu (àn— Qiru is) trebuie să fie funcţii 
diferențiabile, pentru ca să se poată exprima v,, și Vz; ca funcţii de x, e și 
de dejdt. 

Să considerăm acum capacitățile. Variabilele ce ne interesează în 
primul rînd sint sarcinile de laturi, elemente din ga şi de; de asemenea, 
sint şi tensiunile, elemente din Vo Și Va ; Ecuația (79) dă pe ve, sub forma : 


Va = Yor (dei + Qccc, Ye). 


Combinată cu ecuația lui Kirchhoff (73e) se găseşte: 
Vei =QecYel A+ Qecda Ve) + Qeove. 
Substituind aceste două ecuații de mai sus în ecuaţiile de laturi : 
fa =fe(Vei) 
Ye = fala) 


se obțin qdo Și de ca funcţii de g +-Qecde, și de ve. 

Variabilele de laturi care ne interesează în al doilea rînd sint curenţii, 
elemente din ic, și i. Se poate demonstra că ic, și ic, sînt funcții de x, e 
şi de de/dt, dacă îc,(vc,) este identic zero, — adică nu există coarde capaci- 
tive, — sau dacă îc(ve,) Şi Yeqor + Qecdepve) sînt funcţii diferențiabile. 

În sfîrşit, să considerăm componentele rezistive. Elementele din Vrn 
Vip Îxc ȘI în Sint cele care ne interesează. Ecuația (90) ne dă Vr, şi ip, sub 
forma : 


Va = Yolo FQocdei: r — Qir Ves i.) 
iz = aer OQccde Au — Qui Yes in). 


Celelalte variabile rezistive se obțin piin substituirea acestor ielaţii, 
împreună cu expresiile pentru ip Şi Ve, în ecuaţiile lui Kirchhoff, (73c) 
şi (73f): 

iR= — O pini — Orin — Oriy 
Va: = Qir +A Ve tOanVa. 


S-ə arătat mai sus cum pot fi exprimate diferitele variabile ale circu- 
itului. în funcție de x, e şi de/dt. Aşadar, dacă w este un vector a cărui 
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elemente sînt un set de variabile de răspuns ale circuitului, atunci w se 
poate exprima ca 


de 
w=h | x,e, -— 96 
e, A (96) 
sau 
de ` Re 
w=h[xe, u 1) ' (97) 


unde, in ultimul caz, ieşirea este dependentă explicit de timp. 


10.5. SOLUȚIA ECUAȚIEI DE STARE 
PENTRU CIRCUITE NELINIARE 


Odată scrisă o ecuație de stare pentiu un circuit neliniar, sarcina 
următoare constă în rezolvarea acestei ecuații. Pentru ușurință, in ecu- 
ația dx/di=h (x,e,t), vom pune h (x,e,t)=î(x,t). Aceasta este corect, deo- 
arece, dacă e(t) este dat, h[x, e((),!] este o funcție explicită numai de x și 
de t. Astfel, ecuaţia diferențială vectorială, care va sta în centrul atenţiei 
in acest paragraf, este. 


d 
iti = f Ri Li 93 
i (x,t) (98) 


Nu există vreo cale cunoscută, prin care să se poată obține soluția 
unei ecuații diferențiale neliniare oarecare. În fapt, se cunosc soluții ana- 
litice în formă compactă numai pentru citeva clase restrinse din astfel 
de ecuații. De aceea, eforturile desfășurate pentru studiul acestui gen de 
ecuații sint concentrate asupra condițiilor de existență şi de unicitate a 
unei soluții, asupra proprietăților soluției şi a aproximării ei. Ne vom opri 
puțin asupra primelor două ; a treia este în afara preocupărilor din această 
cute . 


Existenţă și unicitate 


Cercetarea condiţiilor în care (98) poate avea o soluţie, sau o soluţie 
unică, este o sarcină foarte importantă ; aceasta, din cauză că, între alte 
motive, numai dacă se ştie că există o soluție, eventual o soluţie unică, are 


1 Aproape orice text de analiză neliniară poate oferi o informaţie considerabilă in acest 
subiect : de exemplu. Nicolas Minorsky. Nonlinear Oscillations. D. Van Nostrand Co. Princeton 
N. J.. 1962. 
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sens să se caute o soluţie aproximativă. Mai mult încă, existența sau uni- 
citatea, dacă există, nu înseamnă că este sigură. S-a văzut aceasta, pentru 
circuite variabile în timp, prin exemplul din paragraful 10.3. 

Ca un exemplu suplimentar, în acest caz numai pentru neunicitate, 
să considerăm circuitul din fig. 10.10. 


Convertor 
de 


negativare 


Fig. 10.10. Circuit neliniar cu răspuns neunic. 
Se poate verifica uşor că ecuaţia de stare este 


da 2 
a1 3 g, 23 
di E 


Se presupune că gq,(?9)=0. Atunci, este uşor de arătat că 
q(t)=0 (to Kt<x) 
=(t— x)? (ast) 


este o soluție pentru orice x>tọ De aceea acest circuit, nu are o soluţie 
unică dacă q(t) =0. 

Condiţiile pentru ca să existe o soluție cînd î>t,, — intervalul de timp 
care ne interesează — , se stabilesc de obicei în două etape. Mai întii, dacă 
t> to, se stabilesc condiţiile care determină existenţa unei soluţii într-un 
interval t, >t>4,, unde t, este determinat de proprietăţile funcției f(x, t) în 
intervalul t, >t>t,. Apoi, se stabilesc condițiile prin care o soluție poate fi 
extinsă, de la un interval de timp, la următorul, pînă ce se asigură soluția 
pentru orice t > tọ. 

O soluție a ecuației (98) în sens obișnuit, necesită ca z să satisfacă, 
ecuaţia diferențială pentru orice t> t, finit. Este adeseori posibil să se 
găsească o funcție care să satisfacă (98) pentru aproape orice t, deşi dx/di 
nu există, pentru anumite valori discrete a lui t. Pentru a admite acest 
tip de funcţie drept o soluţie, se va considera ecuația integrală 


x(t) = = su) +i [x(), =] de (99) 
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asociată cu (98). Vom numi orice soluţie a lui (99), o soluţie a lui (98) 
în sens larg. Se poate vedea că (99)poateavea o soluţie entru t> t şi totuşi 
(98) să nu aibe o soluţie în sens obișnuit pentru t > to. 

În ceea ce privește existența, se enunţă următoarea teoremă, fără 
demonstraţie : 1, 


Teorema 12. Fiind dat orice t, > to şi X (t), ecuaţia diferențială (98) 
posedă cel puţin o soluţie continuă în sens larg, pentru t >i>t, egală cu 
X (î.) în momentul t,, dacă i(x,t) este continuă în x, pentru t>t fix, și inte- 
grabilă local în t, pentru t>t, și x fix, şi dacă ||î(x, t)|| este mărginită în, 
orice vecinătate mărginită a originei 0, de o funcție de t, integrabilă local, 
pentru t> to. 

Condiţiile acestei teoreme sint mai largi decit este necesar pentru 
stabilirea existenței unei soluţii, cînd t, >! >t,; totuşi, ele sint potrivite 
pentru enunţul teoremei următoare, asupra extinderii soluţiei în întreg 
domeniul semidreptei t> t. 


Teorema 13. Presupunând condiţiile Teoremei 12 asupra existentei 
satisfăcute, atunci orice soluţie a lui (98), în sens larg, egală cu æ(t,) la timpul 
to; poate fi extinsă, pentru a da o soluţie definită penru orice t>t,, dacă 

'f(z, || <a(t)o(1||z]|,), când t >t unde alt) este nenegativă şi local integra- 
bilă și unde (v) este pozitivă şi continuă, cînd v > 0 şi satisface 


„0% do 
lim f M 100 
im | oTt (100) 


pentru o valoare ya >0: 


Mai există și alte teoreme de extindere ? și pot fi mai utile în anumite 
situaţii date. Una din aceste alte teoreme, extrem de simplă, este dată în 
problema pusă ca o teoremă ce trebuie demonstrată. 

Înainte de a continua, să arătăm, cu ce restricții suplimentare soluția, 
in sens larg poate deveni o soluţie în sens obișnuit. Aplicînd definiția unei 
derivate aplicate ecuaţiei integrale (99), se obţine: 


x(t + åt) — x(t E a 
Hra- =) I[X (2), 7] dz. 


Soluţia în sens larg este continuă. De aceea, dacă f(x, t) este continuă în 
t, fiind continuă și în x, atunci î[x(=), =] va îi o funcție continuă de r. 


1 Vezi nota de la subsol la pag. 731 
2 Ca referinţă iniţială, vezi G. Sansone și R. Conte, Non-Linear Differential Eqaulions, 
The Macmillan, Co, New York, 1964. 
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DO — — u aaaaaaaaaaaaaaŘiħŘħħaIMħħįț 
—— 


Apoi, se poate folosi teorema primei veloii medii « calculului integral gi, 
în consecinţă, relația de mai sus dă 


x (Et A0 = O ars (0) 6 
` = i[x (0), 0] 


pentru t<0<t, dacă At>0, sau t+it <0 <t, dacă At <0. Deoarece 
î[2(9),9] este o funcție continuă de 6, limita membrului întîi a ecuației, 
cînd At tinde spre zero, există şi este egală cu f[x(t),t]. Astfel 


d 
— X = Î(x, tł 
F7 (X, t) 


deoarece lim [x(t + At) — x(t)]/At = dx/dt. Piin urmare, cind f(x, t) este 
Ato 


continuă în ż, ca și în X, soluția ecuației integrale este diferențiabilă și 
astfel satisface ecuația diferențială. 

Acum, că se cunoaște în ce condiții există o soluție continuă pe semi- 
dreapta (t>t,), este interesant de aflat ce restricții suplimentare sint ne- 
cesare pentru a garanta o soluție unică. Prin aceasta ajungem la teorema 
următoare !. 


Teorema 14. Presupunem satisfăcute condițiile Teoremelor 12 şi 13, 
privind existenta; atunci (98) posedă o soluţie continuă în sens larg, pentru 
i > tọ, care este unică dacă 


IEC, 8) — E(x, DIS (Di X, — Xali. 


pentru t > taşi pentru toți X, ṣi X, din vecinătatea oricărui punct, unde y(t) 
este o functie local integrabilă, nenegativă. 

Condiția adăugată || f(x, £) — î(x,, || < y(t) || xı—X:! | pentru t >t şi 
orice X,, X, care este necesară să asigure unicitatea, se numește conditia 
Lipschitz. 

Făcind acum o pauză, vom reexamina exemplul din fig. 10.10, în 
lumina acestor teoreme şi comentarii. Mărimea scalară q, stabileşte starea 
circuitului. Pentru compatibilitatea notației cu teoremele, vom înlocui 
notația q, prin z. Atunci f(x, t) este funcţia scalară 325. Prin teorema de 
existență, rezultă că există o soluție x(t), începînd dela x = 0 la t = 0, 
pentru un interval oarecare pozitiv, deoarece 3123 este continuă în v şi 
mărginită în orice vecinătate mărginită a originei ; de exemplu, dacăpentru 
orice z dintr-o vecinătate a originei avem |z < £, atunci [329| L 3973 < %9 
Prin teorema de existență, o soluţie poate fi extinsă pe întreaga semi- 


1 Vezi nota din subsol de la pag. 731 
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dreaptă t> to, dacă |323] <O(|zi) pentru vreo funcție (v) continuă, 
avind proprietatea (100). Condiţia este satisfăcută luînd P(0) = 3022, 
Prin teorema de unicitate, soluția va fi unică dacă 3222 satisface condiția 
Lipschitz; adică, dacă |3473 — 3433| < y |a, — Za) pentru orice a, și 
£ într-o vecinătate a oricăui punct şi pentu un y finit. Această condiţie 
nu este satisfăcută. Luînd s, = 0, pentru orice y finit, inegalitatea este 
violată dacă se ia |, | suficient de mic. Aplicația acestor teoreme dă rezul- 
tate conforme cu cunoaşterea noastră anterioară a soluţiei, cum este dată 
in exemplu. 

Nu este totdeauna o sarcină uşoară să se verifice că funcția vectorială, 
i(X, t) satisface condiția Lipschitz. De aceea este bine să se ştie că, dacă, 
derivatele parțiale 9f,(x, 1)/dz, există şi sint continue în x pentru aproape 
toţi t> to, fiind și mărginite ca modul în vreo vecinătate a oricărui punct, 
prin funcţii local integrabile ne-negative de variabile t > tẹ atunci condiţia 
Lipschitz este satisfăcută. Nu se va da demonstiaţia acestei afirmaţii, 
dar este recomandabil să fie efectuată, ca o problemă. 


Exemplu. Ca o ilustrație a acestui mijloc de a arăta indeplinirea condiţiei Lipschitz, să 
considerăm circuitul din fig. 10.11 pentru ( S — 1. Educaţia de stare este: 


ajs 
ei 
= 
d 
bearen 
li 
| 
z| 
> 
< 
t 
| 
`~ 
La 


Q — à, — AIh% — 3t e72 


i5 


i3 
— — 


+ - 
Va =igt 4 fanh i3 


I?! than 


Fig. 10.11. Circuit variabil in timp neliniar. 


Trebuie arătat că toate condiţiile teoremelor de existenţă și de extensiune sint satisfăcute. 
Apoi, să ne intoarcem atenţia spre condiţia Lipschitz. Vom pune q, = 7, și >; = z,; atunci 


3 
= —- t T, 
f(x, t) = T e 
Ty — 3y — dthr, — 3l e- 


Derivatele parțiale ale lui f;(x, 1) în raport cu r; sint 


2h = — 2 $ 2h, =R) 
dz, th J4 

) ) 
aa: =1, Ihe = -- 1 -- 4 sch? r,. 


97, GEZ 
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` 


Evident că derivatele există şi sint continue în z, și in x, pentru aproape orice f; ôfiiôxr 
nu există pentru (=0. 

Mai departe, |9/,/8z,1sS$3 IE =14, 19f/9x21sS1, 18f,/8z, S1 şi 19f,/8x,1S5 ; de aceea, pentru 
orice z și deci în vreo vecinătate a oricărui x, derivatele sint mărginite prin funcţii de î, local! 
integrabile, nenegative, pentru (5>— 1. Astfel, condiţia Lipschitz este satisfăcută și, prin teo- 
rema de unicitate, soluţia va fi unică. 

De fapt, se poate arăta, ceea ce e ușor de demonstrat, că relaţia următoare este valabilă 
(folosind norma vectorului de sumă de modùle). 


tz, D — tz, Di Smax {3142s 1,6} ll = li 
S (311% + 6X, — Xa. 


Același rezultat s-ar fi obţinut și dacă s-ar fi folosit norma vectorului de maximum modul 


Proprietăţile soluției 


Pentru cazul circuitelor variabile în timp, am descoperit diferite 
proprietăţi ale soluţiei, raportind ecuația de stare la o ecuație omogenă de 
referință. Pe aceeaşi cale vom obține răspunsuri și în cazul circuitelor 
neliniare. 

Să presupunem că membrul doi al ecuaţiei neliniare 


— xX = Í(x, ł 
x = 15, t 


este închis, într-un sens ce urmează a fi definit in teoremele următoare, 
în membrul doi al ecuaţiei: 

d 

— X = A(t) x. 

dt 


Apoi, am putea anticipa că, dacă toate soluțiile ultimei ecuații sînt 
mărginite în apropiere de zero, cînd ! >00, soluțiile ecuației precedente se 
vor comporta la fel. Această deducție este valabilă dacă A(t) este o matrice 
constantă sau periodică. Se recomandă să se demonstreze de cititor că nu 
poate exista teoremă similară pentru cazul cînd A(t) este o matrice oarecare, 
variabilă în timp. 

Pentru circuite care arată că pot fi descrise printr-o ecuaţie diferen- 
ţială omogenă, invariantă în timp, (anume A(t)=A), se va prezenta mai 
jos o serie de teoreme folositoare. Prima teoremă determină condiţiile 
pentru răspuns mărginit. 


Teorema 15. Să presupunem că toate soluțiile ecuaţiei de referință 


d 


v= Åy, (101) 
dt 
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n a o n > 


unde A este o matrice constantă, sînt mărginite cînd t tinde spre infinit. Mai 
departe, să presupunem că î(x,t) = Ax +Î(x,t)+-g(0). Atunci soluțiile ecuaţiei 


Li x ¿= Î(x,t), 
dt 


— cu un vector initial x(t,) astfel ca |\Xx(to)! |8, unde ò este o constaniă ce 
depinde de f(x,t),— sînt mărginite cînd t tinde spre infinit, dacă 


MEAN IIxi! pentru [xl S% (102a) 
| B(t) dt < oo (102b) 
( Ligt) ldt < yè. (102c) 
eh 


unde y este o constantă pozitivă aleasă în mod convenabil. 
Pentru demonstrație se foloseşte lema lui Gronwall, 
Ecuația de stare 


X=AX+ txt) + g(t), 


este echivalentă cu ecuaţia integrală 


t 


a= etel È 24 PE), IHs, 


la 


unde ei!” este matricea de tranziție asociată cu (101). Luind norma în 
ambii membri ai acestei ecuaţii ṣi aplicînd inegalitățile obişnuite de norme, 
se găsește că, 


t 
XD Li et i i X(C). +| zid {EEx Ii + "g(2)'' da. 


tn 
Cum toate soluţiile lui (101) sint mărginite, există o constantă pozitivă 


a astfel ca |eii"'! Ka, pentru t,SrSt și pentru orice t>t,. Folosind 
această limită, pe cea din (102a) şi ||x(%)| | <8, se obține 


l 
IXODES + | aBa gads 
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cu condiţia ca ||x()|| <è pentru tort. Lema lui Gronwall poate fi 
aplicată acestei relaţii, punind e(t)= || x(t) ||, 4(t)=28(t) şi 0(0)+ =a || g(t) Il. 
Rezultă inegalităţile, 


Ix) Ka apf [ tags) lg) sal 
to 


< «aĝ exp l ( af(7)dr +a: 
lo 

A doua inegalitate, — obținută prin lăsarea lui t să se apropie de in- 

finit şi invocînd apoi condiția (102c), — ne arată că || x(î)!] este mărginită 


90 
cind t tinde spre infinit, deoarece ( «f(7) dr este mărginită, în virtutea 


to 
lui (102b). 
Ne mai arată, mai departe, că ||x(t)|| este uniform mărginită pentru 
orice t. Prin urmare, vom avea || x(t)|| St, pentru t< SS! și orice t>to 
după cum se impune pentru satisfacerea unei condiţii anterioare, dacă 


acte) exp. | —f apte) ae — x: 


Astfel, spre deosebire de cazul circuitelor liniare variabile în timp, 
considerate anterior, mărginirea depinde de starea inițială ; adică, || x(t) || 
trebuie să fie suficient de mică. Mai mult, funcţia g(t) are restricţiia ară- 
tată în (1020). 

(Votă : concluzia teoremei devine valabilă pentru toate stările iniţiale, 
numai dacă {= -+o0o.) 

După cum se arată în teorema următoare, concluziile teoremei pre- 
cedente pot fi făcute mai severe, dacă toate soluţiile lui (101) se apropiede 
zero cind ż tinde spre infinit. 

Teorema 16. Se presupune că toate soluţiile ecuaţiei de referință (101), 
în care A este o matrice constantă, se apropie de zero cînd t tinde spre infi- 
nit. Mai departe, se presupune că î(x,t)=Ax+B(t)x+î(x,t)+g(). Atunci 
toate soluțiile ecuaţiei neliniare (98), — cu vectorul inițial xX(to), astfel ca 
|| X(t) | K8, unde 5 este o constantă ce depinde de î(z,t), — se apropie de zero 
cînd t tinde spre infinit, dacă: 


(Bat < co (103a) 
-bo 
e-t I] g(t) i] < yè (103b) 
lim taD — 0 for t > ty (103c) 
3+0 |X|l 


unde 3 şi y sînt constante pozitive alese în mod corespunzător. 
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— 


Demonstrația acestei teoreme este puţin diferită de demonstrațiile 
precedente. Ecuația integrală echivalentă cu (98) este: 


X(t) + = zi: wx) + | e4!-"(B(z)x(2) + î[x(2),3] + g(=)d=. 


Luînd norma în ambii membri şi aplicînd inegalităţile de norme obiş- 
nuite, se obţine: 


x) teo i xC) ll + | e“? CUB) 11 x(7) |l 


+ IEE), ll + Ilg(s) dz. 
Cum toate soluţiile lui (101) se apropie de zero cînd t tinde spre in- 
finit, există niște constante pozitive « şi v, astfel ca 


Rani (z) Ixi pentru t> t dacă [lx]<t, 
% 


Folosind aceste limite şi ||(t)| |X < Y, se găseşte 


ce-n [Bta + (2) natie aro 
x 


t 
EONETU MAG +f 


lo 


sau, echivalent, 


t 
EOICEEETEN (eBo Gg jise ace goras, 
lo 
cu condiția 
IIx(7)i| SX pentru StSt. 
Lema lui Gronwall este aplicabilă, cu e(t) = ||x(t)||e*, Y(t)=a| B0); + 
+ a 0 + ac||g(t)!|. Rezultatul este : 


t 

| | angelice 
||x)t) |e!" < ae exp [ «|| B(7)|| dr| et- exp | 

ta adeve 


lo 
< að exp Í a|: B(7)|| i] Ella? gutt-te) 
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A doua inegalitate rezultă din prima, punind pe î să se apropie de 
infinit în prima integrală şi folosind (103b), cu 8=~v în integrala a doua. 
Multiplicind cu =" se obține 


iIx(t) i; <eo] fi xii B(2)j|d= je] (2) t-r]. 


Acum se pune y<vy/2; atunci |!x(1):| este mărginită uniform, ìn 
virtutea lui (103a) şi este mai mică decit 


ZÒ e| ali B(=)!: t|; 


lo 


pentru orice (> tẹ. Prin urmare, spre a satisface condiția că |ix(=)i Să 
pentru 1, S = <t şi orice (2 t, este necesar doar să se aleagă 3, astfel ca 


r 00 
5 < (= )e»|-] Bia] 
Y. la `; 


Mai departe, cu referire la limitarea lui '; x(t)! ;, se vede că x(t) trebuie 
să se apropie de zero cind t tinde spre infinit, deoarece |- x(t); | este mărgi- 
nită de către o exponențială scăzătoare. 

Mai sint posibile şi alte teoreme. Cele două precedente stabilesc tipul 
şi condițiile care sint necesare de obicei pentru demonstrație. Se poate 
vedea că este relativ uşor să se varieze aceste condiţii şi să se obțină totuşi 
o demonstraţie valabilă. De exemplu, în ultima teoremă, condiţia (103c) 

A 
poate fi înlocuită prin condiția ||Î(x,t) iSui::x :, pentru ;: Xi| [< ¥ şi u 
suficient de mic. Această variație (modificare) este destul de importantă, 
deoarece ea permite ca un termen liniar mic să fie o parte din f(x. t). 

În cele două teoreme date mai sus, dacă se ìnlocuieşte A prin A(t), 
unde A(t) este periodică, se obține de asemenea teoreme valabile. Demon- 
strațiile diferă numai puțin de cele date anterior. Ne recomandă să se 
determine ce schimbări sint necesare. 


Exemplu. Ca o ilustrare a teoremei a doua, să considerăm circuitul din fig. 10.12. pentru 
(330. Cu qy = Xi ŞI da = Xa. ecuaţia de slare este: 


2-3 
d l'i 


2, — ty — Ath r 
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+ - + 
va = igtefanh ig Vig. 10.12. Circuit variabil in 
{then va limp neliniar, fără excitație. 


În primul rind trebuie exprimată această ecuaţie intr-o formă care să permită aplicarea 
teoremei. Astfel, 


fe i ERIN _ 2s- s À 
xr 0 —] x 

d 1 } PIN 

dil i 


= A + B(X + (x.b). 


Polinomul caracteristic a lui A este d(s) = $ 4+ 5s -+ 1. Valorile proprii sint evidente 
reale și negative. (dacă ecuaţia caracteristică ar fi fost de un grad mai mare, atunci s-ar fi putut 
folosi criteriul lui Routh sau alt criteriu similar, pentru a se vedea dacă toare rădăcinile au sau 
nu partea reală negativă). Astfel, toate soluţiile lui (101) se apropie de zero cind I> o. Apli- 
cind norma vectorului de suma modulelor, se obţine 


2e-3 i 
— - -— 0 
lh 2-3 
HBU) h = = je] 
0 0 1 


i 


z pi 
UB). dt = 24 — ° 
| O. li 


Astfel, condiția (103a) este satisfăcută. Condiţia (103b) corespunde, deoarece ş(l) = 0 


Să considerăm acum 
A 0 
I(x. 1) = i 
A Xa — ithaz 


A , T X, — thz, | 
Venit 2 A thl Iata, 


RESIA FARSEN izal 


Vom avea 


142 10. CIRCUITE LINIARE VARIABILE IN TIMP ȘI CIRCUITE NELINIARE 


Inegalitatea rezultă din faptul că | z, SSI z, | + | z3]. Deoarece ||x||, și deci || se apropie 
A 


de zero, 4|x2 — thr,|:ix,| şi deci jit(x, 011,/IIXII, se apropie de zero. Aceasta rezultă din 
faplul că 


EA | Za| 


Astfel condiția (103c) este satisfăcută. 

Toate condițiile teoremei stnt satisfăcute; prin urmare, prin teorema 16, toate soluțiile 
se apropie de zero cind (~>, pentru ||x (0)|!,<8. Valoarea lui 8 nu este cunoscută, dar cunoaș- 
tem că ea există. Se recomandă determinarea acestei valori a lui $. 


Alocarea termenilor lui Îl), la, Ax şi la, f (x,t) nu este unică. De fapt 
orice termen liniar poate fi alocat lui Ax, dacă valoarea sa negativă este 


alocată lui Ê. Această flexibilitate poate fi utilizată pentru a ajuta. să fie 
satisfăcută condiția (103c). Acesta este de fapt motivul pentru care s-a 
exprimat, în exemplul dat, termenul — ra, sub forma —5x, +- Lrs. 


10.6. SOLUȚIA NUMERICĂ 


Situaţii în care se cer soluții numerice ale ecuației de stare sint : 

— cind nu se poate determina soluția analitică exactă ; 

— cînd o soluție analitică aproximativă poate fi determinată cu sufi- 
cientă precizie, numai printr-o cantitate de muncă prea mare ; 

— cind se caută o familie de soluții numai pentru un număr limitat de 
variații ale valorii parametrilor. În acest paragraf ne vom îndrepta atenția 
spre soluționarea numerică a ecuației de stare, exprimată în forma : 


d 
T (x, t) (104) 


Vom începe prin a prezenta cîteva metode elementare de soluție 
numerică a ecuației (104) şi apoi vom enunţa, fără demonstrație, o metodă 
avansată. 


Formula de diferențe inverse a lui Newton 


Multe metode de soluționare numerică a ecuației de stare se pot sta- 
bili relativ uşor, dacă se porneşte de la o expresie a valorii funcției într-un 
moment oarecare, în funcție de valorile ei în momentele anterioare. De 
aceea vom trata mai întii acest subiect. 
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Pentru a stabili o bază, în termeni familiari, pentru formula ce va fi 
analizată, să considerăm funcția vectorială y(t) exprimată ca o serie trun- 
chiată de puteri, cu un rest; adică 


V(O) = Y) +90 (h) (E — t) + > yet ttt... 


1 i : 
Draf P y” (t) (t — t) + rt), (105) 


unde y% (t) = d y (î)/d l=. Adeseori y(t) poate fi aproximată prin- 
tr-un polinom obținut prin neglijarea restului r (t). De fapt, dacă y(t) 
este un polinom de grad cel mult j, atunci această aproximație nu este 
eronată. Greșeala majoră ce s-ar face folosind (105) constă în faptul că 
ea cere cunoaşterea derivatelor lui y(t), ceea ce nu este totdeauna posibil. 

Pentru a se evita problema de evaluare a derivatelor lui y(t), vom 
căuta o reprezentare diferită, dar echivalentă a lui y(t). Fie ti-i, t;-...î;_; 
un set de j valori distincte de timp. Dacă înlocuim fiecare din aceste valori 
în (105), se obțin j ecuaţii, avînd ca necunoscute derivatele. Acestea, se 
pot rezolva pentru Y%(4,) în termeni de y(t), Y(t), şi de rest r(i,_.), unde 
k=1,...,]. Dacă se introduc aceste soluţii pentru y (t ) în (105), expresia 
rezultată pentru y(t) se poate pune în forma următoare : 


y(t) = as (t) y (4) + a (t) y (h-i) tae (DY (tiz) +... 
-ee +a (t) y (ti) +r (t), (106) 


unde r(t) este un 1est, bineînțeles diferit de r(t); a(t) sint polinoame în ¢, 


de grad cel mult j. Neglijind pe r(t), se obține un polinom care aproxi- 
mează pe y(t). 

Coeficienții a(t) nu sînt ușor de evaluat, după cum ar fi de dorit. 
Totuşi „dacă se rearanjează termenii în (106), astfel ca y(t) să fie exprimată 
în funcție de sume şi diferenţe între diferite valori y(4,_.), atunci noii coefi- 
cienți se evaluează ușor. Aceasta se va înțelege uşor prin cele ce urmează. 

Să definim mai întîi un set de funcţii, care sint sume și diferenţe ale 
valorilor lui y(?) în diferite puncte” de timp, după cum urmează : 


[ti] = y(t) (107a) 
d[i] — 8 [i-a] 
ò [i-a 6] = Di Er eat (107b) 


AEE i N E E i 
A IRI hipt] = Sen emil Sete iza), (10706) 
THa 
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Fiecare funcție, după prima, este diferența dintre funcția precedentă, 
la două momente succesive de timp, divizată prin diferența între momentele 
de timp respective. Aceste funcții se numesc diferențe divizate. Se observă 
că, deoarece prima „diferenţă divizată” este chiar Y(î;), prin definiție, 
toate diferențele divizate succesiv sînt sume şi diferențe de y(t), la diferite 
momente, divizate prin intervale de timp. 

Urmează acum să exprimăm pe y(t) în funcție de sumele şi diferențele 
valorilor ce le are în momentele t;, î;_,,... ; adică, în funcție de diferențele 
divizate. Vom exprima mai întîi pe y(t) în funcţie de 8[4;,t]. Apoi, expri- 
mind pe 5[4;,1] în funcţie de 5[t;-,,î;] și SLf: -iti t], vom scrie pe y(t) în 
funcţie de 5[4;_.,1;] și S[t;-1t;t]. Acest proces de substituire se continuă, 
pină ce se obţine y(t) în funcţie de diferenţele divizate, de toate ordinele. 

Să incepem cu diferenţa divizată 5[4,t). Din (107b) se ştie că: 


[i]=38[tl+(r—t) Sitt]: 
înlocuind aici pe (107a) se obţine : 
Mt] = y(t) +H t) Sih t] 


Apoi se consideră diferența divizată è[t;_ı,t;,t]. Din (107c) se obţine 
expresia pentru ŝ[t;_ı, ti t], care pate fi scrisă, rearanjînd termenii 


Ò [tt] = È [fti t] + (E tia) Etica titl 
Înlocuind aceasta în (108a) se obține : 
y (O =y (t) H(t t) 5 [i ti] + 1 ti) E ti-a) Siti -iotot] 
Din (107c) se ştie că: 
Ò [tiese e it] = $ [tipe e ti] — (tic) 6 [hse pes ht] 
Prin utilizarea repetată a acestei relații (108b) devine 
y (D =y (6) + (t — t) è [ici] 


+ (t-t) (t—t Dlt- ti- ti] 
e E A A Ata If AR (108c) 


+ (1— t,) (t—ti-1). ° (t e t-41) lh -5 ..9 titi] 
+ e(t), 


10.6. SOLUȚIA NUMERICĂ 


unde 
e (t) = (t—t;) ... (t—t;_;) Ò [ti je eti t] (109) 


este considerată ca eroarea din aproximarea lui y(t) prin polinomul 
y(t) +t) [titi ]+ . .. + (t—t;). . e (t—t;-;41) Òli js. . t] (110) 


Pe baza comentariilor precedente referitoare la (106), se ştie că e(t)=0, 
dacă y(t) este un polinom de grad cel mult j. Din examinarea relației (109) 
se observă că e(t)=0 pentru t=t;, î;_.,...l;_;, fie că y(t) este sau nu un 
polinom. 

Deoarece diferențele divizate nu sînt tot așa de simplu de calculat 
ca diferențele, se va reformula (110) în termeni de simple diferențe, luate 
invers, adică 


VY (t) =Y (t) — Y (t1) (111a) 
V?y (4) =[ VY (4) — V y (t-1] (111b) 
viy (t) =[y*7} y (t) — V*TY (t-i) (111e) 


Acestea sint denumite diferențe în sens invers, Vom presupune în cele 
ce urmează că diferențele dintre valorile adiacente de timp sint egale; 
adică, î,—t,_„=h, pentru k=i—j+1,...ji. 

Apoi, începînd cu (111a), se obține 


YDY lha) 
yyty=t; t) TAI- 
tich- 
= h [ti-i]. 
În mod analog, începind cu (111b), se obține, 


VY(t:) — VY(ti 1) 


i— he 


= 2h? Ati _ati]— 82 t1] 


ti— his 


VY (4) (ti— ti-o) 


= 2h2 [î_i h]. 
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Rindul al doilea rezultă din primul, folosind expresia dedusă anterior 
pentru Vy(4;), iar rîndul trei rezultă din al doilea, folosind (107c). Conti- 
nuind în acest mod se găseşte că 


VY (î) = hòfh it] (112a) 
VY =h [ha hih] (112b) 
VY) =k hS h. e h] (112e) 


sau, sub rormă echivalentă, 


Dlhe e st] = VY (4) (113) 


Ba 
k! h* 


Dacă se introduce această relație dintre diferențele divizate şi dife- 
rențele în sens invers în (108c) se obține: 


(t— eu (t—t) (t—t; 1) 


știa) E yya + EE gayt... 
T: t Vayl) +o). (114) 


jth 


În mod analog, polinomul aproximant a lui (110), obținut prin negli- 
jarea lui e(t), este : 
(t—t) (t—t;). (top) 

h 


şt) + a 


VIl) H.. + v'y(4). (115) 


Ecuația (114) este formula de diferenţe în sens invers a lui Newton; 
(116) este această formulă, trunchiată, după j+1 termeni. 


Formule deschise 


Folosind formula de diferenţe în sens invers (de diferenţe inverse) a 
lui Newton, vom stabili o formulă destul de generală pentru soluția ecua- 
ţiei de stare la momentul £,,,, în funcție de diferențele inverse şi de deri- 
vatele lor la momentele anterioare de timp. Aceste formule, denumite 
formule deschise, formează baza pentru multe din metodele numerice spe- 
cifice ce urmează a fi prezentate aici, 
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e —— 


Xotind pe d/di printr-un punct deasupra și punind y(t)=ă(t), 
obținem formula de diferenţe inverse a lui Newton (114), trunchiată după 
)=1 termeni, 


X1)=ă11,)+ Art) vă(t,)+...+ aaa ACEA la 
h jth, 


J 


vix(4,). (116) 


Dacă se integrează x(t) de la îi, la t; =t; +h, rezultatul este X(t;,1)— 
—X(t,) ; în mod echivalent, 


x(t; 1) = (0) + [tb 
ti 
Substituind pe (116) în (117) se obține, 
X(t; 1) =X(t;) +h pi bv*ă(t;), 
unde by=1 şi, pentru k >0, 


d, = pata dt 


ti k hr 
z | +(74+1)...(74+k—1) dz. (119) 
0 k! 


Integrala a doua din (119) se obține din prima prin schimbarea varia- 
bilei t=(t—tł;)/h şi prin faptul că t; ı=t,—lh. După evaluarea acestei 
integrale pentru mai multe valori ale lui k şi substituirea rezultatului în 
(118) se găseşte că 


X(t 1) 2x00) HALAH EVA) + ie V2%4,) 
HEVIA) + Fii VI) +... (120) 


Într-un anumit sens, se poate spune că s-a ajuns ţinta. Dacă se cunoa- 
şte x(î0), X(t.),... Şi X(t), atunci se poate folosi ecuaţia de stare pentru a 
determina X(t), X(t), —..., și X(4,). Apoi se calculează diferenţele inverse 
V(t), v2x (6,),.. „și yjX(t), iar (118) este folosită pentru evaluarea lui 
X(1,;.). Se repetă apoi aceste trepte pentru evaluarea lui x(t;,2), pornind 
de la x(t), X(t), . -, și X(î;+.). Continuînd în acest sens, se stabileşte valoarea 
lui æ(t) în momentele i=t;,.,t;+2... Ne vom opri mai mult asupra acestei 
chestiuni mai tirziu. 

Ecuația (118) stabileşte dependenţa lui x'î;,,) de valorile imediat 
precedente ale lui x (anume, xt) și de x(1,), vă (î,),..., şi V”X:44)). Se poate 
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tot aşa de uşor stabili dependența lui x((;.,) de x(î;_.), pentru 130 şi de 
(t), Vă(1,),..., şi piă(t,). Relaţia integrală obţinută astfel este : 


x(t; ) = X(t; T " toat, (121) 
ti = 


Prin substituirea lui (116) se obține, 


X(î;.1) = X (l;a) +A 5 b, (1) viă (t), (122) 
k-0 


unde b,(1)=1+1 şi, pentru k >0, 


1 z(24+1)...(7+hk—1 
b (D) =| (e e, A (123) 


Pentru aplicații ulterioare, se dau în tabelul 10.1 valorile coeficienţilor 
b.(1), care apar în relația foarte generală (122). 


Tabelul 1".1. 
Valorile lui b, (1) 
l 


A E te muti L E ZE aa 
0 1 2 3 4 5 
i i i i | 
N II IN E fa Ep me sd | G 
L] 
3 ! 17 
T Ep -ă = ee a | —12 
2 J 2 
N II e N IE 8 83o | 15 
2 12 3 sl 3 pi 9 
: I [l 
i So l obe po i i i 4 
ANI 3 | 3] N` n T H | -9 
2020 | E A o M B3 T 33 
| + 720 | D005 | 10 
E A AI II II IL S | PN N A 0 
) a8 doao awo o C R IE o 


Nu s-a spus nimic despre eroarea ce apare prin folosirea formei trun- 
chiate a formulei diferențelor inverse a lui Newton. Despre aceste erori se 
tratează în cărțile de analiza numerică 1. Totuşi, trebuie menționat că 
eroarea din (122) este proporțională cu h;*2. Astfel, într-un sens intuitiv, 
dacă h este suficient de mic şi j suficient de mare, eroarea poate ajunge 
foarte mică. 


1 Vezi. de exemplu, R.W. Hamming. Numerical Methods for Scientisis and Evgineers, 
Me Graw-Hill Book Co. New York, 1962. 
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Formule închise 


Relaţiile obţinute din (122) pentru diferite valori ale lui l se numese 
formule deschise, pentru că x(t,.,) depinde nu de xla momentul t; ,,, ci 
numai de x la momente anterioare de timp. Pe de altă parte, formulele 
îmehise ce se vor prezenta mai jos, au o relaţie de dependenţă între 
x(t; ı) şi X, atit la momentul ,,,, cît și la cele anterioare. 

Se pune v(t)= x(t) și apoi se înlocuieşte t; prin t; în formula de dife- 
renţe inverse a lui Newton, trunchiată după j+1 termeni. Ecuația rezul- 
tată devine: 


; . t-t. i t—t. a). (G, zi 
300 at ETER g ta ET di (iz) păr (124) 
Integrarea lui X (t) între î,_,„=t;—1l şi t;,ı=t;+ħh, duce la relaţia : 
tih 
x(t; 1) =X(t; 1) +f k(t) dt. (125) 
ti—ih 


După introducerea expresiei pentru (124) se găseşte : 
j 
X(t) = X(t a) Hh $ e (0) V* (îs. (126) 
k=0 


unde c(l)=1+1 şi, pentru k >0, 


| —1 ..(z+k— 
ad=] E mrt (z+k-2) 


În tabelul 10.2 se dau valorile calculate a lui c, (l), pentru formula 
închisă foarte generală (126). 


da. (127) 


Tabelul 10.2. 
Valorile lui c} (1) 


k EC ine ei ea oa cazi aaa Ea pază E iai Mai 
o i 1 i 2o 3 | 4 5 
i | | i | 
0 1 | 21 3 4 | 5 | 6 
1 } ' i 9 | : > i 
kaa A ae Pa TA ete p 
a] ala pi 175 97 
2 12 3 | i? | 3 BC) | 
1 i 3 i B o |s 
3 oa 0 O 73 ii EN aa 
1 1o o! 3! 14 ds | s 
4 720 vo 80. 45 si 10 
3. 1 3 0 95 i 33 
5 160 80 100 T apa i 10 
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Ca și în cazul formulelor deschise, eroarea în (126), datorită trun- 
chierii formulei de diferenţe inverse a lui Newton, pentru x(t), este pro- 
porţională cu hi*2. 

La prima vedere s-ar părea că formulele închise nu au o importanță 
deosebită, deoarece ecuaţia de stare nu poate fi folosită pentru calculul 
lui X (î;.2), pînă ce nu este cunoscută x(ţ,,,), iar (126) nu poate fi folosită 
pentru determinarea lui x(4;,.), pînă ce nu este cunoscută k(ţ,,). Totuşi, 
formulele închise sînt utile în soluţionarea numerică a ecuaţiei de stare, 
prin aşa numitele metode de predictor-corector, despre care ne vom ocupa 
puţin mai tirziu. 


Metoda lui Euler 


Să considerăm, în acelaşi timp, formula deschisă (118), cu j=0, şi 
ecuaţia de stare evaluată la t. Astfel 


X(t; 1) = X(t) + h X(t;) (128a) 


åt) = île), 4]. (128b) 


Valoarea lui x la t=t,, introdusă în membrul doi al ecuației a doua, 
ne dă derivata x (,). Dacă se introduce aceasta în membrul doi din prima 
ecuaţie, rezultă valoarea lui x la î;,.. Utilizarea alternativă a acestor două 
expresii, ne duce la valorile lui z la î,+kh, pentru toate valorile k. Acest 
procedeu numeric se numeşte metoda lui Euler. 

Nu ne vom opri mult asupra acestei metode elementare, deoarece 
eroarea este mult mai mare decît în alte metode. Mai există neajunsul că 
eroarea poate creşte mult, cînd crește timpul. Aceasta se poate vedea din- 
tr-un exemplu. Să considerăm ecuaţia scalară 


da 


— =g 
di i 


cu x (0)=1. Soluția exactă e! este concavă în sus, cum se vede în fig. 10.13. 
În metoda lui Euler, valoarea lui z(h) se calculează utilizind z(0) şi panta 
curbei (soluţiei), trecînd prin punctul [:2(0), 0]. După cum se vede în figura 
10.13, z(h) are o valoare mai mică decit a soluției exacte. Se poate vedea ușor 
că soluţionarea numerică, evaluată pentru momente succesive de timp, 
va da o curbă ce se depărtează din ce în ce mai mult de curba soluţiei 
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exacte. În fig. 10.13 s-a luat h=0,5, destul de mare, pentru a se pune în 
evidenţă această abatere crescîndă cu timpul. 


10 


solutia 


numerică 


(z(0),0] 
0 


1 2 3 


t — 


Fig. 10.13. 


Metoda lui Euler modificată 


Pentru a se înlătura unul din neajunsurile metodei lui Euler, se modi- 
fică puțin aceasta, făcînd ca x(t,,.) să depindă de X atît la t, cît și la t, 
nu numai la , singur. 


Vom porni de la formula închisă (126), cu j=1 şi 1=0; acesta dă 


i+? 


Kait Hh | sta) F V ten: (129) 


care, dacă se face înlocuirea y x(t; ı)=X(t;.1)—X(t;), devine 


aliada E, O aso 


' Astfel, dacă se foloseşte (129), X(t;+ı) se determină prin x(t;) şi media 
dintre X la î, şi la tı. La prima vedere s-ar părea că această relație este 
fără folos, deoarece X( lira) poate fi determinată din ecuaţia de stare numai 
dacă x(1;+,), care este mirimea ce trebuie evaluată, este cunoscută. Această, 
dificultate este învinsă în modul următorul : Pornind de la x(,), se foloseşte 
metoda lui Euler pentru a prezice valoarea lui x(î,;,). Cu această valoare 
prezisă a lui x((;+), ecuaţia (129), împreună cu ecuaţia de stare, ne pot da o 
valoare corectată a lui x(f;4). Acest ultim pas este apoi repetat pînă ce 
valorile corectate succesiv ale lui x(4;,,) sînt echivalente, cu precizia nume- 
rioă dorită; de exemplu, echivalente pînă la patru cifre zecimale. 
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Aceasta este metoda lui Euler modificată ; se mai poate spune că este 
o metodă cu predictor-corector. Este doar o metodă, poate cea mai elemen- 
tară, dintr-o largă clasă de astfel de metode cu predictor-corector, dintre 
care unele vor fi luate în considerare mai departe. 

Pentru a ilustra. procedeul în metoda lui Euler modificată, să presu- 


punem că: 
H 


este ecuația de stare şi x(0)=[1,000—2,0007. Luăm în mod arbitrar 
h=0,1. Acum, x(0) şi ecuația de stare împreună, dau x(0)= [—1 3]. 
Ecuația (128a) în metoda Euler dă 


x(h)= [0,900 —1,100], 


valoarea prezisă a lui x(h). Ecuația de stare dă apoi valoarea corespunză- 
toare pentru x(h), adică x(h)=[—0,129 2,600). Folosind pe (130) din 
metoda modificată Euler, prima valoare corectată a lui x(h) devine [0,914 
— 1,740|'. Ecuația de stare ne dă acum o nouă valoare a lui x(h), iar (130) 
ne dă a doua valoare corectată a lui x(h). Acestea sînt 


= | aes J S| amn) 
9 


Presupunind că o precizie de trei zecimale este suficientă, calculul 
lui x(h), este terminat, deoarece ultimele două valori calculate ale lui x(h) 
sînt echivalente cu această precizie. Evaluarea mărimilor x(2h), x(3h),. . . 
se face în acelaşi mod, cu calcularea următoare începută de la valoarea 
lui x(k) imediat anterioară (stabilită). 


Metoda Adams 


Formula deschisă (118) pentru un 3 oarecare, astfel ca în cazul parti- 
cular =3 să avem 


ORI i 3 
X(ti+1) = X(4) + IES să 9 vx(t;)+ 12 vzi(t;) + g vsx((.)], (131) 
formează baza metodei Adams. Ecuația de stare este folosită, bineînţeles, 
pentru a evalua pe x(t;) de x(¢,). | 
Ca şi alte metode care folosesc formule deschise și închise, cu j>1, 
metoda Adams este de tip fără auto-pornire ; adică nu este suficient să 


10.6. SOLUȚIA NUMERICA 15; 


cunoaştem numai ecuaţia de stare şi X(t), ci trebuie cunoscute şi valorile 
X(f). şi X(6,). Numai cu această informaţie suplimentară poate fi 
calculat primul set complet de diferenţe inverse, la timpul t; şi poate fi 
deci folosită (118) pentru evaluarea lui x(î;.). 

Valorile suplimentare ale lui x, necesare pentru a porni metoda 
Adams, pot fi produse şi prin alte metode. Astfel, se poate folosi o dezvol- 
tare a lui x(t) în seria Taylor trunchiată, la tọ, pentru a evalua pe x(t,),. ..,şi 
x(t). Pentru a menţine echivalente erorile în metoda Adams şi în evaluarea 
seriei, pentru valorile de pornire, — seria lui Taylor trebuie trunchiată 
după j+2 termeni; adică, se va utiliza următoarea serie trunchiată : 


S(O = (to) HAP (Eto) Hy x? (a) (E — to)? 
(132) 


l ; ; 
-F.n + (+1)! xi Dp (to) (îti. 


Această metodă cu serie cere evident ca î(x,t) să fie suficient de 
diferenţiabilă (de j ori în x şi t) la tẹ ; numai atunci se poate evalua x™* (to); 
de exemplu, (4) =îx (x(to), to] X(to) +f [X(to), to]= îs [x(to)to] ÎLx(t0)ta] + 

HRE) tol 

Pentru a ilustra metoda Adams, să considerăm aceasta simplă ecuație 

de stare 


se -i 
"i dili duri 3 


cu z(0)=0. Punem k=0,1 și luăm j=3. Astfel, (131) va fi cazul particular 
a lui (118) folosit aici. 
Valorile de pornire se obţin folosind seria Taylor trunchiată. 
Mai întii, 
è (0) = [= rt) + e= l 
210) = [> 20) — Hiao = -2 
E (0) = [— 80) + e™']l-o = 3 
s0) = [— (0) — E~] hao = 4 


Deci, seria trunchiată (132) este în acest caz 


1 1 
ai) zip 
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Folosind această serie, se evaluează æ(h), z(2h) şi æ(3h); astfel 
æ(h)=0,0905, z(2h)=—0,1637, z(3h)=0,2222. Cu aceste valori se poate 
folosi (131) pentru a calcula valorile următoare ale lui æ(ih). Aceste valori, 
împreună cu cele ale mai multor diferențe inverse, sînt arătate în tabelul 
10.3, pentru + pînă la 10. Pentru comparaţie sînt date și valorile exacte 
(îh)e-% ale lui z la t=ih. 


Tabelul 10.3. 


i | ri | zile | zlih) | Y atâh) | gi z(h | pt z(ih) 
| 
0 0,0000 | 0,0000 | 1,0000 | | 
1 | 0,0905 0,0905 | 0,8143 | —0,1857 | 
2 0,1637 0,1637 0,6550 | —0,1593 0,0264 | 
3 0,2222 | 0,2222 0,5186 | —0,1364 0,0229 | —0,0035 
4 0,2681 0,2681 | 0,4022 | —0,1164 0,0200 | —0,0029 
5 0,3032 0,3032 | 0,3033 | —0,0989 0,0175 | —0,0025 
6 0,3293 0,3292 | 0,2196 | —0,0837 0,0152 | —0,0023 
7 0,3476 0,3475 | 0,1491 | —0,0705 0,0132 | —0,0020 
8 0,3595 0,3504 | 00899 | —0,0592 | 0ona | —0,0019 
9 0,3659 0,3658 0,0408 | —0,0491 ! —0,0101 | 0,0012 
10 0,3679 0,3678 | | 


Metoda Adams modificată 


Se poate face o modificare a metodei Adams, asemănătoare cu modi- 
ficarea la metoda Euler. Metoda Adams este folosită să prezică o valoare 
pentru x((;+,). Formula închisă (126) pentru un j oarecare și 1=0, se folo- 
sește în mod repetat, pînă ce valorile succesive corectate ale lui x(t; ,1) 
sînt ecnivalente la precizia numerică dorită. Ca un caz tipic, (131) (adică 
(118), cu j=3) se foloseşte să prezică valoarea lui x(t; +1) ; apoi din 


RI Eas l A 
X(t) = A(t) T E (t1) — 9 VX(î;:1) — Ta VX(li+)— TI y5X) i | 


(13) 
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care este (126), cu j=3 şi 1=0, se calculează valoarea corectată a lui 
X(t+ı). Aceasta este metoda Adams modificată ; ca și metoda Euler modifi- 
cată, este o metodă cu predictor-corector. 


Metoda Milne 


Aceasta este o altă metodă cu predictor-corector ; în particular este o 
metodă care ține seama bine de zero-urile care apar în Tabelele 10.1 și 10.2. 
Ecuația (122), cu j=3 şi 1=3, se folosește pentru a prezice valoarea lui 
X(î4+4). Deoarece b„(3)=0, termenul v*x(4;) nu trebuie să fie niciodată 
inclus în ecuaţie. Astfel 


X(ti-1) = X(t; 3) +A |as — 4yX(t;) + Ept x(t) | (134) 


Se observă că numai două diferențe inverse sint calculate, ca și cum s-ar 
trunchia formula deschisă (122) la j=2. Totuşi, precizia este aceeași ca 
cea obținută cind se trunchează formula deschisă la j=3. Formula închisă 
(126), cu =3 şi l=1, se folosește pentru calculul valorilor corectate ale 
lui x(t;44). Cum cs(1)=0, trebuie calculate numai două, în loc de trei, dife- 
renţe inverse. Astfel, ecuaţia se poate scrie fără termenul y?X(1,,.), adică : 


(te) = Xa) HA 2 (te) — 2% Stea) + zlta]: (135) 


O a doua metodă Milne folosește formula deschisă (122), cu j=5 şi 
l=5, pentru a prezice pe X((;4.), precum şi formula închisă (126), cu j=5 
şi l=3, pentru a corecta pe X (î,,.). Faptul că b,(5) şi c;(3) sînt zero, reduce 
efortul de calcul, pînă la cel necesar cînd (122) şi (126) sînt trunchiate la 
jJ=4. 


Metode cu predictor-corector 


2 

Mai multe din metodele examinate sînt metode cu predictor-corector. 
Ele fac parte dintr-o clasă largă de astfel de metode, care folosesc formula 
deschisă (122), pentru anumite j şi l, ca să prezică pe x (t;+1), şi formula 
închisă (126), pentru anumite j şi l, ca să corecteze pe x(t;.). Indicii j şi | 
pot fi diferiţi în cele două ecuaţii. În mod convenţional, (122) se numeşte 
un predictor, iar (126) un corector. 

Pentru a ilustra cum servesc aceste ecuaţii la stabilirea metodei 
particulare, să vedem mai întîi cum poate fi îmbunătăţită metoda Euler 
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modificată, fără să se adauge ceva la cantitatea de calcul necesară. Corec- 


torul 
x(t; ' 1) = x(f;) + h Ia M 1) 


este (126) cu j=1 si l=0. Predictorul 
(6,1) = X(f;) + A(t) 


este (122) cu j=0. Astfel, predictorul nu este tot aşa de precis cît este corec- 
torul. Aceasta înseamnă că ultimul, probabil, va trebuie să fie folosit de 
mai multe ori, pînă să se ajungă la valori succesive ale lui x(t;_,) echiva- 
lente (aproape egale), decît ar fi necesar dacă predictorul și corectorul ar 
avea aceeaşi precizie. Din examinarea tabelului 10.1 se vede că b,(1)=0. 
Astfel (122), cu j=1 şi l=1, dă un predictor : 
X(t; -1)=X (fa) + 2ħhx(t;), 

cu aceeaşi precizie ca şi corectorul ; cantitatea de calcul necesară pentru a 
preciza pe x(t;.,) este aceeași ca şi la predictorul original. 

Trebuie observat faptul că cele mai multe din metodele cu predictor- 


corector, care se bazează pe (122) şi (126), nu cînt cu auto-porn ire. Excep- 
tiile sînt (122), cu j=0 şi 1=0, precum şi (126), cu j=0 sau 1 şi l=0. 


Metoda Runge-Kutta 


Metoda de ordinul patru Runge-Kutta, este baza cunoscută şi folo- 
sită pentru obţinerea soluției numerice a ecuației de stare. Este o metodă 
cu auto-pornire — deci cu avantaj evident — și destul de precisă. 

Metoda de ordinul patru Pr este exprimată prin ecuația 


X(t) = X(t) + - A l iw, + 2W, + 2W + wW] (136) 


unde : 
Wo = A Î[x(6,),4] 


Wo 


= li a | 
wp = h POETE- i 


Wwa = hi [x(t rw: +A]. 


bă | 
Di 
~I 
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Nu se va încerca să se justifice această ecuație, deoarece este o demon- 
strație lungă şi nu dă informații utile pentru dezvoltarea altor metode. 
Este cunoscut că termenul de eroare este proporţional cu A5. Astfel, dacă 
h este suficient de mic, eroarea va fi neglijabilă. 

Se observă că nu se folosește nici-un corector în această metodă. În 
comparaţie cu alte metode avind aceeaşi precizie, dar fără corector, ea cere 
un efort. de calcul ceva mai mare. Pentru fiecare creștere a timpului, X 
trebuie evaluată de patru ori, faţă de numai o dată, în alte metode. Mai 
mult, într-o metodă cu predictor-corector, avînd paşi e suficient de mici, 
X va fi rareori evaluat mai mult decit de două ori. Se vede că, din acest 
punet. de vedere, metoda Runge-Kutta este mai desavantajoasă decit 
metodele cu predictor-corector. 

Totuşi, se observă că avantajele si dezavantajele metodei Runge- 
Kutta, în comparaţie cu metodele de prezicere-corecţie, sînt complemen- 
tare între ele. Metoda Runge-Kutta este cu auto-pornire, iar metodele cu 
predictor-corector necesită mai puţin calcul. De aceea metoda Runge- 
Kutta se poate folosi pentru pornirea uneia dintre metodele cu predictor- 
corector, 


Erori 


S-a spus pină aici puțin despre erorile din soluțiile numerice ale ecu- 
ației de stare, afară de sublinierea dependenţei erorii de h, datorită trun- 
cherii în formula cu diferențe inverse a lui Newton. Mai există şi alte 
erori şi trebuie să fim atenţi asupra modului cum apar. 

Sint erori care apar din cauză că operațiile aritmetice se fac cu numere 
ce au un număr limitat de cifre semnificative. Acest tip de erori sînt cunos- 
cute ca erori de „rotunjire”, deoarece prin rotunjire se elimină unele cifre 
finale considerate nesemnificative. 

Erorile de trunchere și de rotunjire, apărind la fiecare pas al calculului, 
afectează nu numai eroarea soluției numerice la acel pas, ci şi eroarea paşilor 
următori ; se spune că eroarea se propagă. 

O altă sursă de eroare, considerată ca eroare dinamică, apare în modul 
următor. Ecuațiile folosite pentru obţinerea soluţiei numerice a ecuaţiei 
de stare pot prezenta mai multe moduri independente dinamic, decit 
ecuaţia de stare. Dacă unul din modurile suplimentare este instabil, 
atunci soluţia numerică se poate depărta radical de soluţia efectivă. 

Nu ne vom ocupa mai mult despre erori, aceste chestiuni fiind tratate 
pe larg în cărţile de analiză numerică (vezi Bibliografia). 
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10.7. STABILITATEA LIAPUNOV 


În cazul circuitelor liniare, pentru care există soluții analitice gene- 
rale ale ecuaţiei de stare și pot fi determinate, se poate examina soluţia şi 
studia proprietățile ei. În particular, este posibil să se facă observați 
asupra proprietăţilor de stabilitate ale soluţiei, dacă rămîne mărginită 
sau chiar se apropie de zero cînd t—>œ. Pentru circuite neliniare, nu există 
soluții analitice generale, și astfel nu se pot face observaţii cantitative 
asupra soluţiei. De aceea este important să se obțină unele informaţii asupra 
comportării calitative a soluţiei unei ecuații de stare, în particular asupra 
comportării ei cînd ł—->œ, adică asupra gradului de stabilitate sau insta- 
bilitate a soluţiei. 


Definiții de stabilitate 
Ecuația de stare neliniară se exprimă prin 


dX 
S f (x,t), (137) 


Se observă că la punctele unde f(x,t)=0 pentru orice t >t, viteza de schim- 
bare a lui x este identic zero. Aceasta înseamnă, bineînțeles, că dacă starea 
începe sau ajunge la un astfel de punct, va rămîne acolo. Aceste puncte 
sînt evident deosebite și de aceea se numesc puncte singulare. 

Problema stabilității se ocupă cu comportarea soluției ecuației de 
stare într-un punct singular. Prin convenție, în definiții și în teoreme, se 
alege punctul singular în chestiune drept origină. Pentru a vedea că aceasta 
este totdeauna posibil, fie x, un punct singular. Apoi, să punem y(t)= 
=X(t)—X,. Rezultă că x(t)=x, corespunde la y(t)=0. Identificarea echiva- 
lentă x(t)= y(t)+x, înlocuită în ecuația de stare (137) dă 


i y=f (y+ X,t) = f (y, t). (138) 


Cum y şi x diferă între ele numai printr-un vector constant X, oricare 
dintre ei determină starea circuitului. Dacă y este considerat un vector, 
de stare atunci (138)este ecuația de stare şi origina este un punctsingular. 
Astfel, fără pierdere de generalitate, vom presupune că (137) stabileşte 
origina ca punct singular. 

În ceea ce urmează vom folosi norme, fără referință la o normă 
particulară ; totuși, exemplele se vor referi la norma Euclidiană. Prin 
Ñ, vom nota regiunea sferică ||x || <ọ în spațiul vectorilor şi prin B, fron- 
tiera regiunii sferice $,. Astfel, B, este sfera ||x|| = e. 
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Se presupune că în regiunea sferică Sp există o singură soluţie continuă 
a ecuaţiei de stare. Locul geometric al punctelor x(t) în spaţiul vectorilor, 
pentru t > t, este numit semi-traiectoria pozitivă sau, pe scurt, traiectoria 
şi se notează cu x+. 

Fiecare din următoarele trei definiţii este ilustrată în fig. 10.14, 
pentru a da atît o interpretare vizuală, cît şi una verbală a stabilităţii. 


Fig. 10.14. Ilustrații pentru definițiile stabilităţii : 
a—origină stabilă: b-origină asimptotic stabilă: c—origiuă instabilă, 


` Definiţie. Originea este stabilă, dacă pentru orice R<E există unr < R, 
asifel ca orice traiectorie x* ce pornește din S, rămâne în Sa. [Punctul de 
unde începe traiectoria este X (19)]. 

Comportarea asimptotică a soluției la t —> co, este determinată de 
grupul de puncte de care se apropie traiectoria, la t — œ. Dacă traiectoria 
tinde spre origină, timpul particular de stabilitate capătă un nume. 

Mai precis, 

Definiție. Originea este stabilă asimptotic, dacă este stabilă și dacă, 
pentru orice e>0 există un t, astfel ca traiectoria să rămînă în S, pentru 
t>t,. 
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Această definiție stabileşte, în mod precis, că x(t) se apropie de zero cînd 
t tinde spre infinit, prin existența unei valori de timp, după care norma 
soluției ră mine mai mică decit. orice număr arbitrar de mic. Se observă că 
atit stabilitatea, cît şi stabilitatea asimptotică, sint „locale“ sau „în mic”, 
— proprietăţi prin care definițiile lor permit ca r >0 să fie oricît de mic, 
pentru a satisface definiţia. Pe de altă parte, dacă origina este asimptotic 
stabilă pentru r = + œ, cînd R = + œ, atunci origina se spune că este 
asimptotic stabilă în mare, san global asimptotic stabilă. Cu alte cuvinte 
x(t) se apropie de zero cînd t tinde spre infinit pentru orice Xto). 

Cum nu toate circuitele sînt stabile, trebuie precizat şi conceptul de 
instabilitate ; aceasta se face prin următoarea definiţie. 

Definiţie. Origina este instabilă, dacă, pentru vreun R < E şi pentru 
orice r L R există cel puţin o traiectorie cu origina în S, „care traversează By. 

Condiţiile în care origina este stabilă sau asimptotic stabilă sînt enun- 
tate în termeni de existenţa unor anumite clase de funcții. Vom defini 
aici aceste funcţii. 

Definiţie. Functia scalară V(x) se zice că este pozitiv definită, dacă: 
1) V(x) şi primele ei derivate parțiale sînt continue într-o regiune deschisă! 
D, ce conţine origina, 2) V(0)=0 şi 3) V(x) >0 pentru x 0 în D. 

Deoarece funcția scalară V poate fi uneori o funcție explicită de t 
şi de x, noțiunea de pozitiv definită trebuie extinsă şi la astfel de cazuri. 

Definitie. Functia scalară V(x, t) se zice că este pozitiv definită, dacă : 
1) V(x, t) şi primele ei derivate sînt continue pentru t > ta într-o regiune des- 
chisă D, ce conține origina, 2) V(0,t) = 0 pentru t >toşi 3) V(x, t) > W(x) 
pentru t > tọ, unde W(x) este o funcţie pozitiv definită numai de x. 

Continuitatea primelor derivate parţiale garantează existența lui 
VV(x, t), gradientul lui V(x, t). De aceea se poate serie 


d 9V d 
ey ERRA E AE) V dA pă 
pp Pl D = am D + LV V (a, ore 
oV , 
= ap (8, D + [VV (2, DY fa, t). (139) 


Ultima formă rezultă din faptul că dx/dt = Í(x, t) de-a lungul traiectoriei 
circuitului. De aceea este rațional să se vorbească despre viteza de schim- 
bare a lui V în lungul traiectoriei circuitului. O foarte importantă clasă de 
funcții este definită pe baza semnului acestei viteze de schimbare. 

Definiție. O funvtie pozitiv definită V(x, t) se numește functie Liapunov, 
dacă — dV/dt > 0 în lungul traiectoriilor din D. 

Pe baza acestor definiții se poate discuta acum chestiunea stabili- 
tății și condițiile în care este stabil un punct singular. 


1 O regiune se zice că este deschisă dacă nu conţine nici un punct din frontiera sa. 
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Teoreme de stabilitate 


Pentru a îace ca teoremele de stabilitate să fie mai pline de înţeles, 
vom analiza comportarea unei funcţii Liapunov V(x) deosebit de simplă, 
care este invariantă în timp şi comportă un vector de stare cu numai două 
elemente, d, şi £3. 


v=V(x) 

T2 
y= Ci Ti 
V = Ca 
V= C3 ; 
V =C, i 

x, s 

C, < Coe Ca cly 


Fig. 10.15. Funcție Liapunov. 


Deoarece !(x)>0 pentru xÆ0si 1(x)=0 pentru x=0,r=V(x) 

poate fi imaginată ca o suprafaţă în formă de cupă, tangentă lu planul 
dı — Za la origină, după cum se arată în fig. 10.15. Intersecţia acestei supra- 
fețe cu planurile orizontale v = C,, unde Ci < C, < ..., vor fi nişte curbe 
inchise. Dacă se proiectează aceste curbe vertical, pe planul x, — £y ele 
vor forma un grup de contururi V — constant concentrice, cu valoarea 
lui V descrescind către zero, cînd contururile se string spre origină. Aceasta 
se vede în fig. 10.15. 
Deoarece V este o funcţie Liapunov, ea trebuie să fie necrescătoare în 
lungul traiectoriei. Deci, traiectoria care începe în interiorul conturului 
V(x) = C;, nu poate tăia niciodată acest contur. Traiectoria este astfel 
constrînsă să fie în vecinătatea originii. Aceasta este foarte aproape de 
condiţia pusă pentru stabilitate. De aceea, putem anticipa că stabilitatea 
rezultă din existenţa unei funcții Liapunov invariantă în timp. Deşi acest 
exemplu foloseşte un vector de stare cu numai două elemente, nu este 
greu să imaginăm o generalizare la un vector de stare cu n elemente. 

Teoremele ce urmează vor face aceste noţiuni mai precise şi vor per- 
mite ca funcţia Liapunov să varieze în timp. 

Teorema 17. Origina este stabilă dacă, într-o regiune deschisă D, 
ce conţine origina, există o funcţie Liapunov, astfel ca V(X, t) < U(x), pentru 
orice 1 `> ta, unde U(x) este o functie pozitiv definită. 
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Această teoremă se demonstrează după cum urmează. Fie dat un număr 
R, iar C să fie valoarea minimă ? a lui W(x) pentru orice x, astfel ca ||x|| = 
= R. Fie x, un vector x avînd norma minimă, pentru care U(x) = C. Acest 
vector există și nu este vectorul zero, deoarece U(x) = 0, dacă şi numai 
dacă x = 0. Mai departe, deoarece U(x) > W(x) pentru orice t > ij, atunci 
1], | R.Fier= || x, ||. Rezultă că orice traiectorie care începe în $,, nu pără- 
seşte Sg. Aceasta se verifică astfel : prin continuitate, dacă x(t,) este con- 
ţinut în $,, atunci x(t) trebuie să fie conținut în Spg, pentru valori mici a 
lui t — tọ. Presupunem că la momentul i, avem ||x(i,)!| = R. Atunci 


V [x (ta), îi] > W[x(i)] > C. (140) 


Deoarece x, era un vector x de normă minimă, pentru care U(x) = C și 
deoarece V(x,t) < U(x)pentru orice t> t,, rezultă V(x, t)<C, pentru orice 
x care satisface ||x||<||z,||=r. Astfel, pentru orice x(t) din $,, 


V[(x(to), to] < C. (141) 
Apoi, deoarece — dV/di > 0, 
VX (ti), ta) S VIX (to), to]. (142) 


Este clar că (140) e în contradictie cu (142). Astfel î, nn există şi x* este 
conţinut în Sg. 

Această demonstraţie poate îi interpretată geometric, cînd x este un 
vector — 2, ca în fig. 10.16. Relaţia W(x) = C definește un conturînchis K,, 


st 


B 

K? R 

Fig. 10.16. Conturul K,(ł) al funcției 
Liapunov pentru origină stabilă. 


1 Se reamintește din definiţia unei funcții V(x, î) pozitiv definită și variabilă în 
timp, că W(t) este o funcţie pozitiv definită invariantă în timp, astfel ca V(x,() > W(1), 
pentru orice t > l. 
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conținut în Sp, plus frontiera ei, B}. Relaţia U(x)=C defineşte un contur 
închis K, conținut în regiunea închisă 1. mărginită de K,. Regiunea sfe- 
rică $, este cea mai mare în regiunea deschisă mărginită de K, Cum 
W(x)<V(xi)<U(x) pentru orice t>tẹ V(x,t)=C va defini conturul 
închis K,(t), conținut în regiunea inelară mărginită între K, și K, Acum, 
deoarece V[X(to),to] <C pentru orice x(t) în S, şi—dV/dt>0, o traiectorie 
ce începe în S, nu poate tăia K,(t) pentru t>t, Aceasta înseamnă că x” 
nu poate tăia K, de asemenea şi trebuie să rămînă în Spr. 


Acum să ne întoarcem la stabilitatea asimptotică. Pentru a lămuri 
stabilitatea asimptotică, trebuie introdusă o ipoteză suplimentară. 


Teorema 18. Origina este asimptotic stabilă dacă, într-o regiune 
deschisă D ce conţine origina, există o functie Liapunov, astfel ca V(xt)SU(x) 
pentru orice 13 to, unde U(x) este o funcție pozitiv definită, și astfel c» —aV di 
să fie pozitiv definită. 


Condiţia suplimentară pentru stabilitatea asimptotică este că —dV/di 
trebuie să fie pozitiv definită. Demonstrația acestei teoreme începe acolo 
unde se termină demonstrația teoremei precedente. Se alege orice e care 
satisface condiția Oe. Trebuie arătat că există un t, astfel ca x” să 
fie conținut în S, pentru orice t>t,. În demonstrațiea teoremei anteri ioare, 
valoarea lui r depindea numai de X şi nu de tẹ De aceea putem admite 
existenţa unui è dependent numai de e, astfel ca o traiectorie ce trece 
printr-un punct al S, la momentul t, să rămînă în S, pentru t>t,. Pentru 
a completa demonstraţia, trebuie să arătăm că x* care începe în S, la 
momentul t, trece printr-un punct din S, Fie w valoarea minimă a lui 
W(x) pentru x astfel ca 5s<||x||SR. Atunci, cum V(x,t)> W(x) pentru 
>t Vixit) t]<w numai dacă x(t), — care rămîne în Sg pentru orice 
t>t9, — este şi în S Vom folosi acest fapt pentru a arăta, prin contra- 
dicţie, că x(t) este conţinut în Sa pentru unele t>t, Deoarece —dV/dt 


este pozitiv definită, o funcție W (x) pozitiv definită există, astfel ca 


—aV |ät> Ŵ pentru orice t >t, Fie w valoarea minimă a lui W(x) pentru 
x astfel ca 5/2SS||x|!SSR. Atunci, cu restricția 8/2< ||x||<R, avem 


t 
Vata = Vata | FE: ay 


Cum dV/dt <—v, din această relație rezultă inegalitatea 


VEXI VE) to —(t— te), (143) 


1 O regiune se zice că este inchisă, dacă include toate punctele frontierei sale. 
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valabilă pentru 3/2 2S|ix SR. Acum, să presupunem că x(t) nu se găseşte 
în S pentru orice t>t,; adică ò< ||x(t)| KR pentru orice t>t,. Atunci, 
din (143), 


Vix(t), t] <w pentru t >te+ EV EXC), t) ]— 0} ee. 


Aceasta este o contradictie, deoarece !'[x(1),t]<u numai dacă x(t) 
este în S. Demonstrația este acum completă. 

Rămine chestiunea stabilității asimptotice „în -mare”, pe care o vom 
atinge cu ajutorul unei teoreme. Conditia suplimentară în această teoremă 
impune utilizarea unui tip particular de funcție pozitiv definită, pe care 
o vom defini acum. Exprimat aproximativ, o funcție este nemărginită 
radial dacă V(x,t) creşte fără limite, independent de valoarea lui t> ty 
cînd xX se depărteuză de origină sau, în mod alternativ cînd ||x|! creşte, 
În termeni mai precisi, V(x,t) este nemărginită radial dacă, dat fiind orice 
M >0, există un m astfel ca V(x,t) >M pentru orice t >t, ori de cite ori 
|ix:! >m. Cu aceasta, se poate enunţa acun teorema. 

Teorema 19. Origina este asimptotic stabilă „în-mare”, dacă există 
o funcţie Liapunor definită oriunde (ecuaţia de stare are o soluție), astfel 
ca V(xt)SU(x) pentru orice tz ta, unde U(x) este o functie pozitivă d piilă, 
astfel ca W(x) să fie radial nemărginită ! şi ca — dV Idt să fie pozitiv defi- 
mită. 

Demonstrația nu diferă mult de cele date pentru cele două teoreme ante- 
rioare. De aceea este lăsată ca un exercițiu. 


Exemple. Să ilustrăm unele din teoriile precedente prin exemple. Se consideră circuilul 
arătat in fig. 10.17. El este descris de ecuaţia de stare, 


Jp 


Deşi nu vom proceda aşa, se poate arăta că soluția acestei ecuații de stare există ṣi este 
unică pentru toţi vectorii de stare inițială x(/⁄); adică scalarul Æ care apare in definițiile de 
stabilitate este infinit. 


i+ fanh i 


Fi 


g. 10.17. Circuit neliniar. 


a Vezi nota de subsol la pag. 731. 
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2 i M 


O decizie in privința stabilității impune să descoperim mai întii o funcție Liapunov. Nu 
există vreun algoritm pentru aceasta. Ghidul este experienţa ; astfel, ca să ciștigăm ceva expe- 
rienţă, să vedem dacă funcţia pozitiv definită 


1 1 
Va)= iii x? EDES r? 
2 9 


este o funcţie l.iapunov. Pentru a determina aceasta trebuie să examinăm dV dl, adică 


lx lx 
— V(x) = x 2 + r, 2 = = pe — a — anh a 
di di dl 


Ultimul membru se obţine substitulnd dxdt și dx, di din ecuaţia de stare. Este clar că 
— dV idl este pozitiv definită. Astfel, V este o funcţie Liapunov, care, de asemenea, satisface şi 
restricțiile suplimentare ale teoremei de stabilitate asimpictică „in-mare”. S-ar părea că s-a 
uitat să se considere problema de alegere a lui U(x); totuşi, un moment de reflexie ne poale 
convinge că, atunci cind V este invariant în timp, condiţia suplimentară care cere să existe un 
U(x), cu proprietăţile indicate, este banal satisfăcută dacă punem U(x) = V(x). Acum este 
evident că origina este asimptotic stabilă „in-mare”. 

Nu este totdeauna posibil să se stabilească stabilitatea asimptotică „in-mare”!. Adeseori 
numai stabilitatea locală poale fi certificată. Ca exemplu, să considerăm circuitul din fig. 10.18. 


= ir 6lonhi 


(1+5 sinwt)y 1H | Az= 22 


Fig. 10.18. Circuit variabil in timp, neliniar. 


Ecuația de slare a acestui circuil este următoarea : 


d [E] A E -+ l sin ola — j 
la care se poale arăta că există o soluţie unică pentru toţi vectorii de stare iniţială. Vom folosi 
aceeași funcţie poziliv-definită ca mai sus, pentru a încerca funcţia Liapunov, adică, 


1 1 
v(x)= — x? - — r? 
(x) za ea 


Spre a verifica dacă aceasta este o funcţie Liapunov, trebuie evalual dV dl, ceca ce dă 
d d 


d 
— V(X) = r — — a 
di ia a? 


1 
=- [' + A ina)? — Găolh ry + a. 
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Rindul al doilea rezultă prin substituirea lui dz,/d! şi dz, d! din ecuaţia de stare. Se observă 
că —dV/di este pozitiv definită dacă 6z,thz, — z;? este pozitivă pentru z, 0. Aceasta este 
aproximativ echivalent cu |z,|<5,99999. Acum, în regiunea deschisă 1Z2]<5,99999 (toate 
valorile lui z, sint permise), — dV/dt este mărginită in jos, de funcţia pozitiv-definită 


1 
— r + Gzatha, — ză, 


A A 
care se poate considera a fi Wx). Aceasta este tocmai o funcție W(x); mai pot fi găsite și alle 


funcţii pozitiv-definite, care să fie W(x). 

Toate condiţiile teoremei despre stabilitatea asimptotică au fost satisfăcute ; prin urmare 
origina este stabilă asimptotic locai. De fapt, se poate arăta că, deşi nu vom face asta, toate 
traiectoriile ce încep din interiorul cercului cu raza 5,99999, in planul x, — t» se apropie asim- 
totic de origină. 


Teorema instabilității 


Teoremele de stabilitate dau numai condiţii suficiente pentru stabili- 
tate, dar nu condiții necesare. De aceea, dacă condiţiile din teoremă nu sînt 
satisfăcute, tot mai este posibil pentru origină sau alt punct singular 
cercetat, să fie stabil într-unul din cele trei sensuri considerate. O altă 
cale prin care chestiunea stabilităţii poate fi lămurită cert, este găsirea 
condiţiilor suficiente pentru instabilitate. Astfel, dacă se poate arăta că 
toate condiţiile de suficiență a vre-unei teoreme de instabilitate sînt satis- 
făcute, atunci origina nu poate fi stabilă. Următoarea teoremă de insta- 
bilitate, datorită lui Șetaev, îmbrățișează două teoreme de instabilitate, 
formulate iniţial de Liapunov : 


Teorema 20. Fie D o regiune deschisă, conținînd origina şi fie D o 
regiune deschisă în D, astfel ca : 1) origina să fie un punct de frontieră în 
D; 2) pentru orice i>to, functia V(x,t) să fie pozitivă și, împreună cu primele 
ei derivate parțiale, să fie continuă în D; 3) dI(x,t)/dt> W(x) pentru t>ty 


unde W(x) este pozitivă gi continuă în D; 4) V(at)ST(x) pentru t>ty 
unde U(x) este continuă în D şi 5) U(x)=0 la punctele de frontieră ale lui 
D în D. — Atunci origina este instabilă. 


Demonstrația e scurtă şi se înţelege uşor cu ajutorul fig. 10.19. 

Se alege R astfel ca D să nu fie plasată complet în interiorul lui Sp. Pentru 
orice număr pozitiv, oricît de mic 7< R, este posibil să se găsească un punct 
situat atît în S,, cît şi în .. Fie x(t) un astfel de punct. Prin condiţiile 
4) și 5), există o regiune conținută întreagă în „, astfel ca U(x) să fie mai 
mare decit V [x(t.),t.] >0 ; notăm aceasta prin D,. Fie î >0. cea mai mare 
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limită, inferioară atribuită lui W(x) la punctele comune lui Ș, şi Sp. Atunci 


V Exit] = TIS) t] | 


lo 


a, V[x(2),=]d= 
dz 


duce la inegalitatea 


V[x(0,t] 27 Extat] + (—t0), 


Va) = Vfæ t) =n Ufe) =viæ(t), t] 
q b A 


B5 Puncte cemune la 
Opn Si Sp 


Fig. 10.19. Origină instabilă. 


deoarece Y(x,t)> F [X(t),ta] şi AV /dt>w în aceleaşi puncte. Prin condiţia 
4), V(x,t) este mărginită in sus, la acele puncte care sînt comune lui Ď, 
și Sa. Prin modul cum s-a construit D,, traiectoria trebuie să atingă de 
fapt un punct de pe Bp. frontiera lui Sp. 

Pentru a ilustra această teoremă de instabilitate, să considerăm circu- 
itul arătat în fig. 10.12. 


Con verfor de 
negalivare 


Fig. 10.20. Circuit neliniar instabil. 
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El are ecuaţia de stare, 


Este posibil să se arate, deşi nu vom face aceasta, că există o soluţie unică 
pentru orice x(t). Funcție a 


Li 1 
F(x) = — te —— rF 
(x) Enn 


este pozitivă pentru |z,]< |z,|. Dacă trebuie să fie satisfăcute conditiile 
teoremei de instabilitate, atunci trebuie să arătăm că dV/dt >0. pentru 
lia <`r, într-o vecinătate oarecare a originei. Pentru a începe, avem 


Substituind dæ,/dt şi dx,/dt, se obţine 


< V(x) = Barat —2 ttt rthe, 
( 
= Dart L) t a(thaz— 2). 


Rîndul al doilea s-a obţinut din primul, adunînd și scăzind pe 2. 
Este evident că 


„d 


> m et (par 2—2)). 
Ultima expresie este clar pozitivă pentru ix,:< iri! în orice vecinătate a 
originei. Astfel origina este instabilă. 
Construcţia funcției Liapunov 
Să analizăm care este natura teoremelor de stabilitate. Nu vom da o 


regulă precisă de urmat ; adică, nu există o serie definită de pași, la capătul 
cărora să se poată obține o concluzie neîndoielnică, dacă sau nu circuitul 
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E ——— = 


este stabil. Mai de grabă teoremele ne indică modul de a „vîna” rezultatul. 
Ele cer să căutăm o funcţie Liapunov, a cărei valoare să rămînă mărginită 
de o funcţie pozitiv-definită, invariantă în timp. Găsirea unei funcţii Li- 
punov este o acţiune creatoare, inductivă, nu o acţiune deductivă. 

Forma funcţională a funcţiei Liapunov nu este fixată rigid. Pe de o 
parte, aceasta este un avantaj, deoarece procură o mai mare flexibilitate 
în găsirea stabilităţii, prin încercarea mai multor funcţii Liapunov posi- 
bile. Pe de altă parte, este un dezavantaj,deoarece nu există linii directoare 
pentru găsirea unei funcţii Liapunov posibile, din nenumăratele funcţii 
pozitiv-definite ce le avem la îndemînă. Vom discuta acum o funcție 
Liapunov particulară, pentru circuite invariate în timp, şi vom stabili, 
în consecință, un grup alternativ de condiţii pentru stabilitate. În con- 
tinuare, vom discuta o metodă de generare a funcţiilor Liapunov. 

Să presupunem că circuitul considerat este descris de următoarea 
ecuaţie de stare, invariantă în timp : 


tx = f(x). (144) 


Să notăm în mod explicit că İ(x) este o funcție vectorială cu valori reale, 
de xX. În căutarea unei funcții posibile Liapunov, să -considerăm 


V(x) = t'(x)İ(x). (145) 
Aceasta este, în primul rînd, o funcție pozitiv-definită. Trebuie deci să 
examinăm derivata dV /dt. Derivata în timp a lui f(x) este 


d d 
— = F — = a 
E f(x) = F(x) PT F(x) f(x); (146) 


unde F(x) este matricea Jacobiană a lui f(x), adică 


dh h.. dh 
da, ÎL, IT, 
fa Pfa, Pfa 
F(x) = | 3s, ôs, ôn, (141) 
dh dh.. dha 


da, 02, ÎL, 
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Apoi, diferenţiind pe (145) și substituind apoi pe (146), se obţine 
d du, ra a 
Te (a) = i (x) | îx)+!1 a) E i(x) | 
= f'(x)F'(x)+f'(x)F(x)f(x) 


= f'(x)[F'(x)+F(x)]f(x). (148) 


Matricea — [F'(x) + F(x)] este simetrică şi reală ; dacă este de asemenea și 
pozitiv semidefinită în vreo vecinătate a originei, atunci —dV/dt >0 şi 
teorema de stabilitate este verificată. Alte relativ evidente condiţii, pot 
duce la stabilitatea asimptotică locală sau globală. Aceste rezultate, ob- 
ţinute de Krasovski, sînt enunțate precis în următoarea teoremă : 


Teorema 21. Fie î(x) diferențiabilă în raport cu x și fie 1(0)=0; 
atunci origina este : 1) stabilă, dacă — [F'(x)+F(x)] este pozitiv semidefinită 
în vreo vecinătate a origini, 2) asimptotic stabilă, dacă —[F'(x)+F(x)) 
este pozitiv definită în vreo vecinătate a originei sau 3) asimptotic stabilă 
„în-mare”, dacă —[F'(x)+F(x)] este poari definită pentru orice x şi 
(xi) este nelimitată radial. 


Exempiu. Pentru a ilustra această teoremă, să considerăm circuitul din fig. 10.21. 
Ecuația de stare a acestui circuit este 


Tı — t + TT 
d Seas 
— r = Tı — IT 13 — dă 
di 2 1 2 2 3 


Fig. 10.21. Circuit neliniar asimptotic stabil. 


ji are o soluție unică pentru orice x(4). Matricea Jacobiană este 
-1 1 0 
F(x)=ļ| 1 34 922 s 
ò d —4—schiz] 
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Adunind pe F'(x) cu F(x) şi luind negativa matricei rezultante, se găsește 


ri 2 —2 0 
F -[F'(x) + F(x) = | -2 6—62% 0 . 
0 0 8+2schiz, 


Cofactorii principali ascendenți sint 
2, 8 — 1223, şi (8 — 1222) (8 + 2sch2z,). 


Este clar că acești cofactori sint pozitivi și, deci, — [F"(x)+F(x)] este pozitiv definită pentru 


toţi zis z? < = şi pentru toţi z32. Astfel, origina este asimptotic stabilă. Stabilitatea 
asimptotică nu este globală, deoarece za, care face ca — [F'(x) + E(x)) să fie pozitiv definită, 
este mărginit de sus şi de jos. 

Această ultimă teoremă, deşi utilă, este oarecum restrictivă, deoarece 
funeţia Liapunov este complet specificată odată ce a fost dată ecuaţia de 
stare. Pentru a utiliza în întregime teoremele de stabilitate, trebuie să 
dispunem de o oarecare libertate în alegere a diferitelor funcții Liapunov 
posibile. Este evident totuşi, că e preferabil să avem ceva mai mult decit 
o metodă de tatonare succesivă. Sînt necesare unele linii directoare pentru 
generarea funcţiilor Liapunov. Vom discuta acum o astfel de procedură. 

În cele ce urmează, ecuaţia de stare poate fi considerată şi variabilă 
în timp ; totuşi, funcţia Liapunov se cere să fie invariantă în timp. Deri- 
vata în timp a lui V în lungul traiectoriei ecuaţiei de stare este 


ur: d s i 
SA (0 => PV) fl) (149) 
unde 
14 
da, VY, 
av | 
pr= | [=] 
dz, : 
B av VY, 
k IELA 


a Vezi par. 7.2. pentru condiţiile de „pozitiv-definit” ale unei matrice. Apoi, vezi Pro-: 


blema 18, in Cap. 7, pentru criteriul particular de pozitiv-definit, folosit aici. = LEAN 
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este gradientul lui V. Din (149) este clar că semnul lui dV /dt este determi- 
nat de semnul gradientului lui V, deoarece f(x),t) este cunoscut. Deci, în 
loc de a căuta o funcție Liapunov V, a cărei derivată să aibe semnul dorit, 
putem căuta o funcție gradient yV, care face ca dV Jdt să aibe semnul dorit 
în (149). Atunci, funcţia Liapunov V propriu-zisă se poate determina prin 
integrala de linie a gradientului, de la 0 la x: 


V(x) = f, [VV(y)] dy (150) 


Dacă funcția scalară V trebuie să fie unic determinată prin această inte- 
grală de linie a gradientului ei, atunci matricea Jacobiană a lui VV, în 
raport cu X 


ôVV, ôVV, ôVV, 
da, ôx, UL, 


ôVV, ôVV, d9vV, 


Dx) = | ôs, x dz, (151) 


ôVV, VV, 97, 


da, l dz, GEA 


trebuie să fie simetrică !. Presupunem că D(x) este simetrică și deci V(x) 
este unică. Aceasta înseamnă că integrala este independentă de drumul de 
integrare. Astfel, putem folosi drumul cel mai convenabil. Un astfel de 
drum se poate întinde în lungul axelor de coordonate sau paralel cu ele, 
ca în următoarea formă dezvoltată a lui (150): 


Va() = (v Viy) dy, 
0 


1Va=0.W3=0, .... Y4- 0 


+ | VV(Y): dy. 
0 V=? Y3=0,:::, Vn=0 
Foc... 
i | 
+ | VV(y)dYs (152) 
0 MT Y= 2g. Yn == TR 


1 Condiţia ca D(x) să fie simetrică este echivalentă cu condiția ca rot Ų V(x) să fie 
zero. După o teoremă cunoscută din analiza vectorială, cind rotorul unui vector este zero, vec- 
torul este gradientul unei funcții scalare. Pentru detalii a se vedea H. Lass, Vector and Tenser 
Analysis, McGraw-Hill Book Co., New York, 1950, p. 297. 
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După cum se vede, problema găsirii unei funcții Liapunov prin ale- 
gerea unei funcții pozitiv definite V(x) şi apoi asigurarea că —dV/dt 
este non-negativ sau pozitiv definită, a fost înlocuită prin alegerea unei 
funcții y V(x), astfel ca —dV/dt să fie non negativ sau pozitiv definită, 
determinată din (149), și D(x) să fie simetrică, iar apoi prin asigurarea că 
V(x) este pozitiv definită. De obicei, această ultimă metodă, denumită 
metoda gradientului variabil, comportă mai puţină operaţie de ghicire 
decît altele. Totuși, această metodă de găsire a unei funcţii Liapunov nu este 
efectiv decisivă ; dacă V(x) găsită din funcţia de gradient aleasă, nu re- 
zultă a fi pozitiv definită — , nu se poate conchide că origina nu este sta- 
bilă în vreun sens. Înseamnă numai că nu s-a găsit încă o funcţie Liapunov 
convenabilă. 

: Se obțşnuiește să se înceapă prin alegerea unui gradient de V avind 
orma ' 


Aly F Ailo ko" F Gate 


VV(z) = Xa + apte Soes Conn (153) 


Anli H AnaL F.o. H Oana 


Scalarii «,;; pot fi funcții de x, deși pentru ușurința evaluării ulterioare a 
integralei de linie (152) este de dorit ca ei să fie constanțţi. 

Metoda gradientului variabil poate fi rezumată printr-un simplu set 
de reguli : 1) se determină dV /dt după cum e specificat în (149), folosind 
vV(x) din (153); 2) se aleg coeficienţii «;;, astfel ca —dV/dt să fie non- 
negativ sau pozitiv definită şi D(x) să fie simetrică ; 3) se evaluează V(x), 
utilizînd integrala de linie din (152) și 4) se determină dacă da sau nu 
V(x) este pozitiv definită. 

Exemplu. Pentru a ilustra metoda cu gradientul variabil, să considerăm circuitul din 
fig. 10.22. 


1 
z 
| 


Fig. 10.22. Circuit neliniar. 
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dt zh Tı — Tg + T? 


Mai tntti calculăm pe dV;dt din (149) după cum urmează: 
d AuTi + Tit T —2r, 
— V(x) = , 3 ; ' 
dt Qati + oaza | Li — 22 + T3 l 


= 1? + [—2a — da (| — 13) + aaa] iza 


Ecuația de stare este 


+ [—2a — a(l — 22)]22. P 
39 


Să alegem pe œ aşa ca să se anuleze coeficientul lui z,7z, adică 
1 2 
Xp = 2: [az — (1 — 22]. 


Apoi, dacă —dV/dt trebuie să fie pozitiv definită, trebuie să avem : 
m w> 0 


lait (1 — 1)> 0. 


Fie a = —b ȘI a = a, unde a şi b sint constante pozitive 
Atunci 
a b isi 
m Ma pă | lama a?r + arate n 
vi'(x)=|2 2 
și 
Es 9 GLA 
Lyla- Me, — brt t at SE 
D(x)=|2 2 GEA m Ta 
—b a 


Dacă D(x) trebuie să fic simetrică, atunci «2 trebuie să satisfacă ecuaţia diferenţială parţială 


da 
Za ab + %79 => py b -T bITa 
T, i i 
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După cum se poate verifica ușor, soluţia acestei ecuaţii este: 
b 
Xa = — b + Pi Tity 


Deci, substituind această expresie pentru œ; în relația lui Ų V(x), se obţine: 


b 


VY(x) = 2 . 


—br, + ar 


Înainte de a aplica integrala de linie gradientului y V(x), Lrebuie să verificăm dacă —dV/di 
este pozitiv definită pentru coeficienţii aleși œs, și 2, precum și pentru æ, rezultat din condiția 
de simetrie a lui D(x). Pentru a verifica dacă — V d! este sau nu pozitiv definită, trebuie să 
dovedim că cele două inegalităţi enunjale anterior sint sau nu satisfăcute. Mai întii az; = — b, 
deci —a, este pozitiv. Apoi 


202 + az (1 — 22) = (a — 2b) + (br, — ar); 


așadar, pentru a> 2b, iar x, și x, suficient de mici, 2o2 + a23 (1 — 22) este pozitivă. Integrala 
de linie a lui yV(x), conform cu (152) este 


ti a b Ta 
V(x) = | Eiaa Yı dy, + | (— bz, -+ aya) dy; 
0 2 0 
atb 


a 
A 2 ba — 22 
= i 27 brit, + s r. 


Această funcție poate fi exprimată ca forma pătratică 


a+b _b 
4 2 EA 
V(x) = [x, 22] | E 
2 a [la 
2 2 


care se poate verifica ușor că este pozitiv definită, cu condiţia ca a> 0, — o condiţie deja 
impusă, și a? + ab > 203. Această ultimă inegalitate este satisfăcută cind este satifăcută condiţia 
anterioară, a> 25. Astfel, pentru a> 2b, s-a construit o funcţie Liapunov astfel că —d Vidt este 
pozitiv definită, într-o vecinătate potrivit de mică faţă de origină. Aceasta înseamnă că origina 
este asimptotic stabilă. 


În acest paragraf s-au introdus conceptele fundamentale de stabili- 
tate în sens Liapunov, relativ la un punct singular, s-au demonstrat unele 
teoreme de bază asupra stabilității şi s-au dat două metode, prin care să se 
ghideze cercetarea pentru găsirea unei funcţii Liapunov. Este puţin față 
de ceea ce se cunoaşte în acest domeniu. Conceptul de stabilitate poate fi 
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extins, într-un mod util, la stabilitatea în raport cu un grup de puncte. 
De asemenea, se mai cunosc și alte linii directoare (ghidaje) pentru alegerea 
unei funcţii Liapunov, în anumite clase de probleme. Aceste chestiuni 
avansate sînt tratate, între altele, în cărţile despre stabilitate citate în 
bibliografie. 


PRODLEME 
P1. Să se stabilească ecuaţiile de stare pentru circuitele variabile în timp arătate în fig, 


10.P1, folosind vectorul de stare din (5). Se va repeta cu vectorul de stare din (10). Parame- 
trii elementelor sint daţi în F, Q sau H. 


q-e! 1-e-”! 


leșiri: vi 
C 
Fig. 10.P.1. 


P2. Se presupune că avem 
ANA) aa) 
pentru orice l, i>t,. Să se demonstreze că 


t 
T are) | aoar) aÙ) 
[? 


pentru orice >h. 


PROBLEME i 777 


P3. Folosind condiţia din P2, să se determine care din următoarele matrice (t) se comută 
Li 


cu integrala af d (2) d? 
to 


pentru orice [>h : 


1+1 —2 —(2+0 -3 
(a) at) -| | (b) (0 -| 
2 3e 3 —(2 + !) 


—(1 + 20) „4 2 + sint —l 
oao=| | ao] îi | 
A —(1 + 24] l 3 + sint 


t 
P4. Pentru acele matrice din P3, care se comută cu integrala lor (2) d7, pentru orice 
“le 
t 


ly să se exprime epf æ (7)d5, soluția lui (21), ca o matrice. 
lo 


P5. Care din următoarele ecuaţii de stare, cu 4 = 0, au o soluție în sens larg? Dintre 
acestea din urmă, care au o soluție in sens obișnuit ? Dintre acelea care au o soluţie numai în 
sens larg, să se arate dacă ecuaţia omogenă asociată are sau nu o soluţie în sens obişnuit. 


—2tn t —4 |f x 
(a) — | %2 —u(!) 21| za 
—6]| 3. 


Je — u(l—1) 
+| 2 0 
2le-t | 


—1 2 
-5 
PA -1 
d| hi th EA —2 
O a “]- zi EH ua 
1 aye 
—142)  —1 z, 
ala small 
—2-+e-t|Lz, 


sin ( 


1 0 —1 
+ cos t 
2 1 0 


—((— Du(t—1) 
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1—22 
Tı - = —2 1 
à 1+8 
Ouale] [a —3 -1+ e-t ||” 
Ts 2t —1 +e- —2 T, 
1 
ze] 
ga (2—0)in 
1. 
2 
d [z —2 —4 fa În i a 
oal e e 
dt| z, 4 —8+tet]la —1 1 
sin i 


P. 6. Să se determine Y(() şi apoi Q(0) și P in Y()=Q(0eP;, cind 


—2+sint +1 
oo =| | | 

—1 —4+sint 

cos t 

TS+ RFs +’ 

(b) a(t) = 
____ Cos £ 

TA EA (2+sin 0} 

i + sin ((ecost) —1 l 
c) d (l) = i d 
CU) +1 — 2 — sin (scos) 


t 
(Indicaţie : În toate cazurile a(l) se comută cu | æ(q)d7; de aceea (28) este valabilă). 


-t 


P. 7. După Teorema 5, cu 4=0, la care din următoarele ecuații de stare toate soluțiile 
sint mărginite cind to? 


EA te-t 1 0 EA 1 0 
d e—3! cos l 
a) — izn] = —1 0 0 z, | -+ 1 1 
(a) dt | ° e—9! sin t 
z, 1 1 —a—etllzll L-a 2 
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X, -—2—-: —1 1 EA —1 
d R$ 
O) A = | —2 -1 2+ a + +| 2} [(—u(—1)) 
CĂ 6 + e-2t 5 —3 


Ia - —1. 


cos í i 3 | 
e 
Ti 142 Ti —1 e fa 
d |7: 72l Ta 0 
(e) Ț =] —l A 1 —1 +. [1 -t*] 
di T; lh T3 0 
= -6 
z, 0 0 2 e z 1 s 


2 PI II E Mee] 
d) — = 3 J+ 
a d! | z, CĂ 2 —1JL(1—0e—2 


P. 8. Dacă toate valorile proprii ale lui au partea reală”negativă, să sa aleagă a și 6 
astfel încit 


leat] $ se-a, 


(Indicaţie : Se porneşte cu e! exprimată în termeni de matrice constituante și valori 
proprii a lui æ). 


P. 9. După Teorema 6, cu (0=0, pentru care din următoarele ecuaţii de Ig toate solu- 
țiile sint mărginite cind (>œ? 


—5+le7! 4 
- N N P 
(a) — = 1 + [sin 24) 
“La =) a 14e tad L2 


—1 0 —3+he-2i 


PROBLEME 781 


= _2 + sint 4 2. —1 +e! z 1 1 4— e-t 
Bakal E A al ss 
a Te Te 0 —1 et cos l 


1 —2+ sin? 
— 2 + sin { cos?!  —1+y sint Tı 
1+ sint —2+sin f cosl J | z 
Tı 1 — 2e-!sint u(1 — e-t) A 
d 
T3 —u — 3+ue-t — 3 + cost] Lz 


1 
F + cos3( — 3cost+te-! 


z 0 ai 
A + (e —2e-1] 
3 cost — te-t —— + cos3t Ta -1 
1+4 


P. 15. Să se verifice că circuitul din fig. 10.8 are ecuația de stare dată în pag 719. 
P. 16. Se consideră următoarele ecuaţii de stare: 


dfn te +D 1 — 2e" 
Gall] Pees 
d! | z, —(1+0 be Jlr -1 — u(t) + u(t — 1) 
l tsini 2 
osole sin [e] Jeen 
dt | z, —tsin ( cosí Ts 3 


Se va lua (,=0. După Teorema 11, pentru care, din ecuațiile de stare, toate soluțiile se apropie 
de zero cind (— œ ? 


P. 17. Fie Y(() Y(7)-1 matricea stării de tranziţie asociată cu (71). Să se demonstreze 
teorema ce se obține, cind se înlocuiește condiţia (72a) din Teorema 11, prin 


» 
> 
aja 

Pa 
pm 
RE 
e) 
lt 


|| Y(9 YO Să < œ cu to S 7 S1, pentru i > 4. 


Se aplică această nouă teoremă la exemplul ce urmează, Teoremei 11? Dacă da, să se găsească 
valoarea lui 8. Această nouă teoremă este mai puţin restrictivă decit Teorema 11, dar poate fi. 
mai greu de aplicat. Să se explice de ce? 


P. 19. Să se arate că ecuaţiile de stare din exemplele din par. 10.7 sint acelea pentru 
circuitele din fig. 10.17, 10.18, 10.20, 10.21 și 10.22. 


P. 19. Să se stabilească ecuațiile de stare pentru fiecare din circuitele din fig. 10. P. 19. 


P. 20. Să se stabilească ecuaţiile de stare pentru amplificatorul reprezentat în fig. 101. 
P. 20a. Se va utiliza modelul de tranzistor arătat în fig. 10. P. 20b. 
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leşiri: ZAA 
C 
! Fig. 10.P.19. 


lesiri: î,v 
2 


d 


b 3x10 (e e-1) 
Fig. 10.P.20 


PROBLEME 783 


P, 21. Să se stabilească ecuaţiile de stare ale amplificatorului din fig. 10. P. 21, cu modelul 
de tranzistor din fig. 10. P. 205. 


i | leşipe : i, v 
Fig 10.P.21 


P. 22. Idem, pentru amplificatorul din fig. 10. P. 22, cu același model de tranzistor. 


/eşire: Ly 
Fig. 10.P.22. 


P. 23. Idem, pentru'ampliticatorul din fig. 10. P. 23, cu acelașijmodel de tranzistor. 


Jeşire: v 


Fig. 10.P.23 


P. 24. a) Să se arate că fz; din (81a) trebuie să fie identic zero sau fz; şi gg; din (85) 
trebuie”să fie funcții diferențiabile, pentru ca să se exprime vz; și vz ca funcții de x, e și de/dt. 


b) Să se arate că faq din (75b) trebuie să fie identic zero sau că îm şi gç, din (79) trebuie 
să fie funcţii diferenţiabile, pentru ca să se exprime iç; și lo; ca funcții de x, e și de/dt. 
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P. 25. Se consideră circuitele (reţelele) care pot fi reprezentăte ca interconexiunea unui 
subcircuit (subreţea) de capacităţi, a unuia de inductanţe și: a unuia de rezistențe și de surse 
independente, ca în fig. 10. P. 25a. Să se formuleze ecuația de stare în funcţie de parametrii 
de la porţile fiecărui subcircuit (uniport sau diport), cind vectorul de stare este înlănţuirea 
unui set de variabile de sarcini gg, de la porţi, liniar independente, pentru subcircuitul cu 
capacităţi și a unui set de variabile de flux Az, de la porţi, liniar independente, pentru subcir- 


cuitul cu inductanţe. Să se aplice rezultatul pentru stabilirea ecuaţiei de stare la circuitul din 
fig. 10. P. 25b. 


Subrelea 
rezisten/e 


b 


Fig. 10.P.25. 


P. 26. Folosind Teorema 13, să se determine care dintre următoarele ecuaţii de stare are 
o soluţie pentru orice (>2. 


-r+ r- le! 
d ti 3 
az |= TR sal 
Ta : 1+ ză 
SA — 27, F (12— zth2(z,— 2)+ T3 
1 
d La 
b5)—]z, | = x, — T) thè (z, — 1)— 
vi] (22 1 (2 — 1 FE, 
T3 


ni 2 — 323 


PROBLEME 78£ 


| £ +a Z4)3+ z,—2 sin î 
è —— — — i 
z 1+4 1 2 1 3 7 


d 
oi 4 | = (23 — 2) — 2(23— 1,)°+ 2 cos | 
3 
X4— T 
a TI, —2(13—24)1—8 s 5 
a 1+ z3 
d| ~ (2-a thr t 
f -T+ 2thr,+(1—e-!) 
ES „i DCI z? S za 
da] rm. 
(e) | = tr? E : , A . 
dtf a 
E tat | 


P. 27. Să se demonstreze următoarea teoremă : Se presupune că toale condiţiile de exis- 
fență din Teorema 12 sint satisfăcute; atunci orice soluție a lui (98) în sens larg, egală cu x(i,) 
la limpul tọ, poate fi extinsă să dea o soluţie delerminată pentru orice i> 1, dacă x' î(x,0) Q0, 


pentru (>. MPRE 
(Indicație : Se incepe prin a scrie ecuația diferențială care este satisfăcută de scalarul x'x) 


P. 28. Folosind teorema demonstrată în Problema 27, să se determine care din următoarele 
ecuaţii de stare are o soluţie determinată pentru orice (>1 : 


vı Ia 
oa] | pe e i 
a) — = ? == Ta = Ta 
di Ia -a-2 nul — 62, — 1122— 623 
T3 1 2 3 
zı —5r,—125019— 10(1,+ 213)? 
d 
(3 l 2] = —12r,4+ x. 
O | 2 at 2 
T3 2z, — 1113 
a[i —3(—s tz, — r3- r 
(d) — = 
di Ta — Tu — 2a 
Tı TI Ia Ty 
d 
e) — = -r — 3r. . 
() a T: 1 2 A 
T3 2, —2(2 + sin () x3 


Teorema 13 ar fi putut stabili și ca existenţa acestor soluţii? 


P. 29. a) Să se demonstreze că teorema stabilită în Problema 27 rămine valabilă cind 
condiţia x"1(x,)0 este înlocuită prin x'Pi(x,) K0, unde P este o matrice pozitiv-detinită, si- 
metrică. 


50 — e, 954 
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b) Dacă este posibil, să se aplice rezultatul din a) la următoarele ecuații de stare : 


n T: 

d |7: T3 

ajal za 
EA — 1, — 4r — ôT — 422 

? - | — 2 Dat 2 

E ni = 27, — 4T, — 2T; « ` 
Ty — 31—32; — 6T; — T 


P. 30. Să se demonstreze că î(x,t) satisface condiția Lipschitz, dacă derivatele parţiale 
0l,(x,1)]9x; există, sint continue în x pentru aproape toți (>(, și sint mărginite tn modul, în 
vreo vecinătate a oricărui punct, de funcţii de (tg, local integrabile, ne-negative. Să se arate, 


prin contra-exemplu, că aceste condiții nu sint necesare și deci sint numai suficiente. 


P. 31. Să se verifice că fiecare din funcțiile 1(x,t) din Problemele 28 și 29 satisfac e cen- 
A A 
diție Lipschitz în vecinătatea ||x—x|| <1 a punctului arbitrar x, prin găsirea unei y({) care să 


satisfacă setul de condiţii din Teorema 14. 


P. 32. Pentru fiecare din următoarele ecuaţii de stare, să se verifice care din condiţiile 


Teoremei 15 și (sau) 17 sint satisfăcute. Se va pune p=1. 


d [2 =z +r, +t- 
ea 
di Ta — 2 — 233 


(ce-a, = a = a 
r —(—e—')r — =~ t 
(b) aa a es a 1-H 7,? 
di z 
0) — irni = —12r, +x 
(c) a | 2T Is 
T3 27 —1ir, 
Ti 
d Ta? t 
d—- |r| =| -r — 2ls—3 
ui? | l t 142r, 
T3 
xı— 2r; 
: 22,5 
-T -1 
d [3 2+ af 
e) — = s 
ri PN : 
-qr — 2r A 
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În fiecare caz se va specifica limita superioară pe. x). 


P. 39. Să se demonstreze Teoremele 15 şi 16, după ce s-au înlocuit A prin A(4), unde ND 
este o matrice periodică. y 


P. 94. Să se demonstreze Tedrema 16, după ce s-a inlocuit (103c) prin condiţia || ţi (x, DII < 
S uilxil, pentru ||x|| St şi u suficient de mic. 


.- P. 35. Să se demonstreze următoarea teoremă : Presupunem că toale Sote ecuaţiei de 
referință ; 


d 
Io 


sin! măârginile cind | tinde câire infinit. Apoi se „presupune că î(x,1)= A+ fx, a). Alunci 
toate soluțiile din ` 


e 1,4) 
x = 10,0), 
“di 


cu in veclor inițial x(t) astfel că META <$, care este o constantă depinzind de î(x,0);:— sini 
mărginite cind !— co, dacă a 


NYOY). Il sa acu STs l, ah toți (> 4, -: 
unde Y(/) Y- este malrlcea stării“de tranzifie asociată cu ecuația de referință , și dacă“ 


Iei < PUO all pentrit Mal se X 
00 
B(Ddt < oo 


l lIg(ildis%, 


le 


unde y este o constantă pozilivă aleasă convenabil. 
P. 36. Se consideră sistemul de ordinul doi 


Fie x, un punct singular, Presupunem că 1,(x,)=A Æ 0. Dacă valorile proprii ale lui A nu sint 


imaginare, se știci că comportarea soluţici în vecinătatea lui x, este aceeași ca a expresiei y+ X, 
unde y satisface ecuaţica primei aproximații la x, ; adică 


1 Solomon Letschetz, Differenţial Equations : Coinielide: T Medri y, 2 nd ed., Interscience, 
New York, p. 1£8—195. 
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le y = Pz, unde P este o matrice 2 x 2 nesingulară. Atunci z este soluţia ecuaţiei 


d2 
—-- = P-! APz = Bz. 
di 


a) Cind A are valori proprii reale și distincte, și uneori valori proprii reale și 


egale, — există un P astfel că 
A 0 
B = $ 
0 A 


Să se rezolve pentru elementele din P, in funcție de elementele lui A și de valorile proprii 


d Și A. 

b) Să se rezolve pentru z și să se traseze (schițeze) un set tipic de traiectorii în 
planul 2, — 23, cînd 1) ambele valori proprii sint pozitive, 2) ambele valori sint negative și 
3) valorile proprii au semne opuse. 

c) În cazul 3) de mai sus, tralectoriile corespunzătoare la z,((0)=0 sau z(40)=0 
se termină la origină și se numesc separalrice. Deoarece termenul indică o separare, despre 
ce separare este vorba, la aceste traiectorii particulare? 


P. 37. Cu referire la Problema 36 și pentru fiecare din matricele A următoare, se cere: 
1) să se determine valorile proprii à, şi à; 2) să se determine transformarea P ; 3) să se traseze 
schițeze) un set tipic de traiectorii in planul z, — za și 4) folosind rezultatele de la 3) și trans- 
formarea y=—Pz, să se traseze un set tipic de traiectorii în planul y, — y}. 


—5 —4 —4 7 
oa oa] 
3 2 —2 5 
2 0 1 -1 
oa-| | oa-| | 
02 2 4 


P. 38. Cu referire la Problema 36 : 
a) Cind A are valori proprii reale și egale (1,=),=?) și nu este o matrice 
diagonală, atunci există un P astfel că 


A 1 
B = “ 
O A 
Să se rezolve elementele lui P în funcţie de elementele lui A și de valoarea proprie À. 


b) Să se rezolve pentru z și să se traseze un set tipic de traiectorii în planul 
Z,—22 cind 1) A este pmitiv şi 2) A este negativ. 


c) Pentru 
3 1 
A= | 
—1 1 


1) să se determine À, 2) să se determine P, 3) să se traseze un set tipic de traiectorii în planul 
21—2y şi 4) folosind rezultatul din 3) și transformarea y= Ps, să se traseze un set tipic de 
traiectorii în planul y,—ys. 


PROBLEME 189 
ie oaie tinca iai ea 


P. 39. Cu referire la Problema 36: , A 
a) Cind A are valori proprii complex conjugate (à, =ħ,=06+jo), există un P 


au 


Să se sezolve pentru elementele lui P, în funcţie de elementele lui A și de părţile reale și ima- 
ginare, o și œ, ale valorilor proprii. n g 

b) Coordonatele polare în planul z, — z, sint r şi 0, unde r? = zi + 22 şi 
tg 9 = 232. Să se verifice că 


astfel că 


c) Să se rezolve r şi @ şi să se traseze un set tipic de traiectorii în planul 
21—29 eind 1) o este pozitiv și 2) cind o este negativ. 


d) Pentru 
3 3 
13 —7 


1) să se determine o şi w, 2) să se determine P, 3) să se traseze un set tipic de traiectorii 


în planul z,—z, și 4) folosind rezultatul din 3) și transformarea y= Pz, să se traseze un set 
tipic de traiectorii în planul y,— y. 


P. 40. Cu referire la Problema 36 : Punctul singular x, este numit 1) nod, dacă A are valori 
proprii reale, distincte, de același semn, 2) log-nod, dacă A are valori proprii reale și egale, 3) șea, 
dacă A are valori proprii de semne opuse și 4) focar, dacă A are valori proprii complex conjugate, 
cu partea reală ne-nulă. Punctul singular se zice că este sfabil, dacă ambele valori proprii sînt 
reale și negative sau au partea reală negativă ; altfel, punctul singular se zice că este instabil. 
Fie 8,=det A şi &,=trA. Să se impartă planul 8,—ă8, în regiuni corespunzind la diferitele clasi- 
ficaţii pentru un punct singular cum este un nod stabil. 


P. 41. Cu referire la Problema 36: Planul z,—z, este cunoscut ca planul fazelor, iar 
un set tipic de traiectorii din planul fazelor se numeşte poriretul fazelor. Pentru fiecare din urmă- 
toarele ecuaţii de stare, să se găsească punctele singulare și, folosind rezultatele Problemelor 


36 — 40, să se traseze un portret al fazelor, în vecinătatea fiecărui punct singular, și să se clasifice 
punctul singular : 


d [2 Za d [2 Data 

(a) — = »  (b)—- = 
di r, —2r, + zip d! Uz mri 3r 
dt (z, 5r, +62,- 22,’ d! La 1—32—2 sin z, 


l x, — 21T, | 


O 
w 
&| a. 
ma 
S È 
| IN) 
il 
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Să se schițeze un portret al fazelor valabile în tot planul fazelor, folosind portretele locale de faze 
completate mai sus. Este bine să se știe că z,, pentru i=1 și 2, crește în lungul unei traiectorii, 
în acea regiune din planul fazelor unde f;(x):> 0 și descrește în lungul unei traiectorii, în acea 
regiune din planul fazelor, unde f;(x)<0. Mai mult, traiectoria este verticală [orizontală] acolo 
unde taie curba f[,(1)=0 [/,(x)=0]. 


P. 42, Să se obțină o soluţie numerică a fiecărei din următoarele ecuaţii de stare, folosind 
metoda lui Euler. Se alege h=0.1 şi se calculează x(ih) pentru i=1, 2,... 10. 


pi atei 


d z? a s 
ai i md no maga 
d ! 
(0) 2 = —2(1+2th?z)+te-', z(0)=0 


GE O E 
Be CSU) 
ait HJ 


„fa z, z,(0) DR 
iri i) în z solla 
T; =x? —3r,—31,+(1— E7!) z,(0) CD 


Apoi, să se obţină soluţii folosind metoda Euler modificată. Se admite că o precizie de trei 
cifre zecimale este suficientă. Pentru ecuaţii de stare din (c) și (d) să se compare: cele două 
soluţii numerice cu soluţiile exacte, evaluate la ih. 


Pad 
A 
bi 

& |a 

Meat SR 

S B 

| IN 


P. 49. Să sc repete Problema 42, folosind metoda Adams cu j=3 și metoda Adams mo- 
dificată cu j=3, in loc de, respectiv, metoda Euler și Euler modificată. Se vor obține valorile 
de pornire cu ajutorul seriei Taylor, trunchiată. 

P 44. Să se obțină o soluție numerică a următoarei ecuaţii de stare, folosind 
metoda Adams, cu j = 1, 2, 3, 4, 5. Se va alege h = 0,1 și se va calcula x(îh) pentru 
i = 1, 2, ...» 15. Valorile de pornire se vor obţine prin folosirea seriei Taylor, trunchiată. 
Se vor compara soluțiile numerice cu soluția exactă evaluată la ih. 


d 
— 7 ~ — zrl 2), z(0) = — 5. 
s zl + 1°), 200) = — 


P 45. Să se obțină o soluție numerică a fiecărei dintre ecuațiile de stare din Problema 
42, aplicind metoda Milne. Se va alege h = 0,1 și se va calcula x(ih) pentru E 2. +10. 
Se admite o precizie de trei cifre zecimale. 
Se vor obţine valorile de pornire prin metoda Runge-Kutta. 
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P 46. Să se obţină o soluție numerică a următoarei ecuaţii de stare, folosind metoda 
Euler modificată. Se va alege h = 0,1 și se va calcula x(ih) pentru i = 1,2,...,10 
Se admite o precizie de trei cifre zecimale. 


Aa zu, 20) =- 
di 


Apoi se va obține soluţia folosind corectorul în metoda Euler modificată şi (122), cu j=1 și I=1 
drept predictor. Se vor obține valorile de pornire folosind soluția numerică precedentă. Să se 
compare numărul de cite ori s-a aplicat corectorul la fiecare pas, în fiecare din cele două metode. 


P 47. Să se formeze trei perechi de predictor-corector din (122) și (126) și să se aplice 
la obținerea soluției numerice a următoarelor ecuaţii de stare. 
Se alege h=0,1 și se va calcula x(ih) pentru i=1,2,. ..,10. Se admite o precizie de trei cifre zeci- 
male. Valorile de pornire se vor obţine folosind seria Taylor, trunchiată 


(a) ELA ~ x(1— 2), z(0)=-5 
di 


oE EE EE 


P 48. Fie 4 un sel de m intregi ne-negativi şi + un set de n întregi ne-negativi. Fie 


x () = C + G (l-h) + E (l-l)? --... + Caan (ibm; 
atunci 


x (0) = G +26 (l-4) +... + (m -+ n — 1) Cmn (l-1; t”-2. 


Mărimile C; vor fi rezolvate in funcție de x((;_;), pentru fiecare j din 4 ṣi x((4;-4) pentru fiecare k 
din . Dacă se substituie rezultatele in expresia lui x({) și se pune / egal cu li a, se obține un 
predictor de următoarea formă generală : 


Xx (hii) = p) axli) i D be X (li). 
3 10 M kins 


Fie (4 ţa = l + h pentru orice valoare a lui i. Apoi, să se determine a; și by, cind avem: 


(0) m = {0,1}; w = {0,1} 
(b) m = {0,1,2}; w = {0,1} 
(c) a = {0,1}; r = {0,1,2} 
(d) m = {0,1,2}; r = {0,1,2} 
(e) m = (0,2); + = {0,1} 
(f) a = {0,1}; v = {0,2} 
(9) m = {0,2}; + = {1} 


(h) 4 = {1,2}; s = {0,1, 2) 
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P 49. Utilizind fiecare dintre predictorii din Problema 48, să se obțină o soluție numerică 
a următoarelor ecuaţii. de stare. Se va alege h=0,2 și se va daicula x(ih) pentru i=1,2,...,10. 
Se admite o precizie de trei cifre zecimale. Se vor obţine valorile de pornire folosind seria Taylor 


trunchiată. 


(0) -$ r=- a0- 2}, 20=-5 
di 


e sEE EREI E2I-C 


P 50. Fie P un set de m intregi ne-negatici și * un set de n întregi, unul dintre ei fiind 
egal cu —1 și restul fiind ne-negativi. Fie 


x (D= CC). i +é „a(l mth- l; 


apoi 
t= la tn-2, 


x (0) = 0 + 20, ((— 149) +...+(m+ n— 1) Ca al 


A A 
Mărimile €, vor fi rezolvate în funcție de x(f;_j) pentru fiecare j din .4, ṣi 2((;_) pentru fiecare 


k din v. Dacă se substituie rezultatele in expresia lui x(/) şi se pune ( egal cu [,4,, se obține 
un corector de următoarea formă generală 


A 
X lita) = 2 â; x (lij) + 5 bă (li-a). 
j in k in 


A 
Fic (441 =(4;+h pentru fiecare valoare a lui i. Apoi, să sc determine d; și by, cind avem : 


(a) 4 = {0,1}; = {-1,0} 
(b) «= {0,1}; 3 = {21,1} 
(00.4 =40,1,2);  +={-1,0} 
(d) 4 = 40,1,2); v= (—1,1) 
(e) 4 = {0,1,2}; += {-1,0,1) 
(M) n = 40,2) += {—1,0,1} 
(9) 4 = (0,2); += 421,1) 
(h) 4 = {1}; v= {-1,1} 


P 51. Să se formeze trei perechi de predictor-corector din rezultatele Problemelor 48 și 


50. În fiecare caz se va alege m+n=m+ n, astfel ca predictorul și corectorul să aibe aceeași 


precizie. 


Folosind fiecare din aceste perechi de predictor-corector, să se obțină soluţiile numerice cerute 


în Problema 49. 
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P 52. Corectorii obținuți din (126), pentru j şi | specifici, combinați cu ecuaţia de stare 
(104), dau ecuații implicite de forma 


X (li+1) = g [X (li 41). 
S-a propus în paragraful 10.6, ca soluția unui corector să fie realizată prin interația 
X (lia = g (x (lib), 


unde x ((;+,)!”) inseamnă iterația n-a; iteraţia zero, x ((;+,)(% este soluţia unui predictor. 
O variantă a acestei metode, pentru rezolvarea corcctorului, se bazează pe cunoscuta iteraţic 
Newton-Raphson ; în acest caz expresiile iterate sint date de 


X (lea = x (lib — {U — gala (fi DODI [x (apa) — y (a (pb) 


unde gy (X ((44,)("— este matricea Jacobiană a lui g (x), evaluată ca iteraţie a (n—1), pentru 
X ((4+p). Această ultimă metodă pentru rezolvarea corectorului necesită în general mai puține 
iterații pentru obţinerea unui anumit nivel de precizie ; totuşi, ea necesită evaluarea derivatei 
Jacobiane g, (x). 


a) Se consideră corectorii obţinuţi din (126), cu: 


I) j=0şil=1, 2) j=1şil=1 
3)j=2şil=1, 4)j=2şil=2 


Fie x((;+,Y00=x(()! și să se determine 1((, +)! în funcție de x(4)!%, folosind iteraţia Newton- 
Raphson. Dacă iteraţia Newton-Raphson se termină în acest punct și x((; +1)! este privit ca so- 
luţia (aproximativă) corectorului, atunci ecuaţiile rezultate sint expresii explicite pentru x(t; +3) 
în funcţie de x((;)t1*; ele sint predictorii deduși prin trunchierea iteraţiilor folosite la rezolvarea 
corectorilor. Ii i 


b) Se va repeta a), folosind o proiecţie liniară a celor două puncte precedente de 
soluție, pentru a obţine x(4+,)!9; adică UAS a 


x (PD — x (top 


X (le 0 =X (l;)® +h = 2x (19 — xX (ph 


Nolä: S-ar fi putut folosi polinoame de un ordin mai înalt, potrivite punctelor soluției 
precedente, pentru a da o proiecţie mai bună tn vederea obținerii lui x (l; +;)”]. 
e) Să se repete a), folosind soluţia predictorului Euler pentru x (f4;)” : adică 


x (hip) = (0) + hi (0). 


Notă : Se pot folosi și alți predictori pentru găsirea lui x (f 4,)”.] 


1) Această aplicație a unei ecuaţii diferenţiale la soluția numerică a fost propusă de L. W. 
Sandberg, “Numerieal Integration of Systems of Stiff Nonlinear Differential Equations," 
Bell Syst. Techn. Journ., Vol. 47, nr. 4, apr. 1968, p. 511—528. 
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d) Să se obţină o soluţie numerică a fiecărei din următoarele ecuaţii, folosind pre- 
dictorii formaţi în a)—c). Se alege h=0,2 și se calculează x(ih) pentru i=1,2,...10. 


i eea ÎN d îm i 
> sl [E aF 
cp e d he a 


Să se obţină valori de pornire folosind seria Taylor trunchiată. Pentru 1)—3), să se compare 
cei trei, predictori diferiţi, prin considerarea preciziei soluţiilor numerice față de soluţiile exacte. 


d 
di 


P 53. Pentru multe tipuri de circuite, vectorul de stare variază rapid în anumite inter- 
vale de timp și încet în altele. În primul caz, intervalul de timp dintre punctele soluţiei trebuie 
să fie mai mic decit cel permis în al doilea caz, dacă precizia trebuie să aproximativ aceeaşi 
în ambele cazuri. De aceea, este de dorit, în interesul eficienţei de calcul, să posedăm un criteriu 
cu care să reglăm mărimea intervalului de integrare, pe măsură ce evaluarea numerică a soluţiei 
înaintează. O formulă de integrare folosită în legătură cu un astfel de criteriu, ar trebui să posede 
proprietatea că, pentru o precizie aritmetică infinită, diferenţa dintre soluția numerică și soluţia 
reală (la momentele pentru care se evaluează soluţia numerică), se anulează cind timpul crește 
mult, indiferent de intervalul de integrare. Un studiu al formulelor de integrare, relativ la această 
proprietate, nu face parte din obiectul acestei cărţi. De aceea se va considera formula de inte- 
grare particulară, stabilită tn partea a) a Problemei 52, care posedă această proprietate pentru 
ecuaţii de stare liniare, invariante în timp, stabile, și toate valorile intervalului de integrare. 
Eroarea la corector este — (1/2)h?; +, 3 (0), pentru un 6 astfel că (;<OSt, = ti + hau. Acum, 
dacă eroarea este prea mare, h;+, trebuie să fie tăcută mai mică și calculul lui x ((4+,) trebuie 
refăcut ; dacă eroarea este suficient de mică, valoarea intervalului de integrare h; +, pentru pasul 
următer, trebuie să fie mai mare decit h,,. Aceasta servește ca justificare pentru următorul 
criteriu : 


Se pune h+a = 2ħ4; dacă 3 ulii tllo S zx107 


< 10—3 


Se pune h;+a = h44, dacă 1x10-2<3 Kalë) 
Se recalculează X (4441) cu 


h44, pe jumătate dacă 10-2 HA! 


Să se aplice formula de integrare indicată și acest criteriu, pentru determinarea lui h, pentru 
obținerea soluției numerice a ecuației 
* 


Sal L-a: solul bal bo. 
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în 25 puncte de timp. Se va lua ca valoare inițială pentru h+, valoarea 0,5.10—3. Să se indice 
gama de valori h;+ luate. Pentru determinarea lui X ((4 +3) se poate folosi relația 


E Fa tlli) = al (lea) ia) kW) = 
= f(X (iza) li +1) 2 (t1) lit) 


P. 54 Care din următoarele funcții scalare sint pqzitiv-delinite pentru orice x? Se va 
considera f = 1 


(a) V(x) = 6,1 + 6x72 — 8r, + 3z, 


272 EX PRI 
(6) V(x) = —— + —— t rtt + 
1+? 1+zrè 1 + z, 


2 
T3 


(c) V(x) = 1? + 2è — 21,4 — 22,4 4- T18 + T? 
(d) V (x) = z, + 2e™t r,t + (2 + cost) r, 


24+t 
1+1 


(e) V(x)= 


T? + (2 — T)? + T + (2 — 23 — ah 
(f) V(x) = (2 — T3)? + (11 — Za — 223)? + 23t. 


P 55. Să se considere un circuit RLC, liniar, variabil tn timp, fără excitație din exterior. 
Ecuația de stare (nu în forma normală) este 


| | l '| | | A 
di 0 + iu g -Z i 4 
și energia înmagazinată este: 

| k ' 


uP 56, Să se determine o regiune deschisă D, ce conține origina, în interiorul căreia urmă- 
toarele funcții scalare sint pozitiv definite. Se va lua 4, = 0. 


V = [ve iz] 


În ce condiţii va fi V o funcţie Liapunov? 


(a) v(x) s (2 — za)? — (Ti — Tai 232 — 230 
(b) V(x) = (31 — 20)? — (21 — 23) 4 (3, + 23)? — (1, + za) 


l Brå 
2+1 th? z, -7,2 + 2 Ay i 
1-1 1+ 7.2? 


(0) V(x)=2 
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P 57. Să se demonstreze Teorema 19. 


P 58. Fiecare din următoarele ecuaţii de stare este în pereche cu o funcţie pozitiv definită. 
Să se determine dacă funcţia pozitiv definită este o funcţie Liapunov pentru ecuația de stare 
şi, în caz afirmativ, care din 'Teoremele 17,18 și (sau) 19 este satisfăcută. Se va lua & = 1 


d 
(a) --— | z, | = |, — 23, — z% 
di 2 1 2 2 


V (x) = ` (22 + Za + za) 


Z (11 — 1) 
1 — r) 
TE 
dt za E (2, — 2) aia ai) 
1+ (2, — 2) i 


V (x) = 221 — 62,3 + 51, 


d [2 —ctz + 2 
dt La, — Da — Za 


V (x) == (2 + z)? + (e-! z? + 2) 


V (x) = TRETEN 


P 59. Să se explice cum rezultă din teoremele de stabilitate 17, 18 și 19 că o soluție a 
ecuației de stare (98), egală cu x(t) la momentul f, poate fi extinsă ca să dea o soluție definită 
pentru orice (>(,. Să se indice unele restricții asupra lui x(/,). Să se găsească o ecuație de stare, 
de ordin mai mare decit 1, la care se aplică aceste rezultate și la care Teorema 13 nu se aplică. 


P 60. Fiecare din următoarele ecuaţii de stare este în pereche cu o funcţie scalară a vec- 
torului de stare. Fie funcţia scalară V(x, î) in Teorema 20; atunci, pe baza acestei teoreme, să 
se determine dacă origina este instabilă. Se alege f = 1 


MEA 
dt [z -x + th z 


V (x) = = 4T, 
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O7 £, | = | 71 — 31: + T — 2 
z Za — 573 — 1 th? z3 


V(x) = (1, — x) ze 


EA si 
oilz] 1 + 222 f 
(i — = 

di | z, E a i 


V(x) = 2223 — 1) 


P 61. Să se aplice Teorema 21 la fiecare din ecuațiile de stare din Problema 58. Cum se 
compară rezultatele obținute astfel cu Teorema 21, cu cele obținute tn Problema 58? 
P 62. Să se folosească Teorema 21 pentru a arăta că origina este asimptotic stabilă „in- 
mare”, cind , 
f(x) = Ax 


unde A este o matrice constantă n x n, cu valori proprii negative. 
P 63. Utilizind metoda gradientului variabil, să se caute funcţia Liapunov pentru fiecare 
din următoarele ecuaţii de stare: 


d z, — 2 + t- T, 
(a) Ta pi 


— th z 


diz, 2 
v: J-l- x 
T: — 23 Hi Ta i! 
os]: |- E T 


— 21, — T3 


P64. Să se prepare o diagramă de program și un set de instrucțiuni program, într-un limbaj 
potrivit, astfel de exemplu ca FORTRAN IV, pentru un calculator numeric, pentru obținerea 
unei soluţii numerice a ecuaţiei de stare (104), prin 

a) metoda Euler 

b) metoda Euler modificată 

c) metoda Adams (j = 4) 

d) metoda Adams modificată (j = 4) 

e) metoda Milne 

f) perechile de predictori-corectori din Problema 47 

g) predictorii din Problema 48 

h) perechile de predictori-corectori din Problema 50. 


Metoda Runge-Kutta va fi folosită pentru a genera valorile de pornire. Se presupune că 
x(4), î(x, l), h, şi numărul total de pași în timp, vor fi specificate de cel care utilizează progra- 
mul. Se va include cite un set de instrucțiuni de utilizare, pentru fiecare program. 


ANEXA 1 


Funcţii generalizate - 


Analiza sistemelor fizice este adesea uşurată prin folosirea funcţiei 
impuls unitate și / sau a derivatelor sale. Dar funcția impuls unitate nu 
este o funcție în sensul obişnuit al cuvîntului; deci strict vorbind, atunci 
cînd se aplică unor relaţii care conțin funcția impuls teoreme deduse 
pentru funcţii avind puncte ordinare, se încalcă rigurozitatea matematică. 
Astfel, din 1927 cind Dirac a făcut cunoscută folosirea funcţiei impuls ca 
un instrument al fizicii matematice! și pînă în 1950, cînd Schwartz a 
publicat o bază completă și riguroasă pentru :aceasta, funcţia impuls nu a 
fost folosită în matematici; cu toate acestea a fost frecvent utilizată de 
fizicieni și ingineri. 

Teoria distribuțiilor dezvoltată de Schwartz ?, oferă baza pentru 
folosirea funcţiei impuls în analiza matematică, funcția impuls fiind în 
această teorie, o distribuţie. Ulterior au fost publicate şi alte lucrări dezvol- 
tind teoria distribuţiilor editată în 19505, şi în alte direcţii (exemplu — 
lucrarea lui J. Mikusinski — vezi nota 4). În special, trebuie menţionată 
o nouă abordare a teoriei distribuţiilor, introdusă de Mikusinski în 
această perioadă. 


1 P.A.M..Dirac, „The Phisical Interpretation of the Quantum Mechanics”, Proc. Roy. 
Soc., Seria A, vol. 113, 1926—1927, pag. 62 —641. 

P.A.M. Dirac, The Principles of Quanlum Mechanics, Oxford University Press, London, 1930. 

2 L. Schwartz, Théorie des disiribulions, vol. I și II, Herman, Paris 1950 și 1951. 

3 I.M. Gheltand și G.E. Shilov, Generalized functions, vol. I, „Properties and Opera- 
tions'”, Academic Press, New Nek, 1964. 

V. Dolezal, Dynamics of Linear Systems, Publishing House of the Czechslovak Academy 
of Science, Prague 1964. 

A.H. Zemanian, Distribulion Theory and Transform A nalysis,Mc. Graw-Hill,New York,1965. 

4 J. Mikusinski, Operational Calculus,a 5-a ediţie (in 1. engleză) Macmillan,New York,1959. 

G. Temple, „Theories and Applications of Generalized Functions”, J. London Math. Soc., 

„:28,: 1953 pag. 134—148. 

«M.J. Lightill, Introduction to sanie G and. Generalized Functions, Cambridge Unir 
versity Press, . Cambridge; '1958. 
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Convoluția în mulțimea funcțiilor continue este analoagă înmulțirii 
în mulțimea numerelor întregi. Cînd se definește împărțirea — ca operație 
inversă înmulțirii a două numere întregi — mulțimea rezultantă a nume- 
relor raționale conține mulțimea numerelor întregi ca o submulțime pro- 
prie. S-a făcut ipoteza că o împărțire de convoluție — operație inversă 
produsului de convoluție — va defini în mod analog o mulțime de cituri 
de convoluţie sau funcții generalizate, conținînd ca submulțime proprie 
mulțimea funcțiilor continue. Mikusinski a descoperit că această ipoteză 
se verifică. În particular, funcția impuls şi toate derivatele sale aparţin 
mulțimii funcţiilor generalizate. 

n această anexă vom da o scurtă descriere a teoriei funcțiilor genera- 
lizate, bazată pe împărțirea de convoluţie. Pentru simplitate ne vom ocupa 
numai de funcţii avind valori scalare. Extinderea conceptelor pentru funcţii 
cu valori vectoriale va fi lăsată cititorului. Tratarea dată aici nu este com- 
pletă, dar este potrivită pentru a pune folosirea funcției impuls în cap. 5 
pe o bază fermă, riguroasă, 

Pentru a exclude confuzia notaţiilor, posibilă atunci cînd se introduc 
concepte noi, vom folosi aici în mod consecvent citeva convenţii. Se vor 
nota mărimile scalare cu litere greceşti mici, cu excepţia lui 3. O funcţie de 
timp privită în ansamblul ei, pentru valori nenegative ale lui ! se va nota 
printr-o literă cursivă mică; nu se vor folosi literele s și t. Dacă f este o 
funcţie arbitrară de timp, atunci f(t) va fi valoarea lui f la momentul t. 
Există situaţii în care o funcție va fi dată printr-o expresie explicită ; de 
exemplu te~’. Pentru a nota această funcţie în ansamblul ei, vom folosi 
notația {t <-". Observăm că {a} nu este un scalar ci funcţia care are va- 
loarea constantă și egală cu « pentru i > 0. Produsul a două mărimi sca- 
lare, sau al unui scalar cu o funcție și produsul a două funcții va îi notat 
în mod obişnuit ; de exemplu, aß, af sau (af(t)), şi f.g sau {f(t)g(t)}. Pentru 
repetarea unui produs, se va aplica convenția objșnuită de folosire a expo- 
nentului ; de exemplu «xaa = a‘ gi fff = fî. Analog notaţiei folosite în cea 
mai mare parte a lucrării produsul de convoluţie se va nota 


fsg = I ft- ata) 


Pentru a nota o convoluţie repetată vom folosi un exponent pozitiv seris 
cu literă aldină ; de exemplu fafaf = fè. 


. J.D. Weston, „Operational Calculus and Generalized Functions”, Proc. Roy. Soc., seria 
A, vol. 250, 1959, pag. 460—471. 

l J.D. Weston, „Characterization of Laplace Transforms and Perfect Operators”, Arch. 
Rat. Mech. and Anal., vol. 3, 1959, pag. 348—354. 

A. Erdélyi, Operational Calculus and Generalized Functions; Holt Rinehart & Winston, 
New York 1962. Aceasta este o descriere clară a citurilor de convoluție introduse de Mikusinski 
ca bază a teoriei funcțiilor generalizate. | 

. 1 Se va face deci distincţia între f care reprezintă funcţia ca lege de corespondenţă între 
d%uă mulțimi și f(() care este un element al mulţiimii valorilor funcţiei (N. T.) l 
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A. 1.1. CITURI DE CONVOLUȚIE ȘI FUNCŢII GENERALIZATE 


Pentru rezolvarea unei ecuaţii scalare ca de exemplu 
at = ß, (1) 


în care «=f+Oşi B sint scalari cunoscuți, exprimăm soluţia ca fiind Y = 6/a; 
adică, cîtul lui 6 prin a. Acest lucru este posibil deoarece înmulţirea scala- 
rilor are o operaţie inversă unică — împărţirea scalarilor. 

Considerăm acum ecuația de convoluţie 


atz = b, (2) 


unde a diferită de {0} și b sînt funcții cunoscute. Deoarece convoluția fun- 
cțiilor are aceleaşi proprietăți algebrice ca înmulțirea scalară — adică 
asociativitate, comutativitate, etc. — sîntem tentaţi să presupunem că 
există o operație inversă convoluției, unic definită, care ne permite să 
exprimăm soluția ca fiind z = b//a ; adică, cîtul de convoluţie al lui b prin a 
(a se observa folosirea liniei duble pentru simbolul cîtului de convoluție). 
Vom arăta că noțiunea de cît de convoluție are sens. 

Pentru a pune baza pentru definirea citurilor de convoluţie, să ne 
reîntoarcem la ecuaţia algebrică (1) în care «œ şi B sînt întregi cunoscuţi și 
să considerăm soluţia ei. Tocmai unicitatea acestei soluţii este aceea care 
dă sens citului 6/a« prin care este exprimată soluţia. Presupunem că (1) 
are mai multe soluții; fie atunci č, şi 0%, două soluţii distincte. Deoarece 
al, = B şi aa = B,rezultă că a(4, — č) = 0. Dara este presupus un întreg 
diferit de 0 ; deci č, — č, = 0, ceeace contrazice ipoteza şi deci soluţia lui (1) 
trebuie să fie unică. Dacă soluţia $ este un întreg, atunci aceasta va fi 
valoarea ce i se va atribui lui f/a«. Desigur, (1) poate să nu aibe o soluție 
întreagă. Totuși, datorită faptului că soluţia este unică, putem spune că 
6/a este o cantitate numită cit, care exprimă soluţia unică; în acest fel 
B/a capătă sens. 

Istoric vorbind, s-a dat numele de număr rațional citului a două nu- 
mere întregi. Dar f$/a este o soluţie număr raţional a lui «č = ß, care este 
unică pînă la o echivalență f/a = vf/ya, unde v este orice număr întreg 
diferit de zero. 

Să considerăm acum într-un mod analog ecuația de convoluţie (2), 
a»z = b, pentru aşi b funcţii continue şi a Æ (0). Dacă putem arăta că aceasta 
are o soluție unică, atunci această soluţie atribuie un sens cîtului de con- 
voluţie b//a, care exprimă soluţia. Presupunem că (2) are mai multe soluţii ; 
fie 2, și z, două soluţii distincte. Deoarece auz, = b și auz, = b, rezultă că 
aw(2, — 22) = (0). Vom folosi aici o teoremă a lui Titchmarsh ! care afirmă 
următoarele : 


1) Această teoremă este un caz special al teoremei 152 în Introduction to the- Theory of 
Fourier Integrals, a lui E.C. Titchmarsh, ediţia a 2-a, Oxford University Press, London, 1948. 
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n —— 


Teorema 1. Dacă f şi g sînt funcții continue şi fag = (0), atunci cel 
puțin una din funcțiile f sau g este egală cu (0). Deoarece funcţia a + (0), 
din rezultatul precedent ax (2, — 22) = (0), rezultă că z, — 2, trebuie să fie 
identică cu funcţia zero (0). Dar aceasta contrazice faptul că 2, și 2, sînt 
distincte. Prin urmare soluţia ecuației (2) este unică. 

Dacă soluţia lui (2) este o funcţie continuă, atunci b/ /a se identifică 
cu această funcţie. Desigur este posibil să nu existe nici o funcţie continuă 
care satisface (2), analog cu cazul în care «č = ß nu avea soluţie întreagă ; 
de exemplu dacă b(0)-£0, atunci soluţia nu poate fi o funcţie continuă”. 
Totuși, deoarece soluţia este unică, putem extinde sensul termenului de 
„funcție? spunînd că b//a este un element numit cît de convoluție care 
exprimă soluţia unică. În acest fel, b//a capătă sens. 

Presupunem acum funcția c+ {0} şi considerăm ecuaţia de convoluție. 


canz = Cub, 
sau echivalent (3) 
c(a»: — b) = {0}. 


Conform Teoremei 1, az — b = (0). Astfel (3) are soluție dacă ginumai dacă 
(2) are soluţie ; în plus, o soluţie a lui (2) este și o soluţie a lui (3). Deoarece 
fiecare are o soluție unică şi pentru că b //a este soluţia lui (2) şi c«b//exa 
soluţia lui (3), va trebui să avem b//a = cxb//exa. Deci b//a este soluţia, 
unică a lui (2) pînă la o echivalență c*b//exa, unde cÆ (0). 

Vom spune că două cituri de convoluţie sint echivalente — adică, 
blja = d]le — dacă bxc = axd. Mulțimea tuturor citurilor de convoluţie 
echivalente unui cît de convoluție oarecare se numește clasă de echivalență ; 
adică mulțimea cîturilor de convoluţie este împărţită în clase de echivalență 
în mod unic. Astfel, fiecare clasă de echivalență este identificată prin 
oricare din citurile de convoluţie ce le conţine. Așadar, tocmai această; 
clasă de echivalență care conţine b//a, trebuie privită ca soluţie unică a 
ecuaţiei a»z=b și va fi numită funcție generalizată. 
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Să notăm în nod temporar o funcție generalizată prin paranteze 
patrate puse în jurul oricărui cît de convoluţie din clasa sa de echivalență ; 
de exemplu, [b//a]. Prima relaţie ce trebuie stabilită este aceea de egali- 
tate. Acest lucru îl vom face observînd că 


B =|5] dacă și numai dacă bc = axd (4) 
c 


1) Se observă scriind explicit ecuația (2) şi considerind t = 0, (N.T.) 
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Aceasta este o consecință imediată a următoarelor afirmaţii : (1) Dacă 
bac=a*d atunci b//a şi d//o sînt echivalente, deci determină aceeaşi clasă 
de echivalență. (2) Dacă [b//a]=[d//c], atunci b//a şi d//c aparţin aceleiaşi 
clase de echivalență, deci, bre=aud. 

Vom defini acum adunarea a două funcţii generalizate, convoluţia a 
două funcții generalizate şi produsul unei funcții generalizate cu un scalar, 
după cum urmează : 


eee] ee 
EE-E E 
Ele) ; 


Trebuie să verificăm că funcțiile generalizate care se obțin în partea drea- 
ptă a ecuațiilor anterioare, nu depind de alegerea reprezentanților din 
clasele de echivalență, adică de alegerea citurilor de convoluție particulare 
ce caracterizează fiecare din funcțiile generalizate din stînga ; presupunem 
de exemplu că b//a=b'/]« şi d/le=d']Je'; atunci 


a 
aG 


vor fi egale dacă b#d»a'»#c' = a#c»b'sd'. Această egalitate este o con- 
secință evidentă a egalităților bæ+a'’ = axb’ şi dec” = cad, și a proprietății 
de comutativitate a produsului de convoluție. Aşadar, datorită faptului 
că operațiile definite în (5) sînt independente de alegerea cîturilor de 
convoluţie particulare ce caracterizează funcţia generalizată corespunză- 
toare, nu vom mai folosi paranteze pentru notarea funcţiei generalizate 
ci o vom nota cu b//a. Aceasta nu va produce nici o confuzie. 

Avînd relaţia de egalitate stabilită în (4) și operaţiile de bază definite 
în (5), este ușor de arătat că regulile obișnuite ale algebrei, date în (6) 
rămîn valabile, Verificarea acestui lucru o poate face cititorul. 
b d d b 

+ + 


= = = Ț = (6a) 
0 C a 


Q 
BEJ- a 
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(+2) = a2 + a$ (60) 
(a += a +82 (6d) 
Aeee w 
| (ep) 2 = a (62) (6f) 
TEN u 
Eee 
(ref Der t,d, (61) 

G 0 e a e Cc e 


Regula de simplificare rămîne de asemenea valabilă ; adică dacă e+ (0) 
și f + (0), atunci 


i an $ Î dacă şi numai dacă 
a e c e a c 


(7) 


Regula de simplificare se poate demonstra folosind Teorema 1. 

n continuare observăm că dacă a+ (0), atunci (0)//a este funcţia 
generalizată „,zero”, iar a//a este funcţia generalizată „unitate”. Acest 
lucru rezultă arătind că amîndouă sînt unice şi verificînd că 


(0) d d 


a Cc Cc 
w iw (8b) 
a 0 a 
lnL, (8c) 
a C Cc 


Lăsăm cititorului această sarcină. 
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E —————————— 


Citul de convoluţie al funcţiilor generalizate 


Împărţirea de convoluţie pentru două funcţii obișnuite a fost definită, 
ca operația inversă produsului de convoluție. Este natural să ne întrebăm 
dacă o astfel de operație inversă poate fi definită şi pentru funcțiile genera- 
lizate. Răspunsul îl vom găsi procedind în acelaşi mod ca la introducerea 
cîtului de convoluție pentru două funcţii obișnuite. Aceasta s-a făcut ară- 
tind că ecuaţia de convoluţie (2) are o soluţie unică. Analog, trebuie să 
arătăm că următoarea ecuaţie de convoluţie a funcţiilor generalizate 

b xv d 

e (9) 

a y c 
unde b //a + {0} //a, admite ca soluție unică o funcție generalizată. În mod 
evident, prin aplicarea lui (8c) în (9) rezultă că z//y = axdj|/|b»c este o 
soluție a lui (9) ; deci trebuie să arătăm numai faptul că aceasta este unică. 
Fie z'//y' o altă soluție. Atunci (b//a)* (z'//y')=d//c combinată cu 
(9) ne va da (b//a)* (z//y — æ' Ily’) ={0}//a sau z//y=z'|]y', de- 
oarece b//a + (0)//a. Astfel, axd//bxc este o funcție generalizată, 
soluția unică a lui (9). 

Soluţia ecuaţiei (9) arată că citul de convoluţie al funcţiei generali- 
zate d//e prin funcția generalizată b//a, adică (d//c) /| (b//a) are următorul 
sens 

(djje) asd 
(blja) b*e 
Reamintim că o convoluție repetată se notează cu un exponent scris cu 
literă groasă. Fie în mod arbitrar (b//a)!=a//a, funcția generalizată uni- 
tate. În continuare, vom nota cîtul de convoluție al lui a//a prin (b//a) cu 


(10) 


(alla) _ -a 
blja) = la)”. (11) 


Folosind (10) se arată ușor că (b//a)-* = (a//b) 
Avind această bază se pot verifica uşor următoarele operații cu 


exponenţi E- BE a 
E-r a» 
ES-EN 


în care m și n sînt numere întregi pozitive, zero sau negative. 
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A.1.3. FUNCŢII GENERALIZATE PARTICULARE 


Pentru cea mai mare parte a sistemelor dinamice, ecuaţiile se referă 
la, scalari, funcţii avînd puncte ordinare — de obicei continue, continue 
pe porţiuni şi local integrabile ; se referă de asemenea la operatori — în mod 
obişnuit derivarea, integrarea, întîrzierea,. În acest paragraf și în cel urmă- 
tor vom arăta că toți acești scalari, funcţii şi operatori pot îi identificaţi 
ca funcții generalizate. În acest mod ecuaţiile pentru un sistem dinamic 
vor avea sens ca ecuaţii asupra unei mulţimi de funcţii generalizate. 

Să începem cu mulțimea scalarilor. Această mulțime poate îi inclusă 
în mulțimea funcţiilor generalizate dacă sînt satisfăcute următoarele două 
condiţii : 

1. Există o corespondenţă biunivocă între mulțimea scalarilor şi 
o submulțime a mulțimii funcțiilor generalizate. 

2. Orice operaţie algebrică definită pe mulțimea de scalari are cores- 
pondentul său definit pe mulțimea funcţiilor generalizate. 


Dacă a este o funcţie continuă oarecare diferită de (0), atunci funcţia, 
generalizată «ajja se află într-o corespondenţă unu la unu cu scalarul a; 
Astfel, condiţia 1 este satisfăcută. Relaţia este simbolic notată astfel 


ae. (13) 
a 


Verificarea condiției (2) este lăsată cititorului; totuşi pentru a ilustra 
cum se face aceasta, vom verifica că adunarea scalarilor are corespondentul 
său în mulțimea operațiunilor definite asupra funcțiilor generalizate. 
Dacă «e «ajla şi B&S Bajja atunci 


aa 
Q 


a tpo SHEN (a+ ptm 


a 


+ 


e |$ 


S-au folosit în aceste egalităţi, relaţiile (5c) şi (6a) 

În continuare considerăm mulţimea funcţiilor continue. Această 
mulțime poate fi de asemenea inclusă în mulțimea funcţiilor generalizate 
dacă se satisfac aceleaşi condiţii 1) şi 2) ca pentru scalari, înlocuind cu- 
vîntul „scalar” prin „funcţie continuă”. Pentru a verifica (1), fie a o func- 
ţie continuă oarecare diferită de (0[ ; atunci funcţia continuă c se află în 
corespondență unu la unu cu funcţia generalizată cxa//a ; această relaţie 
se notează simbolic 


E A (14) 
a 
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Vom lăsa verificarea condiției (2), cititorului ; totuși vom arăta cum se face 
aceasta. Dacă bo) bea|/a şi co csaja, atunci 


Pentru scrierea egalităţilor de mai sus s-au folosit relaţiile (5b) şi (8c). 

Aceste includeri dau justificarea faptului că putem schimba între ei 
a şi «ajja şi în mod analog e şi cxa//a. În plus, identificarea lui e cu cea//a 
ne permite a atribui lui c*a//a o valoare la timpul t. În general acest lucru 
nu este posibil ; o funcție generalizată este o entitate pentru care valoarea 
la momentul ¢ nu are sens. Vom arăta mai tirziu că anumite funcții gene- 
ralizate, altele decit acele identificate cu funcţiile continue, pot primi o 
valoare în momentul t. 


Exemple de funcții continue 


O funcție des utilizată este funcția constantă (1) pe care o vom 
nota cu u, adică 


u = {i}. (15) 


Aceasta este bine cunoscuta funcție treaptă unitate a cărei valoare este 
1 pentru t> 0. Convoluția repetată a lui u cu ea însăşi va da naştere 
unei mulțimi de funcții des întilnite. Astfel 


u= uru =f 
1 


(16) 
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după cum se poate verifica efectuînd convoluţiile de mai sus. Funcţia gene- 
ralizată identificată cu funcţia continuă u” poate fi exprimată ca u** a || a, 
unde a: (0). Punînd a=u obținem rezultatul interesant 


n+l 
uea a. (17) 
uy 


Multe alte funcții continue întilnite în mod obişnuit în analiză pot fi 
identificate cu funcții generalizate, fiecare fiind exprimată ca un cît de 
convoluție al unor polinoame în u; de exemplu 


-ah y u u? 
(e) o ii EEF. (18a) 
; sin wt} * u ou? 
{sin wt} & {ein oija 4 = PET (18b} 
cos ot} *u u? 
{cos wt} € (coso i = ut ni (18c) 


Fiecare din aceste egalități poate fi verificată conform relației generale de 
egalitate (4). De exemplu, considerăm (18b). Cele două expresii sînt egale 
dacă şi numai dacă 


(sin ot} æ (U? + wut) = wus, 

Conform 'Teoremei 1, 4 poate fi simplificat. Deci va trebui să verificăm 
{sin ot} #(u + 0245) = ouă, 

sau echivalent 


|, sin oi +2 Jar =>". (19) 


Cititorul poate verifica această relație integrală, verificînd astfel relația 
(18.b) Corespondența biunivocă între funcții continue şi anumite funcții 
generalizate ca cele date în (18), este utilă pentru rezolvarea aumitor 
ecuații de convoluție. De exemplu considerăm 


(u + wu?)jaz = u. 
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Funcţia. generalizată soluţie este 
y? 
u + ou? i 


Dar din (18c) ştim că aceasta este aceeaşi cu funcția continuă {cosot}. 


Funcţii local integrabile 


O clasă de funcții care are o comportare „mai puțin bună” decit 
funcțiile continue este clasa funcțiilor local integrabile. Prin funcție local 
integrabilă înțelegem o funcție care 1) este continuă cu excepția unui 
număr finit de puncte în orice interval finit şi 2) admite o integrală Riemann 
proprie şi absolut convergentă în orice interval finit în interiorul căruia 


funcţia este continuă. În aceste condiţii, integrala pe intervalul 0<t<t 


pentru orice t >Q, este definită ca sumă a integralelor Riemann efectuate 
pe subintervalele în interiorul cărora funcţia este continuă. Este interesant 
să observăm că produsul de convoluţie a două funcții local integrabile 
este o funcţie local integrabilă iar produsul de convoluţie al unei funcţii 
local integrabile cu una continuă este o funcție continuă. 

Este clar din definiţia unei funcţii local integrabile că două astfel de 


funcții vor avea, aceeași integrală pe intervalul 0 <t < t pentru orice î >0, 
dacă ele diferă numai într-un număr finit de puncte în orice interval finit 
sau, echivalent, dacă au aceeaşi valoare în punctele de continuitate. Vom 
urma practica obișnuită de a privi aceste două funcţii ca fiind echivalente. 

Să vedem dacă funcţiile integrabile local pot fi identificate cu anu- 
mite funcții generalizate. Această mulțime poate fi inclusă în mulțimea 
funcțiilor generalizate dacă se satisfac aceleaşi două condiţii anterioare. 
Cuvîntul „,scalar” va îi înlocuit desigur cu cuvintul „local integrabilă”. 
Pentru a vedea dacă condiţiile sînt satisfăcute, observăm că dacă a este 
o funcție continuă oarecare diferită de (0) iar b este o funcţie local inte- 
grabilă, atunci funcţia generalizată b*a//a corespunde biunivoc cu b; 
astiel condiţia 1) este satisfăcută. 

Această relație se exprimă simbolic astfel 


pa e. (20) 
a 


care este de acelaşi tip cu relația (14) pentru funcțiile continue. Lăsăm 
cititorului verificarea condiției 2). 

Mulțimea funcțiilor local integrabile conține în mod evident mulțimea 
funcțiilor continue. Mai semnificativ este faptul că ea conține de asemenea 
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şi mulțimea funcțiilor continue pe porțiuni. Observăm că orice funcţie 
continuă pe porțiuni poate fi exprimată ca suma unor funcţii continue şi 
a unei sume ponderate de funcţii treaptă deplasate”. Funcţia treaptă 
deplasată notată cu u, este definită astfel 


Ua = lua(t)), (21) 
unde 
Wla (t) =0 (0<t<a) 
=1 (a <t). 


Funcția generalizată identificată cu u« este desigur uxa//a. Vom considera 
din nou această funcție generalizată, în paragraful următor. 

Pină acum o literă cursivă mică a desemnat o funcție în general local 
integrabilă. Dar există o corespondenţă biunivocă între mulţimea acestor 
funcții şi o submulțime a funcţiilor generalizate. Deci este posibil a nota 
funcţiile generalizate eu o literă mică cursivă. Astfel dacă b este o funcţie 
local integrabilă, funcţia generalizată corespunzătoare va îi bxa//a. Pentru 
comoditate, de acum înainte, vom nota această funcţie generalizată pur și 
simplu cu b. Acest lucru nu va produce dificultăţi, deoarece fiecare operaţie 
asupra funcţiilor obișnuite incluzind operaţia împărţirii de convoluţie își 
are corespondent în mulțimea, operaţiilor diferite pe funcții generalizate. 

În afară de simplificarea notaţiei, noua notație poate da mai mult 
sens relaţiilor. De exemplu u" în membrul sting al lui (17) cra o funcţie 
ordinară. Cu noua notație ea poate fi privită ca funcție generalizată, şi 
(17) devine 


MD = =- (22) 


Deşi cind s-a introdus pentru prima dată în (17), n era un întreg pozitiv, 
putem acum lua n=0 și găsim 


u? = ze (23) 


Semnificaţia acestei relaţii o vom discuta în paragraful următor. 


1) Această afirmaţie este ușor de verificat cu condiţia să se ţină seama de echivalenţa a 
două funcţii local integrabile. 
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În lumina celor de mai sus, relaţiile (18) pot fi înlocuite cu 


u 


{e71} o EP (24a) 

2 
{sin ct) © a (24b) 
{cos ot}& a (24) 


Vom dicuta una din acestea și vom lăsa cititorului examinarea celorlalte. 
“Considerăm (240). Aceasta este funcția generalizată soluție a ecuaţiei 
de convoluție 


(449 c0242)uz=—u. (25) 


În această ecuație există un termen deosebit, u%*z. Din (23) observăm că 
492 este mai precis u#z//u. Dar dacă z este o funcţie continuă sau local 
integrabilă, u*26//u este conform lui (14) sau (20), chiar 2”. Avînd în vedere 
acest lucru, ecuația de convoluţie definită pe mulțimea funcţiilor continue 
sau local integrabile, corespunzătoare lui (25) este 


2(1)+ œw? | (î—r)a(r)dr=l. (26) 
0 


Din (24c) ştim că 2(t)=cosut este soluţia lui (26). Celelalte relaţii din (24) 
pot fi examinate într-o manieră similară. 


A.1.4. FUNCȚIILE GENERALIZATE CA OPERATORI 


Am discutat pînă acum relaţiile între diverse funcţii şi funcțiile genera- 
lizate. În continuare ne vom ocupa de operatorii de derivare și integrare 
şi vom discuta relaţiile în care se află cu funcţiile generalizate. : 

Considerăm din nou funcția u. Produsul de convoluţie al acesteia cu 
funcţia a este 


usa= i ala)dz |- (27) 
0 


1) A se observa că acesta este același rezultat cu cel obţinut atunci cind se face convolu- 
ţia unei funcţii impuls cu z. Vom discuta identificarea lui u? cu funcţia impuls unitate în paragra- 
ful următor. 
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Astfel, în afară de faptul că poate fi privită ca funcţie continuă (1), u 
poate fi considerată ca un operator integral. Analog, u**! pentru n pozitiv, 
care este conform celor menţionate anterior î*/n!, poate îi privită ca un 
operator de integrare aplicat de n+1 ori. Ca o ilustrare a acestei inter- 
pretări a lui u2+! ca operator de integrare, observăm că aceasta indică faptul 
că ecuaţia integrală corespunzătoare lui (25), în spaţiul funcţiilor continue 
sau local integrabile este 


t o 
e(t) + at | e(v)dy dn =1. (28) 
0 70 
Observăm că (28) are aceeași soluție, z(t) =coswt ca ecuația de convoluție 
(26) ce corespunde lui (25). 

Înainte de a merge mai departe, să folosim interpretarea lui 42 ca o 
integrare de n ori, pentru a atribui o valoare unei funcții generalizate la 
timpul î. Fie a o funcţie generalizată arbitrară. Presupunem că 42+ a se află, 
în corespondenţă unu la unu cu funcția ordinară b, care admite derivată de 
ordin n pentru 7, <I<r,. Atunci, pentru 1,<t<7, vom atribui valoarea; 
b™ (t) lui a la timpul t. Valoarea atribuită lui a în acest mod este unică 2. 

Ca un exemplu fie a=ut și să determinăm o valoare ce o vom atribui 
pentru această funcţie. Dar uxu? = 42/Ju este conform lui (14) aceeaşi cu 
funcţia continuă u, care este derivabilă pentru 450. Deoarece du(t)/dt=0 
pentru 1 >0, atribuim valoarea zero lui u°’ pentru t >0. 

Să dăm acum o interpretare lui u pentru n negativ. Astfel spus, vom 
examina u~” pentru n pozitiv. Pentru uşurinţă vom nota p° = u-2. Presu- 
punem apoi că a este o funcție care este derivabilă de n—1 ori avînd deri- 
vatele continue iar derivata n-a, fiind o funcţie local integrabilă. Atunci 


pa = ab + an-2(0)p? + ah-2(0)p+...+a(0)p-, (29) 
în care a™ este derivata de ordin k a lui a în raport cu t. Această relație 


se stabilește uşor prin inducţie. Vom începe aici demonstrația, lăsînd 
terminarea ei cititorului. Fie n=1 atunci (29) devine 


pra =a" + a(0)p?, 
care într-o notație mai precisă este 
u axu axu  a(0)u 


uru u u u 


1) Unicitatea este stabilită prin Teorema 6 în Operational Calculus and Generalized Func- 
tions, Arthur Erdelyi, Holt Rinehart & Winston, New York, 1962, 
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Conform relaţiilor (5), (6), (8) ecuaţia devine 


usa _ avu +a(0)u 
uxu u 


Dacă aceasta este o relație valabilă, atunci din (4), rezultă 
ususa=uxuxuna + af(Oyu *u* u, 


sau echivalent 


u rurus at = ux u» (a—al0yu). 


Conform Teoremei 1, aceasta devine 
u sal =a — a(0)u, 
sau 
| a®(q)dz = a(t) — a(0), 
0 


care este adevărată dacă a! este integrabilă local. Astfel (29) este adevă- 
rată pentru n=1; demonstraţia se completează prin inducție. 

Dacă a este derivabilă de n ori iar a(0)=a! (0)=...= a" (0) = 0, 

atunci (29) arată că funcția generalizată p” + a se află în corespondenţă unu 
la unu cu funcţia a”. 
Deci funcţia generalizată p° trebuie privită ca un operator diferenţial. 
Dacă a nu este derivabilă de un număr suficient de ori, sau dacă una sau 
mai multe din a(%)(0), k=1,... n—1, nu sînt zero, atunci p"xa nu se află 
în corespondenţă biunivocă cu funcția ordinară. În acest caz p"* a există 
numai ca funcţia generalizată; vom numi p**a, derivata generalizată a 
n—a a lui a. 

Să aplicăm unele din rezultatele de mai sus în cazul unui exemplu. 
Ecuația diferențială ordinară 


d 
—— z(t) + az(t) =0 (30) 
di 
îşi are corespondentul în mulțimea funcţiilor generalizate 


De 2 —2(0)p + apte z =0. 
Pentru 2(0)=2, funcţia generalizată soluţie este 
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Reamintind că p=u”! și că p° = u’ obținem 


u 


2z=2 , 
u? +- au 


care conform lui (24a) este aceeaşi cu 2 {e7*}. Aceasta concordă cu faptul 
că soluţia ecuaţiei diferențiale (30) este 2 (e-%) pentru z2(0)=2, fapt 
cunoscut din teoria ecuaţiilor diferențiale. 

Pentru găsirea funcţiei ordinare care se află în corespondenţă unu la 
unu cu funcția generalizată din (31), a fost utilă relaţia (24a). Pentru rezol- 
varea altor ecuaţii diferenţiale, care vor fi considerate în paragraful urmă- 
tor va fi util a avea relaţii între funcții generalizate exprimate în raport 
cu p şi funcţiile ordinare corespunzătoare. 


Aceste relaţii sint arătate în Tabelul A.1.1. 


Tabelul A.1.1. 
Funcţia ordinară — Funcţia generalizată (Perech!) 
R a a a a RA 


dili i F apti aipiji 


Funcția ordinară Funcţia generalizată | Functia ordinară Functia generalisată 
2 | a po 
i > iu | EF apă 
| 
p° p 
Si === == 
(ŢI | x feos ct) | P4 up? 
= z= -al şi Pe 
| A p? SE clean: (p+ ap? + atp? 
(n pt | p + xp? 
== ! -al === 
| ni | pai | pu SER) (p + ap Fop 
p? 20(p + x p°) 
s-a le-a şi II 
(a | P + apt | dal [(p + apt + o?pt]? 
E S E | 
-a 
(leat) (P + aptă | (p + a ph? — a*pt 
| 


Pe-al p? 
ni | (p + xp®ja+1 
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Funcţia impuls unitate 


Cea mai mare parte a paragrafelor precedente a fost consacrată fun- 
cțiilor generalizate care sînt în corespondenţă unu la unu cu funcţii ordinare 
sau cu proprietăţi ale operatorilor definiți asupra funcțiilor ordinare. 
Vom considera acum relaţia funcţiilor generalizate cu funcţia impuls şi 
derivatele sale. Vom arăta că p° = u’ este în mod potrivit interpretată ca 
funcție impuls. Pentru a verifica acest lucru, fie a o funcţie continuă, 
atunci 


a = aet = ap, (32) 
u 


Dacă, urmînd obiceiul, vom nota cu 5 o funcție simbolică ce corespunde cu 
p°’, atunci (32) este echivalentă în sens formal cu următoarele : 


alt) = i a(x) è(t — 7) dr. (33) 


Aceasta este ceea ce se numește proprietatea de filtrare sau selecție a fun- 
cției impus unitate ô. 

Funcția generalizată p este în mod adecvat interpretată ca prima derivată 
a funcției impuls. Pentru a arăta aceasta, presupunem că funcția a are o 
derivată de ordinul întîi continuă. Atunci folosind (29) avem 


pa =a +a(0)p’. (34) 


Dacă a(0) + 0, pua este o funcție generalizată care nu se află în corespon- 
dență unu la unu cu o funcție ordinară. Totuși, după cum s-a arătat ante- 
rior, lui p° i se poate atribui valoarea 0 pentru orice t >œ>0. Acest lucru este 
util. Deoarece p este derivata generalizată de ordinul întii al lui p° , care a 
fost interpretat ca funcție impuls unitate, fie 3 notația pentru o funcție 
simbolică ce corespunde lui p; atunci pentru t >0, (34) este echivalent în 
sens formal cu 


a (î)= | a(7) D (t — 7) dr. (35) 
0 


Putem continua în acest mod și să intepretăm p" ca derivata de ordin n 
a funcției impuls unitate. Justificarea în detaliu a acestui fapt este lăsată 
pentru cititor. 
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Considerăm acum funcția generalizată p* ua ca un operator, unde ua 
este treapta deplasată dată în (21). Presupunem că funcţia generalizată 
a este de asemenea o funcție continuă; atunci 


Dad = pt 1 Ua (t — sjals)as} 
0 


0 (0i <a) 
= pajp- . 
=? | a(r)dr (a[i) | 


Aplicînd (34), obţinem din această relaţie 


(36) 


das n E. 


a(t— a) (<t) 


Astfel funcția generalizată p #ua are proprietatea unui operator de deplasare 
sau întirziere. Această proprietate face ca p#u« să fie folositoare pentru 
rezolvarea ecuațiilor cu diferențe finite. Deoarece în această lucrare nu se 
folosesc aceste ecuații, nu vom continua dezvoltarea altor considerații 
pentru pa. 


A.1.5. ECUAŢII INTEGRODIFERENȚIALE 


În studiul reţelelor liniare invariante în timp, cu parametri concen- 
traţi, subiect de bază al acestei lucrări, ecuațiile dinamice întilnite sînt 
ecuaţii integrodiferenţiale. (În formularea prin ecuaţii de stare ele sînt 
ecuaţii diferențiale pure). Aceste ecuații considerate ca ecuaţii asupra 
mulţimii funcţiilor generalizate, au ca soluţii funcții generalizate. Este de 
dorit, atunci cînd este posibil, să identificăm aceste funcții generalizate 
cu funcții ordinare. Vom arăta cum se face acest lucru extinzînd conceptul 
de dezvoltare în fracţii parțiale la funcțiile generalizate. 

Soluţia funcţie generalizată a unei ecuaţii integrodiferenţiale liniare 
se poate exprima ca suma : 1) a unui cît de convoluție al unor polinoame în 
p Și 2) a unui cît de convoluţie al unor polinoame în p, în produs de con- 
voluţie cu o altă funcție generalizată. Ca exemplu, fie ecuaţia 


dz (1) 


mA tan 42| arderi = 2e, (87) 
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cu 2(0)=—1. Ecuația corespunzătoare pe mulțimea funcțiilor generali- 
zate este 


pez + p° +3psz + 2p-lnz + p° = (de fapt, 


Funcția generalizată soluție pentru z este 


— 2y? è 
PS ab r, 


i A aMn 
p +3p°+2p-!' p +3p’ +2p7' 
sau echivalent 


pai e oaa a, (38) 
pP +3p+2p p° +3p+2p 


Evident, dacă putem identifica p//(p? +3p +2p°) cu o funcție ordinară, 
atunci z va putea fi de asemenea identificat cu o funcție ordinară. 

n cazul general pe care îl vom lăsa cititorului spre verificare, soluția 
unei ecuații integrodiferențiale liniare se exprimă după cum urmează: 


z= E da T am up) +e + agp? Bip’ T Bi-1p"-! +... + Bop’ *f. 


DAERA Papi F oa T E. FO 
(39) 


Dacă fiecare din aceste cîturi de convoluție poate fi identificat cu o funcție 
ordinară şi dacă funcția generalizată f este de asemenea o funcție ordinară, 
atunci funcția generalizată soluție z va fi o funcție ordinară. 

Deoarece ambele cîturi de convoluție în (39) sint de aceași formă, 
vom examina numai pe cel de al doilea: 


Bip! + Bi-apl1 +... + Bop | 
p” ga Yn-1 pr + e F Yop? 


În eventualitatea l >n, este ușor de verificat că există niște scalari Ep. . . Er, 
ŞI Voye + Va-a eXistă astfel încît 
1 +... +Bop? v- PPI L... Hp? 
BP + Bop = éa pla +... 4 Ep? + n-1P HYP, 


(40) 


Numitorul p"+... vp’ se poate descompune în factori 
P+.. HYP’ = (pp)... H Mp), (41) 


unde à; sînt zerourile lui A” + v„,-1A°7} +...vgX0. Acest lucru se poate 
verifica conform lui (4) după ce am notat p = u//u? și p° = u//u. Astfel 


Vaza PI +... F Yop’ 3 Va P” H.. + Vp? 


Ae e a E „NE ii a tă dă (42) 
P+- + Yp’ (PHNP? ).-. (PH Mp’ ) 


Presupunem că A, sînt distincți; membrul drept se poate atunci 
exprima ca o sumă de cîturi de convoluție. Astfel, 


Vaal + 9,9i.e + vop? wp’ Lp? 
i I a L O H aa (43) 
(PHAP?) ... (PHAP) PHAP P +H Ap’ 
unde 
ha e Vo 
= |ì- A ete | . (44) 
š | N e. FYo nehi 


Membrul drept al lui (43) este dezvoltarea în funcții parțiale a membrului 
sting atunci cînd à; sînt valori distincte. Relația (44) se poate verifica de 
către cititor. Dacă à; nu sînt distincte dezvoltarea în fracții parțiale este 
mai complicată și notația mai incomodă. Cu toate acestea ea este analoagă 
întrutotul cu cazul variabilelor obişnuite. Nu vom considera însă, acest 
caz în detaliu. Pentru a completa cazul în care à; sînt distincte, vom sub- 
stitui (43) în (42) şi rezultatul în (40). Se obţine: 


Bp! +... + Bop? _ 
P” +.. + Yop’ 
wp’ Hn p’ 


+ eh (55) 
P+Hp’ P H dn p’ 


Ea PI e... + Cop? 


Vom numi cîtul de convoluţie din stînga cît de contoluție rațional în p 
Şi a spune că el este propriu dacă l<n sau, echivalent, dacă &=... 
ia Ea = 0. 

Fiecare din termenii u;p* //(p+ ap?) din (45) se află în corespondență 
biunivocă cu o funcție continuă aşa cum se vede din Tabelul A.1.1.: 
wp’ (PNP? )S lu, e”) și fiecăruia dintre termenii &;p! i se poate atri- 
bui valoarea, zero pentru t>0. Astfel, putem face următoarea afirmaţie 
despre funcția generalizată z din (39): 
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1. Dacă m<n, l<n şi f este o funcție local integrabilă, atunci z este 
o funcție continuă. 

2. Dacă m>n, l<n şi f este o funcție local integrabilă, atunci lui 2 
i se poate atribui o valoare pentru t >0. 

3. Dacă m<n, lèn şi f are derivata de ordin (1—n) continuă, atunci 
lui z i se poate atribui o valoare pentru t>0. 

4. Dacă m>n, læn şi f are derivata de ordin (1—n) continuă, atunci 
lui z i se poate atribui o valoare pentru t>0. 

Pentru a exemplifica (45), considerăm cazul particular al lui 2 dat 
de (38). Avem 


P F 3p +p (PHPH) p+p pap? 
= (— e} + {2073}. 


p Pp __ mÊ 270 
dee ee E e E teii ea Pee 


Rindul de jos din relația anterioară se obține din Tabelul A.1.1. Substi- 
tuind acest rezultat în (38) obținem 


t 
e(t) = 267! — 4s” + | [— 64-03 2e-2-0] 26-7 d7 
0 


ca soluție pentru (38). 


A.1.6. TRANSFORMATA LAPLACE A UNEI FUNCȚII GENERALI- 
ZATE 


În analiza rețelelor liniare invariate în timp, se utilizează frecvent 
metoda transformatei Laplace și pentru a aplica această transformare se 
introduce transformata Laplace a funcției impuls unitate şi a derivatelor 
sale. Pentru a justifica acest lucru trebuie să se extindă definiția transfor- 
matei Laplace astfel încît să se includă gi funcțiile generalizate, sau cel 
puțin, funcțiile generalizate particulare p", n>0, care sînt asociate cu 
funcția impuls şi derivatele sale. 

Transformata Laplace a unei submulțimi mari de funcții generali- 
zate se poate defini cu ajutorul unei teoreme a lui Krabble”. Înainte de 
enunțarea acestei teoreme folositoare trebuie să definim mai multe mulțimi 


1) G. Krabbe „Ratios of Laplace Transforms, Mikusinski Operational Calculus” Math. 
Annalen, vol. 162 pag. 237—245. Acest articol este retipărit tn Contributions to Functional Ana- 
lysis, Springer Verlag, New York, 1966. 
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n. 


de funcții. Fie 4/ mulțimea tuturor funcțiilor de variabilă complexă s 
care sînt regulate (olomorfe) cu excepția unui număr finit de poli în semi- 


planul drept dat de Re(s) >Re($) pentru anumite valori ale lui 8. Fie / 
submulțimea funcțiilor din Æ, avînd proprietatea că fiecare din ele este 
egală într-un anumit semiplan drept cu raportul a două funcții mărginite 
şi regulate în acel semiplan drept, de exemplu, 1/(8+2) şi (3+1)/(84+3) sînt 
funcţii de s mărginite, regulate pentru Re(s) > — 2 ; raportul lor [1/(24+2)]/ 
lile + 1) (es + 3)] = (8 + 3/(8 +2) (8+1) este o funcţie regulată pentru 
Re(s) >—2, cu excepţia polului s= —1. Astfel, funcţia (s + 3)/(84+1)(2 +2) 


aparține lui 4. Vom nota €, mulțimea tuturor funcţiilor e astfel încît 
să existe pentru o anumită valoare s=$, 


(0) = (NU aie a. (46) 


Atunci ic) este regulată în semiplanul drept Re(s) >Re($). În sfirșit 
vom nota cu € o submulțime a mulțimii funcțiilor generalizate b//a 


astfel încît a și b să fie funcţii în & iar (8) /<P(a) să fie o funcție în 4. Cu 
aceste definiţii, teorema lui Krabbe se enunţă astfel : 


Teorema 2. Există o aplicaţie bijectivă notată g-, a mulțimii 
funcţiilor M pe mulţimea funcțiilor generalizate 8. Aplicația Z-! posedă, 
o inversă care este liniară și satisface 


Zi +92) = $ (9.) $ (92). (47) 


unde g, și g, sint două funcţii generalizate din 4. în plus, dacă a//b este 
o funcție generalizată în 9 atunci 


Zola) = L {b}/2 {a}. (48) 


Considerăm acum o mulțime F de funcții local integrabile b astfel 
încît 


2 {b} = ow ear] 


să existe pentru o anumită valoare s=4. 
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C—Â—————————————————————————————————————  ———— 


Considerăm apoi funcția generalizată u»b//u identificată cu b. 
Funcţia 


and = [| b(7) är 


este continuă şi transformata Laplace a sa există pentru s = $, deoarece 


b aparține lui F. Deci usb aparține lui £. în plus, Z {u *b}=L{b}/s este 
mărginită şi regulată într-un anumit semiplan drept iar Z {u}=1/s este 
mărginită şi regulată în semiplanul drept dat de Re(s)>e pentru orice 


e >0. Astfel u +b//u aparţine lui g. Așadar 


[usb] _ Z{uxb} _ 
êi = | = a = 2{b}. (49) 


Aceasta arată că transformarea 2, a unei funcții generalizate într-o funcție 
de variabilă complexă s, coincide cu transformarea Laplace, dacă funcția 
generalizată este de asemenea transformabilă Laplace și local integrabilă. 


A 
Astfel, transformarea Z este o extensie a transformării Laplace X. Aceasta 
fiind situația nu va rezulta nici o confuzie dacă de aici înainte vom omite 


notația corcumflexă din 2. 
Să ne îndreptăm atenţia spre funcţia generalizată p"=—uu//unt! 


Deoarece u şi «”*! aparţin amîndouă lui £ şi deoarece X {u} = 1/8 iar 
Luni) =1]8"*! aparţin lui M, £(p") există. Din (48) rezultă 


L (pn) = s". (50) 


Reamintim că p” este funcţia generalizată asociată cu 3", derivata a n-a a 
funcţiei impuls unitate. Transformata Laplace a lui 5 în cărți sau aplicaţii 
asupra teoriei transformatei Laplace este dată ca fiind s”; (50) concordă 
cu notația că {8m} =s". 

Nu vom merge mai departe cu consideraţiile asupra transformatei 
Laplace a unei funcţii generalizate. Este suficient faptul că ea reprezintă 
o extensie a transformatei Laplace obişnuite şi concordă cu transformata 
Laplace euristică a funcţiei impuls unitate și a derivatelor sale. 


ANEXA 2 


Teoria funcţiilor 
de o variabilă complexă 


Scopul acestei anexe referitoare la funcţii de o variabilă complexă este 
dublu. În primul rînd ea va servi acelora care sînt familiarizați cu acest 
subiect, dar care doresc să-și reamintească anumite probleme specifice. 
În al doilea rînd, ea va servi ca o bază, care poate fi dezvoltată cu ajutorul 
demonstrațiilor, exemplelor, etc. Materialul este aproape în întregime 
prezentat sumar. Nu încercăm să prezentăm justificări, iar demonstrațiile 
sînt destul de puţine. Totuşi, rezultatele sînt prezentate exact. 


A.2.1. FUNCŢII ANALITICE 


Presupunem că sîntem familiarizați cu algebra numerelor complexe 
(adunare, scădere, înmulţire și împărţire) şi cu reprezentarea numerelor 
complexe ca puncte în plan. Presupunem de asemenea că sîntem familiari- 
zaţi cu elementele teoriei funcţiilor de o variabilă reală. 

Fie s=0 +jo notația unei variabile complexe. Spunem că o altă varia- 
bilă complexă F=U+jX este o funcţie de o variabilă complexă s, dacă 
fiecărei valori a lui s (dintr-o mulţime) îi corespunde o valoare a lui F sau 
un set de valori pentru F. Vom scrie F(s), unde F(.) este operatorul care 
asociază valorile lui F cu valorile lui s. Dacă fiecărei valori a lui è (dintr-o 
mulţime) îi corespunde o singură valoare pentru F, spunem că este o 
funcţie univocă de s; altfel ea este multiformă. 

Continuitatea pentru o funcție de o variabilă complexă este formal 
definită în același fel ca pentru o funcţie de o variabilă reală ; F(s) este 
continuă în sg dacă ea este definită într-o vecinătate a lui s, și dacă 


lim F(s) = F(s) = Fe (1) 
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Această formulare poate fi interpretată în planul complex în felul 
următor. Fie un număr dat <>>0. Considerăm o vecinătate circulară a lui 
F(8,) ca în fig. A.2.1 unde toate punctele din interiorul cercului de rază 
e și cu centrul în F(s,) aparţin acestei vecinătăţi. Relaţia (1) este echiva- 
lentă următoarei formulări. Putem găsi o vecinătate suficient de mică a 
lui s£, de rază è >0, astfel ca valorile lui F(s) corespunzătoare tuturor pun- 
ctelor din această vecinătate a lui 8&, să cadă în interiorul cercului de rază 
e, cu centrul în F(s). 


fjw Planul s tj x 


aj 


Fig. A.2.1. Vecinătăți în planul s și planul F. 


Diferenţiabilitatea în planul complex este definită de aceeași relație 
formală ca în cazul variabilei reale, dar este o noțiune cu semnificaţii 
mult mai largi. 

F(s) este diferenţiabilă în s,, cu derivata F'(8), dacă 


P (s,) = lim ZE) Pleo) 


sto 8 — So 


(2) 


există şi este finită. 

Această definiție implică presupunerea că s poate tinde către 8, în 
orice direcție, pe o spirală sau orice altă cale. Limita definită de (2) tre- 
buie să existe (şi să fie unică) independent de modul în care s tinde către a. 
Acesta este motivul pentru care diferenţiabilitatea în planul complex este 
o cerinţă foarte stringentă. 

Se poate arăta (aceasta este unul din multele ‚se poate arăta”! pe 
care le vom putea întîlni în această anexă) că putem aplica, fără nici o 
modificare, regulile obişnuite privind derivarea sumelor, produselor, cîtu- 
rilor, etc., cunoscute de la funcţii de variabilă reală. 

În mod asemănător se procedează cu o funcţie de funcție ; toate func- 
tiile familiare au aceeaşi derivată ca în cazul real, cu deosebirea că acum 
variabila este complexă. Vom prezenta sumar, mai jos, aceste rezultate. 
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- = m 


Fie F,(8) şi F,(8) două funcţii diferenţiabile. Atunci 


d _d Li 

Ei [F (8) + F,(8)] = î: F,(8) + PF F,(8) (3) 
Š EP, (e) F, (8)] = P; (8)-Ż Pe) + [Zro |z (8) (4) 

da?! 2 I 2 ds 1 2 
d Fi(8) _ Fa(8) dF, (8)/ds — Fi(8) dF, (8)/ds P 0 5 
ds F,(8) Fa(a) iii dă 
d Fa dale) 6 
Dai Cp de (6) 
d n) — n- 7 
FA (8%) = ma (7) 


Dacă o funcţie F de o variabilă complexă este diferenţiabilă în pun- 
ctul 8, și în toate punctele dintr-o vecinătate a lui Sọ, spunem că F(s) este 
regulată în sa. 

Menţionăm că această condiţie „F(s) este regulată în s,” este mult 
mai restrictivă ca ,,F(s) este diferenţială în sọ. O funcţie F(s) care are 
cel puţin un punct regulat (adică un punct în care funcţia este regulată) 
în planul complex, se numește o funcție analitică. Un punct s, în care 
funcţia analitică P(8) nu este regulată, este un punct singular al funcţiei. 
Se spune că F(s) are o singularitate în sg. În particular, un punct pentru 
care nu există derivată este un punct singular. 

Deși cerința de regularitate este o condiţie foarte restrictivă, și deci 
clasa de funcţii analitice este o submulțime foarte mică din mulţimea tutu- 
ror funcţiilor, aproape toate funcţiile pe care le întîlnim în aplicaţiile fizice 
sînt funcţii analitice. Un exemplu de funcţie neanalitică este |s|2. Această 
funcţie are o derivată la s=0, dar numai în acest punct. Deci ea nu are 
puncte regulate. Funcţia F(s)=1/(s—1) este un exemplu simplu de funcţie 
analitică. Domeniul ei de regularitate cuprinde întregul plan cu excepţia 
punctului s=1. Punctul s=1 este un punct singular al acestei funcţii. 

Singularităţile unei funcţii analitice sînt extrem de importante, așa 
cum se va vedea. Putem distinge două tipuri de singularităţi. Punctul 8, 
este o singularitate izolată a lui F(s), dacă s, este un punct singular, dar 
există o vecinătate a lui s, în care toate celelalte puncte (cu excepţia lui 3.) 
sînt puncte în care funcţia este regulată. Dacă o astfel de vecinătate nu 
există, 8, este o singularitate esențial neizolată. Astfel, în orice vecinătate 
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a unei singularități neizolate există cel puţin un alt punct singular al func- 
ţiei. Deci, o singularitate neizolată este un punct limită (sau un punct 
de acumulare) a singularităților și reciproc. 

Funcţiile raționale (cîturi de polinoame) sînt exemple de funcţii care 
au numai singularităţi izolate. Pentru a da un exemplu de o funcţie care 
are singularități neizolate, putem considera funcţiile trigonometrice, 
pe care nu le-am definit încă. Totuși un exemplu de o singularitate nei- 
zolată este punctul s=0 al funcţiei: 


F(s) = (8) 


sin 1/8 


Numitorul devine zero pentru 
1 
8 = — 9 
a (9) 


şi astfel aceste puncte sînt puncte singulare ale lui F(s). Originea este un 
punct limită pentru aceste singularități. 

Marele matematician francez Augustin Cauchy (căruia îi aparţine 
aproape jumătate din teoria funcțiilor complexe) a dat următoarele condiţii 
necesare şi suficiente pentru diferenţiabilitatea unei funcții de o variabilă, 
complexă, Funcţia 


F(s) = U(,o) + jX (0,0) 


este diferențiabilă în s, dacă și numai dacă derivatele parțiale 9U|dc, 
Ulv, 34|8o și 0X|9w există, sînt continue în punctul (So, wo) și satisfac 
ecuaţiile 


9U|âs = Xliv (104) 


9X|âc = — ðU Jw (105) 


în acest punct. 

Necesitatea este dovedită făcînd pe s să tindă către s, în (2), făcînd. 
mai întîi pe c să tindă către o, şi apoi făcînd pe w să tindă către wọpentru 
un calcul, şi inversînd ordinea pentru celălalt calcul. Egalarea celor două 
derivate astfel obţinute ne conduce la (10). Suficienţa este dovedită folo- 
sind conceptul de diferenţială totală a funcției de două variabile şi definiţia, 
derivatei. 

Ecuațiile (10) sînt cunoscute ca ecuații Cauchy-Riemann în cinstea 
matematicianului german Bernhard-Riemann (care a determinat aceste 


A.2.2. TRANSFORMAREA CONFORMA 825 


ecuaţii fundamentale pentru toate funcţiile analitice) și care completează 
teoria elaborată de Cauchy. Putem folosi ecuaţiile Cauchy -Riemann ca un 
test pentru regularitatea unei funcţii după cum urmează : 


Dacă cele patru derivate parţiale sînt continue într-un domeniu al 
planului complex şi dacă ele satisfac ecuaţiile Cauchy-Riemann în fiecare 
punct al acestui domeniu, atunci F(s) este regulată în acest domeniu. 

Menţionăm că această condiţie implică vecinătatea lui s,, tot așa cum 
o face definiția de regularitate a funcţiei. Demonstrația acestui rezultat 
se poate face folosind conceptul de diferenţială totală pentru o funcţie de 
două variabile. 

Diferenţiind una din cele două ecuaţii din (10) cu referire la o și 
cealaltă, cu referire la w şi combinîndu-le, putem observa un fapt important 
şi anume că părţile reală şi imaginară ale unei funcţii analitice satisfac 
ecuaţiile Laplace în două dimensiuni, în interiorul domeniului de regulari- 
tate; astfel : 


2U ðo? + Ulv? = 0 (11a) 
92X| 902 + Xliv? = 0 (11b) 


Astfel, părțile reală și imaginară ale unei funcții analitice sînt funcţii 
armonice. Reciproca este de asemenea adevărată. Fiecare funcție armo- 
nică (în două dimensiuni) este partea reală a unei funcții analitice şi partea 
imaginară a unei alte funcţii analitice. Acest aspect face ca funcţiile ana- 
litice să prezinte un interes deosebit în teoria potențialului cu două di- 
mensiuni. 


A.2.2. TRANSFORMAREA CONFORMĂ 


O funcție de o variabilă reală poate fi reprezentată geometric prin- 
tr-un grafic. Totuși, pentru o funcție de o variabilă complexă, un „grafic” 
necesită patru dimensiuni, două pentru variabilă și două pentru funcție. 
Este deci imposibil de trasat un grafic pentru o funcție analitică. Cu toate 
acestea, conceptul de reprezentare geometrică poate fi utilizat pentru 
funcțiile analitice, şi aceasta permite o înțelegere mai bună a acestor 
funcţii. Folosim două planuri, un plan s pentru variabilă şi un plan F 
pentru funcţie, așa cum se arată în fig. A.2.2. şi astfel se obţin cele patru 
axe de coordonate. 

Trasarea unui grafic complet arătînd ce valori ale funcţiei corespund 
fiecărui punct din planul s nu este indicată, deoarece ar face reprezentarea 
ininteligibilă. Vom alege în planul s unele linii reprezentative şi reprezentăm 


826 A.2. TEORIA FUNCȚIILOR DE O VARIABILĂ COMPLEXA 


în planul F valorile funcţiei F(s) corespunzătoare punctelor de pe aceste 
linii. Pentru fiecare dreaptă reprezentativă din planul s se va obține o 
curbă corespunzătoare în planul F. Ca exemplu, vom considera reprezen- 
tarea funcţiei F(s)=8s? din fig. A.2.2. Ca linii reprezentative au fost alese 
acelea pentru care fie c, fie w este constant. Liniile corespunzătoare în 
planul s? sînt toate parabole. Cele două seturi de parabole corespunzătoare 
lui o=const şi w=const, sînt familii de curbe ortogonale. Dacă am fi 
ales alte linii reprezentative în planul s, am fi obţinut alte tipuri de curbe 
în planul s2. 


i -i X 
J® Planuls S | 
| 4 O= const a W = const 


Planul $ 


Planul s? 


Fig. A.2.2. Reprezentarea conformă pentru F(s)=s2. 


Ne vom referi la acest concept grafic ca la o transformare conformă. 
Se spune că planul s este transformat în planul F ; planul F este transfor- 
mata planului s. Liniile din planul F sînt imagini ale liniilor din planul s, 
sub transformarea F(8). 

Ne referim la P(8) ca la o transformată conformă. Funcţia F(s) trans- 
formă punctele din planul s în puncte din planul F. Conceptul de transfor- 
mare conformă pentru o funcție analitică se dovedeşte a fi foarte util. 


Faptul că parabolele din fig. A.2.2 constituie o familie ortogonală 
nu este un accident. Explicaţia este că liniile originale din planul s for- 
mează un unghi drept între ele, şi o funcţie analitică păstrează unghiurile 
cu excepția situaţiei în care nu există derivata sau aceasta este zero. Îna- 
inte de a demonstra acest lucru, să dăm o definiţie. O transformare confor- 
mă F este una în care unghiul de intersecţie al celor două curbe imagine 
în planul F este același (în amplitudine şi sens) cu unghiul de intersecţie 
al celor două curbe corespunzătoare din planul s. 
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Transformata pentru o funcție analitică este conformă în toate punctele 
cînd functia este regulată și derivata este diferită de zero. 
Pentru a verifica acest rezultat, să luăm două curbe C, şi C, din planul s 
care se intersectează în sọ. Fie s un punct arbitrar pe C,. Să introducem 
coordonatele polare referitoare la sg, astfel 


8 — 39 =r ef. (12) 


Atunci cînd s tinde către s,, unghiul 6, tinde către unghiul a, care 
este unghiul tangentei la C, în $, Definiţia derivatei este 


lim P(8) —F (80) 


3% 8—80 


=P'(80) (13) 


Deoarece această derivată există, putem lua limita de-a-lungul lui 
C, şi deoarece derivata este diferită de zero, putem scrie 


F'(89) = pe”? (14) 
Rezultă din (13) 
im [ZOP] e (15a) 
8-95 8—80 | 
şi 
lim {arg [F(s)—F(8)]—arg (5—40))=B (15b) 
Ecuația (15b) poate fi scrisă 
lim arg [F(s)—F (8,)] =B + lim arg (3—84) = B + o (16) 


Punctul F(s) este pe curba C,’ care este imaginea lui C, sub transfor- 
marea F(s). Astfel, partea stingă a ecuației (16) este unghiul tangentei la 
Cı’ în F(s). Rezultă, din (16) că curba C,' are o tangentă definită în F(s,) 
care face un unghi B+a, cu axa reală pozitivă. În același mod se poate 
stabili că unghiul tangentei la 0, la F(s,) va fi B+a2. Unghiul dintre cele 
două tangente, luat de la C,' la C,’ este (ap—a,) care este același în ampli- 
tudine şi semn cu unghiul dintre curbele C, şi C, în punctul sọ, măsurat 
de la C, la C} 


Din (15a) se constată că întinderea locală (adică, raportul dintre ele- 
mentul de arc al lui C,' şi elementul de arc al lui C,, luate în jurul lui s,) 
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este independentă de direcţie şi este dată de amplitudinea derivatei. 
Rezultă că transformarea conformă pentru o funcţie analitică (cînd F(s) 
=+0) realizează o amplificare liniară F'(8,) şi o rotaţie arg F'(s,), astfel 
încît formele figurilor mici sînt menținute. 

O consecinţă auxiliară este aceea că imaginile curbelor line sînt de 
asemenea curbe line ; adică ele nu pot avea „puncte unghiulare”. 

Nu am definit încă unele concepte de topologia mulțimii de puncte 
referitoare la domenii şi curbe, și aceasta este necesar pentru înţelegerea; 
discuţiilor următoare. Nu putem să facem precizări complete fără a intro- 
duce idei foarte complexe, ceea ce nu ne-am propus să facem. Prin urmare 
vom lua cîteva concepte, ca de exemplu cale, curbă continuă, etc. 

Un arc simplu este o cale continuă în planul complex care nu are 
puncte de intersecţie sau multiple. O curbă simplu închisă este o cale în 
planul complex, care, dacă este tăiată într-un punct oarecare devine un 
arc simplu. Dacă unim punctele terminale ale unui arc simplu se obţine: 
o curbă simplă închisă. Un domeniu deschis este o mulțime de puncte în 
planul complex, fiecare din ele avînd în vecinătate toate punctele care apar- 
ţin acestei mulțimi. Ca exemplu poate fi considerat domeniul interior” 
unei curbe simplă închisă care nu conţine curba. Dacă adăugăm punctele 
de pe conturul unei mulțimi deschise la mulțimea deschisă propriuzisă, 
domeniul obținut se numește închis. Un domeniu deschis sau închis este 
conex dacă putem uni două puncte oarecare din domeniu printr-o linie care 
are toate punctele în acest domeniu. 

În paragraful precedent, cuvîntul interior” a fost pus între ghilimele. 
Deşi intuiţia noastră ne face să credem că interiorul unei curbe este bine 
definit, totuși aceasta necesită o demonstraţie. Teorema curbei lui Jordan. 
dă soluţia necesară. Aceasta afirmă că orice curbă simplă închisă împarte 
planul complex în două domenii, unul interior” și unul exterior”, curba 
fiind frontieră între aceste două domenii. Dacă pornim dintr-un punct de 
pe curbă şi o parcurgem în sens invers acelor de ceasornic, domeniul din 
stînga curbei se va numi interior, cel din dreapta exterior. 

Dacă curba închisă nu trece prin infinit, atunci domeniul interior”? 
așa cum este definit, va fi mărginit; altfel spus, toate punctele din acest 
domeniu vor satisface condiţia |s| <M, unde M este un număr pozitiv dat. 
Pe de altă parte, dacă curba închisă trece prin infinit, atunci nici 
interiorul nici exteriorul nu sînt mărginite. 


Problema care apare este ce semnificaţie are o curbă închisă care trece 
prin infinit. O astfel de curbă este, de exemplu, calea formată de axa ima- 
ginară. Dar aceasta pare a fi un arc simplu mai degrabă decît o curbă 
e pane Sfera, Riemann poate fi folosită pentru clarificarea acestui punct 

e vedere. 


Considerăm o sferă plasată în planul complex cu polul sud în origine, 
așa cum este arătat în fig. A.2.3. Considerăm acum că unim printr-o linie 
dreaptă fiecare punct din plan cu polul nord al sferei. Toate aceste linii 
vor intersecta sfera, stabilindu-se astfel o corespondenţă biunivocă între 
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punctele din plan şi cele de pe sferă. Fiecare punct din planul finit va avea 
corespondentul său pe sferă. Cu cît ne depărtăm de originea planului, în 
orice direcţie, punctele de intersecţie a liniilor cu sfera vor tinde către 
polul nord. Polul nord corespunde infinitului din plan. Pe sferă, punctul 
infinit va fi un punct unic. Axele reală şi imaginară devin cercuri mari 
(principale) pe sferă, şi un cere mare apare ca o curbă simplă închisă, 


Polul nord 


Fig. A.2.3. Sfera Riemann. 


Conceptul sferei Riemann ne permite să privim „infinitul” ca un punct 
singular, ori de cîte ori aceasta este convenabilă. Ne vom referi la infinit; ca, 
la punctul de la infinit. 

Adeseori dorim să discutăm despre comportarea funcției în punctul 
infinit. În matematică este acceptată convenția ca într-o expunere să 
poată fi eliminat cuvîntul „infinit” cu condiţia ca întreaga expunere să 
poată fi definită fără a folosi acest cuvînt. 

Această convenție este introdusă pentru a elimina multe inconsistențe. 
Comportarea unei funcții în punctul de la infinit este definită după cum 
urmează: 

Comportarea unei funcții F(s) la s=00 este aceeași cu a funcției 


G(s)=F(1/s) 


la s=0; de exemplu, funcția F(s)=1/s este regulată la s=00 deoarece 
G(s)=F(1/s)=s este regulată la s=0. În mod similar, funcția F(s) =as?+bs 
nu este regulată la infinit deoarece G/(s)=a/s2+b/s are o singularitate 
la s=0. 

Printr-un artificiu similar putem discuta despre valoarea unei funcții 
într-un pol din planul complex. Reciproca funcției în acest punct va 
fi zero. 
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A.2.3. INTEGRAREA 


Integrala definită a unei funcţii de o variabilă complexă este definită 
într-o manieră similară integralei definite a unei funcţii de o variabilă 
reală. În cazul variabilelor reale, integrala definită poate fi interpretată 
ca o suprafaţă. Pentru variabilele complexe o astfel de interpretare geo- 
metrică nu este valabilă. 


Fig. A.2.4. Integrala definită. 


În fig. A.2.4 sînt conectate două puncte P, şi P, printr-un arc simplu 
C. Calea este divizată în intervale prin punctele s,; coardele care unesc 
aceste puncte sînt notate cu A,s. Presupunem că multiplicăm fiecare din 
corzi prin valoarea unei funcţii F(s), evaluată în punctul s,” al intervalului 
şi apoi adunăm toate aceste produse. Să considerăm acum că mărim numă- 
rul de intervale cu o reducere simultană a mărimii coardelor. Definim 
integrala definită a lui F(s) ca limita, acestei sume, cînd numărul de inter- 
vale tinde către infinit, în timp ce lungimea fiecărei corzi tinde către zero. 
Mai precis 


P, % 
| F(s) ds =lim$ F(8$)A,s (17) 
CP, NOL al 

max|Âks|—0 


cu condiția ca limita dreaptă să existe. 

Menţionăm că P, și P, reprezintă limitele inferioară şi superioară ; 
calea C este parcursă pornind din P, către P,. Este de aşteptat să obţinem 
un răspuns diferit dacă se va urma o altă cale. Rezultă că nu este necesar 


1) Aici coardele sint exprimate ca numere complexe. Astfel AgS = S — Sp. 
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a scrie limitele de integrare dacă arătăm totdeauna într-un grafic cores- 
punzător, calea de integrare împreună cu sensul de-a-lungul căii. Deoarece 
calea, sau conturul, este inseparabil de definiția unei integrale, ne vom referi 
la ea ca la un contur de integrare. 


Pentru a determina condițiile în care integrala definită din (17) există, 
trebuie să exprimăm această integrală ca o combinație de integrale reale. 
Cu F(s)=U+jX, şi după cîteva transformări, (17) devine : 


| Fis)äs= | uae zi | xao+i] | ae $ | zac | (18) 


Fiecare din integralele din dreapta este o integrală de variabilă reală ; 
dacă aceste integrale există, atunci va exista şi un contur de integrare. 
Din cunoştinţele noastre despre integrale reale, știm că o condiţie sufici- 
entă de existență a integralei unei funcţii de variabilă reală este ca funcţia 
de sub semnul integralei să fie continuă. Rezultă că integrala pe contur a 
unei functii F(8) de-a-lungul unei curbe C există dacă F(s) este continuă pe 
această curbă. 


Teorema de integrare a lui Cauchy 


Rămine de discutat care sînt condiţiile în care integrala între două 
puncte este independentă de calea care unește aceste puncte . Considerăm 
fig. A.2.5, care arată două puncte P, şi P, unite prin două căi simple 
C, şi 0,. Menţionăm că sensurile celor două căi sînt amîndouă de la P, la P}. 
Combinînd calea C, luată în sens direct şi calea C, luată în sens invers, se 
obţine o curbă simplă închisă, pe care o vom nota cu C=0,—0,. Dacă 


Fig. A.2.5. Condiţii pentru ca valoarea unei inte- 
grale să fie independentă de calea de integrare. 
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integrala unei funcţii F(s) de-a-lungul căii C, este egală cu integrala de-a- 
lungul căii C, atunci integrala de-a-lungul căii combinate C trebuie să fie 
egală cu zero, şi reciproc. Problema stabilirii condiţiilor în care o integrală 
este independentă de cale, se reduce acum la stabilirea condiţiilor în care o 
integrală pe contur, de-a-lungul unei curbe simple închise, este egală cu 
zero. Problema este rezolvată de următoarea teoremă cunoscută sub 
numele de teorema de integrare a lui Cauchy : 

Pie F(s) o functie care este regulată oriunde pe o curbă simplă închisă 
C şi în interiorul curbei. Atunci 


| F(8) ds = 0 (19) 
C 


Aceasta este o teoremă foarte importantă, dar nu vom da demonstrația ei. 


Considerăm necesare cîteva cuvinte despre conexitatea unui domeniu 
din planul complex. Presupunem că unim două puncte arbitrare P, și P, 
situate într-un domeniu, prin două arce simple, arbitrare C, şi C, situate 
în acelaşi domeniu. Acest domeniu este numit simplu conex dacă este posibil 
să alunecăm unul din arce (deformarea arcului este permisă în acest proces) 
pînă cînd va coincide cu celălalt, fără a părăsi acest domeniu. Teorema lui 
Cauchy este valabilă într-un astfel de domeniu. Domeniul haşurat dintre 
cele două curbe închise din fig. A.2.6, se numeşte dublu conez. Un astfel 
de domeniu poate fi redus la un domeniu simplu conex, prin „realizarea 
unui canal” între cele două curbe închise. Noul domeniu este mărginit 
de curba compusă al cărui contur este arătat în fig. A.2.6b prin săgeți. 

Presupunem că o funcţie F(s) este regulată în domeniul hașurat arătat 
în fig. A.2.6a, inclusiv conturul. Teorema lui Cauchy poate fi aplicată aici 
curbei compuse formată din curbele interioară și exterioară și din „canal. 
Canalul este parcurs de două ori, dar în sensuri opuse, astfel că contribuţia 
lui la integrala pe conturul complet, este zero. Dacă vom nota curbele 


Fig. A.2.6. Un domeniu dublu conex. 
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interioară și exterioară prin C, și respectiv C,, ambele parcurse în sensul 
acelor ceasornicului, atunci teorema lui Cauchy ne conduce la relaţia : 


| F(8) ds =| F(s) ds (20) 
CĂ c, 


Dacă alegem oricare alte curbe închise între curbele interioară şi exterioară, 
acelaşi raționament ne va arăta că integrala pe aceste căi parcurse în sensul 
invers acelor de ceasornic, va fi egală cu fiecare din integralele din (20). 

Acest raționament ne permite să afirmăm că valoarea unei integrale 
de contur pe o curbă simplă închisă nu se va modifica dacă conturul este 
distorsionat, cu condiţia însă ca el să rămînă totdeauna în interiorul dome- 
niului de regularitate. 

Să ne referim acum la fig. A2.5. Punctele P, şi P, sînt într-un do- 
meniu simplu conex R, în care o funcţie F(s) este univocă şi regulată. Fie 
P, un punct fix corespunzător lui s,, şi P, un punct corespunzător lui s. 
Putem afirma că integrala de la s, la s este independentă de calea de inte- 
grare, dacă aceasta rămîne în domeniul de regularitate. Putem deci defini 
funcţia G(s) astfel : 


G(s) = | Pe) dz (21) 


80 


unde 2 este o variabilă fictivă de integrare. Această funcție este o funcție 
univocă de limita superioară s pentru toate căile din regiunea de regularitate. 
O vom numi primitiva lui F(s). (Pentru fiecare s vom obține o altă primi- 
tivă). 

În realitate nu este necesar să presupunem că F(s) este regulată în 
domeniu. În loc de aceasta, este suficient să presupunem că F(s) este 
continuă în R şi că integrala pe contur închis, pentru toate curbele simple 
închise posibile din R, este zero. Totuşi, teorema lui Morera, care va fi 
discutată mai tîrziu, afirmă că funcția care satisface aceste condiții este 
regulată. 

În evaluarea integralei definite de variabilă reală, căutăm aaesea 
primitiva integrandului. Aceeași procedură este valabilă şi pentru variabile 
complexe ; astfel, dacă primitiva lui F(s) este G(s), atunci 


(Fo) de = G(s) 0s) (22) 


81 
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Formula integralei lui Cauchy 


Să considerăm o curbă simplă închisă C,, și o funcție univocă care este 
regulată în interiorul curbei şi pe contur. Este posibil să exprimăm valoarea 
funcţiei în orice punct s, din interiorul curbei, în funcţie de valoarea pe 
conturul C. Această expresie este 


Fe) =- | 2O as (23) 
27) Jes — 89 


Aceasta este cunoscută ca formula integralei lui Cauchy (care este dife- 
rită de teorema lui Cauchy). În integrala pe contur, conturul C poate fi 
înlocuit printr-un contur circular C în jurul punctului 8, fără ca valoarea 
ei să se modifice, în concordanță cu discuţiile referitoare la (20). Adău- 
gînd şi scăzînd F(s) la integrand, putem scrie 


| LOPEN Peda + | F(s)—F(s9) ag (24) 
a 8 — 8o 0! 8 — 80 c! 3—80 


Se poate arăta că ultima integrală din partea dreaptă a lui (24) este 
zero. Rămîne să evaluăm prima integrală din partea dreaptă a lui (24). 

Vom scrie 8—sy=reh; atunci ds=jre'? d0, deoarece conturul C” este 
circular şi numai 0 variază. Atunci 


2r 
| ca =Í j d0=2xj (25) 
€e 3 — 3o 0 


Expresia dorită se obţine înlocuind acest rezultat în (24). 

Formula integralei lui Cauchy lămureşte proprietățile funcţiilor 
analitice. Se constată că valoarea unei funcţii analitice care este regulată 
într-un domeniu, este determinată în oricare punct din acest domeniu de 
valoarea sa pe contur. Menţionăm că punctul sg este un punct oarecare 
din domeniul de regularitate. Îl vom nota cu variabila generală s, dar acea- 
sta necesită ca în (23) să-i atribuim variabilei s (care reprezintă numai pun- 
cte de pe contur şi care este o variabilă fictivă) un alt simbol. Pentru clari- 
ficare, (23), va fi scris acum 


F(s) = | ALE A (26) 
27) Je z—8 


Aici s reprezintă orice punct din interiorul conturului C în care F(s) este 
regulată, și z se referă la puncte de pe contur. 
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Cu ajutorul formulei integralei lui Cauchy putem rezolva o problemă 
foarte importantă pentru funcţiile analitice. Să încercăm să găsim deri- 
vata de ordinul n a unei funcţii analitice F(s). Pentru derivatele de ordinul 
întîi şi doi putem folosi direct definiția derivatei din (26). Rezultatul va fi 


Pinia et F(z) 
F'(8) = a | Pb (27a) 

n 2 F(z)! 

F" (8)= —— 
(8) r oa dz (27b) 


Forma acestor expresii, care realizează de fapt o simplă diferențiere 
în raport cu s a expresiei de sub simbolul integralei, sugerează următoarea 
expresie pentru derivata de ordinul n : 


(n) aAA F(z) 
F™ (8) hoa (28) 


Acest rezultat poate fi verificat folosind metoda inducției matematice. 


O implicație extrem de importantă a celor discutate mai sus, este 
următoarea. Dacă o funcţie univocă F(s) este regulată într-un punct, rezultă 
că functia va avea derivate de toate ordinele în acel punct. Această afirmație 
nu poate fi făcută pentru o funcție de variabilă reală. 


Avînd în vedere că derivata unei funcţii analitice este analitică, și 
are acelaşi domeniu de regularitate, putem face acum o afirmaţie care 
poate fi privită ca reciproca teoremei lui Cauchy. Fie F(s) o funcție care 
este continuă într-un domeniu R și a cărei integrală pe conturul închis, care 
înconjoară toate căile posibile din acest domeniu, este zero. Aceste condiţii 
ne asigură că F(s) are o primitivă G(8) care este regulată în domeniul R. 
Dar derivata lui G(s) este F(s); în consecinţă F(s) este de asemenea regu- 
lată în R. Acest rezultat este cunoscut ca teorema lui Morera. 


Teorema modulului maxim și lema Sehwartz 


Formula lui Cauchy conduce la unele rezultate foarte interesante, 
totuşi, noi vom demonstra aceste rezultate din punctul de vedere al re- 
prezentării conforme. Fie F=F(s) o funcţie analitică care este regulată 
în interiorul și pe conturul C în planul s ; fie acest domeniu, inclusiv curba 
C, domeniul R. Reprezentarea conformă a curbei C poate lua una din for- 
mele prezentate în fig. A 2.7. Menţionăm că transformata conformă a 
domeniului R nu se poate extinde la infinit, deoarece infinitul din planul P 
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corespunde unui punct singular din planul s, ori în domeniul R nu există 
puncte singulare. Pentru simplificare, ambele transformate ale curbei 
C au fost considerate a fi curbe închise simple ; acest lucru însă nu este 
necesar, și obișnuit nu este aşa. În transformarea prezentată în fig. A 2.7b 
originea planului F este în interiorul domeniului. Aceasta înseamnă că 
F(8) are un zero în domeniul R. În fig. A 2.7c este arătată o transformare 
a domeniului R care nu are originea în interior. 


Planul F Planul F 


Planul s 


po 


Fig. A.2.7. Demonstrarea principiilor maximului și minimului,. 


În fiecare din aceste cazuri, este clar din figuri că punctul în R, sau R, 
care cade cel mai departe de originea planului F este situat pe conturul 
domeniului, care este transformata conturului C. Similar, dacă F(s) nu 
are zero în domeniul R, atunci punctul din R, care este situat cel mai apro- 
ape de originea planului F, cade pe contur, aşa cum este ilustrat în partea 
c a figurii. Este de asemenea clar din figură că valorile minime din domeniul 
R, a părţii reale și a părții imaginare a lui F, cad pe contur. Ultima afir- 
maţie este de asemenea adevărată cînd F(s) are un zero în domeniu, așa 
cum este ilustrat în partea (b) a figurii. Dar în acest caz, cea mai mică 
valoare a modulului, care este zero, cade în interiorul domeniului și nu pe 
contur. Aceste rezultate pot fi rezumate astfel : 

Fie o curbă închisă C şi un domeniu R corespunzător interiorului 
curbei C. Fie F=F(s)=U+jX o funcţie regulată în R. Cea mai mare 
valoare atinsă de modulul |P(s8)|, partea reală U şi partea imaginară X, 
în domeniul R, apare pentru un punct sau pentru puncte de pe contur. 
Aceasta, este adevărată pentru modul, dacă P(s) nu are zero în interiorul 
domeniului. Precizările făcute referitor la modul funcţiei, sînt cunoscute 
ca teorema modulului mazim şi teorema modulului minim. 

Denumiri asemănătoare pot fi atribuite şi în celelalte cazuri prin 
înlocuirea ,„modulului” cu „partea reală” și „partea imaginară”. 

O formulare puţin mai restrictivă ca teorema modului maxim, poate îi 
făcută dacă F(s) satisface o condiţie suplimentară și anume F(0)=0 și 
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dacă domeniul R este un cerc. În plus, presupunem F(s) regulată într-un 
domeniu circular de rază r și cu un zero la s=0. Fie amplitudinea maximă 
a cercului M. Atunci F(s) este de asemenea regulată în interiorul cercului şi 
satisface condiţiile teoremei modulului maxim. Deci |P(8)/s|SM/r. Re- 
zultă că pentru toate punctele din interiorul cercului avem : 


ls] 


|F(s)|< — M 
r 


Egalitatea se obține numai la s=0 sau dacă F(s)=Msjr. Acest rezultat 
este cunoscut sub numele de „lema lui Schwartz”. 
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Fie f,(s), f„(8),... un şir infinit de funcţii. Să considerăm suma pri- 
melor n funcţii : 


8,(8) = È Ji(8) (29) 


Aceasta este numită o sumă parțială a seriei infinite corespunzătoare. Să 
considerăm acum şirul de sume parţiale $,, 82... Sa Spunem că acest 
şir converge într-un domeniu al planului complex, dacă există o funcţie 
P(8) a cărei valoare într-un punct dat diferă foarte puţin (cît de puţin 
dorim) de valoarea sumei parţiale $,, cu condiţia să luăm n suficient de 
mare, Funcţia F(s) este numită funcție limită a șirului. Mai precis, spunem 
că şirul converge într-un domeniu R, dacă, dînd un număr pozitiv e, 
există un număr întreg N, și o funcţie F(s), astfel ca pentru orice punct 
s; din domeniu 


IS„(8)—F(s,)| < e (30) 


pentru toate valorile lui n mai mari ca N,. Valoarea lui N, va depinde de 
numărul e și de punctul s,. 

Spunem că șirul este uniform convergent într-un domeniu închis, 
dacă putem folosi acelaşi număr întreg N în rolul lui N, pentru toate punc- 
tele domeniului fără să avem acest întreg dependent de punctul în discuţie 
(N depinde însă de e). 

Seria infinită este numită convergentă (sau uniform convergentă) 
către funcţia F(s), dacă șirul sumelor parţiale converge (sau converge 
uniform). O serie infinită este numită absolut convergentă dacă seria obţi- 
nută din valorile absolute ale termenilor săi converge de asemenea. Con- 
vergenţa absolută este un tip de convergenţă mai restrictiv. Se poate arăta 
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că dacă o serie este absolut convergentă în domeniul R, ea este de asemenea 
convergentă în domeniu. 

Vom enunţa acum un număr de teoreme referitoare la șiruri de funcţii 
fără a da și demonstrațiile.” 


Teorema 1. Dacă un şir de funcții continue S,(8) este uniform con- 
vergentă într-un domeniu R, atunci funcția limită a șirului este continuă 
în acest domeniu R. 


Teorema 2. Dacă un şi» de funcţii continue Ñ, (s) converge uniform 
către o functie limită F(s) într-un domeniu R, atunci integrala funcţiei F(8) 
pe orice arc simplu C din domeniul R, poate fi obținută găsind mai întîi 
integrala pe C a membrului S„(s) al șirului și luînd apoi limita pentru n >», 
adică 


( Fis)ds = ( [lim S,()]ds=lim | 8,(8) ds (31) 
12% Ja 


.0 eq 19%» 


Teorema 3. Dacă un șir de funcții analitice S,(8) este regulat într-un, 
domeniu R, și dacă cl converge uniform în R către o funcție limită F(8), 
atunci F(s) este vegulat-în domeniul R. 


Teorema 4. Dacă elementele unui șir de funcții analitice S,(8) sînt 
regulate într-un domeniu R și dacă șirul converge uniform în R către o 
funcție limită F(s), atunci girul derivatelor K (s) converge uniform către 
derivata lui F(8) pentru toate punctele interioare lui R. 

Aplicarea repetată a teoremei arată că şirul derivatelor de ordinul 
k, S,4*(8), converge uniform către FW(s). 


Serii Taylor 


Aceste teoreme pot fi folosite pentru a stabili multe proprietăți 
importante ale seriilor infinite de tipul șirului de funcții S$,(8) care repre- 
zintă suma parţială a seriei. Să considerăm un caz particular important 
pentru seriile infinite. 


—— mm M 


1) Toate aceste teoreme sint valabile cu condiția ca cei doi operatori limită să poată fi 
interschimhați. Aceasta este o caracteristică generală 


lim lim f(z, y) = lim lim F(x, y) 
za y=b y—>b z=a 


Această interschimbare este permisă dacă amhele limite există (separat) și una din ele 
este uniformă cu referire la cealaltă variabilă. 
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Vom defini o serie de puteri astfel : 


F(s) = Şa (8 — so)" (32) 


n-0 


Sumele parțiale ale seriilor de puteri sint polinome în (s—sg); deci 
ele sînt regulate în întregul plan complex finit (aceasta. implică şi conti- 
unitatea lor). Dacă putem acum determina domeniul de convergență 
uniformă, putem deduce proprietăţile funcţiei limită folosind teoremele 
1—4. 

Să presupunem că o serie de puteri esto convergentă pentru un punct 
8=8,. Este ugor de arătat că seria este absolut convergentă (și deci ea este 
de asemenea convergentă) în orice punct din interiorul cercului cu centrul 
în 8g şi de rază s, — sg. Cel mai mare cerc cu centrul în s, în interiorul că- 
căruia seria converge, este numit cercul de contergență, raza cercului fiind 
raza de convergență. Rezultă că, o serie de puteri diverge (nu este conver- 
gentă) în oricare punct din exteriorul cercului său de convergență, de- 
oarece dacă ea ar converge într-un astfel de punct $, trebuie să fie con- 
vergentă oriunde în interiorul cercului de rază sp — 3, ceea ce ar însemna 
că cercul inițial nu era cercul său de convergenţă. Fie R, raza de con- 
vergență a seriei de puteri și să presupunem că R, este strict mai mic 
decît R, Atunci, se poate arăta că seria dată este uniform convergentă în 
domeniul închis, mărginit de cercul de rază R, < Re cu centrul în 8. 

Presupunem acum că o serie de puteri converge către o funcție F(s) 
într-un cerc de rază Rg. Aceasta înseamnă că girul de sume parțiale S,(s8) 
va avea ca funcţie limită pe F(s). Deoarece $,(8) este o funcţie continuă, 
rezultă din teorema 1 că F(s) este de asemenea continuă oriunde în interi- 
orul cercului. Mai mult, deoarece sumele parţiale sint regulate în domeniul 
de convergență uniformă, rezultă din teorema 3 că F(s) este regulată în 
domeniu. Astfel o serie de puteri reprezintă o funcţie analitică, care este 
regulată în interiorul cercului său de convergenţă. 

Din teoremele 2 și 4 rezultă alte două concluzii importante, referitcare 
la seriile de puteri. În concordanţă cu teorema 2, deoarece sumele parţiale 
ale unei serii de puteri satisfac condiţiile teoremei, o serie de puteri care 
converge către F(s) poate fi integrată termen cu termen, și seria obţinută 
va converge către integrala lui F(s) pe orice cale de integrare din interiorul 
cercului de convergenţă. Similar, în concordanță cu teorema 4, o serie de 
puteri poale fi diferențiată termen cu termen, și seria rezuliată va converge 
către derivata lui F(s), oriunde în interiorul cercului de convergență. Cercurile 


de convergență ale seriei integrate şi seriei diferenţiate sînt aceleași cu cel al 
seriei originale. 


Spunem că o serie de puteri converge către o funcție analitică care 
este regulată în interiorul cercului său de convergenţă. Reciproca, care este 
mai interesantă, este de asemenea adevărată. Orice funcţie analitică poate 
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fi reprezentată ca o serie de puteri referitoare la orice punct singular se. 
Aceasta este cunoscută ca teorema lui Taylor, și enunţul ei este: Fie 
F(s) o funcţie regulată oriunde în interiorul cercului de rază R, în jurul 
punctului singular sọ. 

În acest caz F(s) poate fi scrisă ca : 


F(s) = ŞI ads — sa) (33) 
n-—0 
unde coeficienţii sînt daţi de 


a, = E F™ (8) (34) 
n 


Cercul de convergență al seriei de puteri este cel mai mare cerc în 
jurul lui s,, în care F(s) este definit sau este determinabil ca o funcție regu- 
lată. 

Ne vom referi la această serie ca la o serie Taylor. Teorema poate fi 
demonstrată dacă pornim de la formula integralei lui Cauchy dată în 
(23) și dezvoltăm (2—s4)"! într-un umăr finit de termeni de puteri inverse 
ale lui (z — 3) (după ce adunăm şi scădem 2, la numitorul integrandului), 
împreună cu un rest. Folosirea formulei integrale pentru derivatele unei 
funcţii analitice date în (29) ne conduce la un polinom în (s — $) plus un 
rest. Demonstrația este completă dacă notăm că restul tinde către zero 
cînd gradul polinomului (s — $) tinde către infinit. 

O consecință importantă a teoremei lui Taylor este aceea că cercul de 
convergenţă al oricărei serii de puteri trece printr-un singur punct al fun- 
cţiei analitice care o reprezintă, deoarece în teorema lui Taylor raza de 
convergenţă este distanţa de la punctul s, la cel mai apropiat punct singular. 

Pentru determinarea seriei de puteri care reprezintă o funcție, nu 
este necesar să folosim formulele date de teorema lui Taylor. Dar, indife- 
rent de metoda folosită pentru găsirea seriei de puteri corespunzătoare, vom 
ajunge la seria Taylor, ai cărei coeficienţi satisfac formula lui Taylor. 
Acest lucru este dovedit de următoarea teoremă de identitare pentru seriile 
de puteri. Dacă două serii de puteri 


È a, (8 — S)” şi Èb, (8 — 89)”. 


au raze de convergență pozitive, și dacă sumele lor coincid penru un număr 
infinit de puncte distincte, avînd ca punct limită, pe sg, atunci a=b, pentru 
orice n; adică, ele sînt identice. 

În particular, condiţiile teoremei sint satisfăcute dacă două serii 
coincid într-o vecinătate a lui s, sau de-a-lungul unui segment de dreaptă 
(nu are importanţă cît de mic) care conține pe sg. Acest rezultat poate fi 
demonstrat prin inducţie. Rezultă că reprezentarea unei funcţii analitice 
printr-o serie de puteri referitoare la un punct regulat dat s, este unică. 
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Serii Laurent 


Am arătat că putem realiza o dezvoltare în serie de puteri a unei 
funcţii analitice în vecinătatea unui punct regulat, cu un domeniu de con- 
vergenţă care se extinde pînă la cel mai apropiat punct singular al funcţiei. 
Problema care se pune este de a stabili dacă este posibil să găsim alte 
reprezentări ale unei funcţii analitice în serii de puteri care converg în 
alte domenii. Considerăm dimeniul circular între două cercuri concentrice 
C, şi C, cu centrul în s, prezentat în fig. A.2.8. O funcţie F(s) este regulată 
pe Cı, C, şi în domeniul dintre ele. Punctul s, poate fi un punct regulat 
sau un punct singular al lui F(s). De asemenea pot exista și alte puncte sin- 
gulare ale lui P(s) în interiorul cercului interior. Domeniul circular poate 
fi făcut simplu conex cu ajutorul unui „canal de separare” așa cum s-a 
discutat în capitolul precedent. Dacă aplicăm acum formula integralei 
lui Cauchy, obţinem : 


Pa) = a! BAIE A (35) 
2n]Je,2 —s 27] Jo,2 — 8 


unde s este un punct în interiorul domeniului circular, și z reprezintă, 
puncte pe contururile celor două cercuri. Pentru mărimea (z — s)”1 pu- 


tem scrie : 
_l 1 $ (=) + 1 pasi (36) 


alia ee ==) P = (37) 


2—s 


8 — 8o 


Fig. A.2.8. Domeniul de convergenţă al un. i 
serii Laurent. 
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Aceasta poate fi scrisă condensat astfel : 


a (38) 


1—%0 120 1 —w 


(38) este o identitate pentru toate valorile lui w cu excepția lui w=1. 
Ecuația (36) este obținută prin adăugarea și scăderea lui $ în numitorul 
din stinga şi apoi scriind-o în forma (38) cu: 


w = So (40) 


Un caz similar se obţine din (37), cu deosebirea că acum w este 


3— 3 


Să folosim acum pe (36) în prima integrală din (35) şi pe (37) în a doua 
integrală. Fiecare integrală va da un număr finit de termeni plus un rest. 
Se poate arăta, ca şi la demonstrația teoremei Taylor, că restul tinde către 
zero cînd n tinde către infinit. Rezultatul final este : 


F(s) = Ș als — so)! + ŞI ale — 80) (41) 
k=0 kai 
Saul 
F(s)= § als — s) (42) 
km — o 


unde a, din ultima expresie este dat de: 


n= (20 


= PE d E 43 
E 2mjle(2— srl ai 


Conturul C este orice contur închis în domeniul circular dintre C, 
Şi Cy 
Seria astfel obținută se numeşte o serie Laurent. Ea se caracterizează 
prin aceea că are atît puteri pozitive, cît și puteri negative. Domeniul său 
de convergenţă este un domeniu circular, spre deosebire de domeniul de 
convergenţă al seriei Taylor, care este un cerc”. Pentru o funcție dată 


D Această proprietate a seriei Laurent poate fi interpretată ca seria de puteri pozitive 
in (s — sg) care converge oriunde în interiorul lui C, din fig. 8, și seria de puteri negative care 
converge oriunde în interiorul lui C,, ambele fiind convergente simultan în domeniul circular 
dintre C, și C 
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ai — — 


F(s) şi un punct de dezvoltare sp, pot exista mai mult de o serie Laurent cu 
domenii diferite de convergență. Punctul dezvoltării poate fi un punct 
regulat sau un punct singular. Ca și în cazul unei serii Taylor, nu este abso- 
lut necesar să folosim formula indicată pentru determinarea coeficienţilor 
într-un caz particular. Dar teorema de identitate pentru seria Laurent, 
care este asemănătoare teoremei reziduului din capitolul următor, ne spune 
că indiferent de modul în care am obţinut seria Laurent a unei funcţii, 
ea trebuie să fie unică pentru un domeniu de convergență dat. 

Să considerăm acum cazul particular al dezvoltării Laurent a unei 
funcţii F(s) în jurul punctului sg, care este un punct singular. Cercul in- 
terior din fig. A 2.8. nu mai conţine alte singularităţi (aceasta implică 
faptul că singularitatea este izolată). Ne așteptăm deci ca seria Laurent 
să ne spună ceva despre natura unei singularităţi în sg. Ne amintim că 
seria Laurent conţine două părți, puteri pozitive și puteri negative. Să 
definim partea regulată F,(8) a dezvoltării ca serie de puteri pozitive și 
constanta, şi partea principală F(s) ca serie de puteri negative. Dacă nu 
există partea principală, seria Laurent se va reduce la o serie Taylor și 
Sọ va fi un punct singular. Astfel, partea principală a seriei Laurent con- 
ţine cheia (soluţia) referitoare la natura singularităţii lui sg. 

Pentru a descrie singularitatea în sọ, dăm următoarea definiție. 
Spunem că F(s) are un pol de ordinul n în sg, dacă cea mai mare putere în 
partea, principală este n. (Un pol de ordinul I se numește un pol simplu). 
Pe de altă parte, dacă partea principală are un număr infinit de termeni, 
singularitatea în 8, se numeşte singularitate esențial izolată. (Cuvîntul 
izolat” este adesea omis), 


Funcții definite prin serii 


Unul din rezultatele pe care le-am menţionat anterior, este acela că 
o serie de puteri defineşte o funcție analitică care este regulată în interiorul 
cercului său de convergenţă. Vom folosi acum această concluzie pentru a 
defini unele funcţii particulare. Pînă acum am avut funcţiile raţionale 
menționate explicit. În cazul variabilelor reale, cunoaştem impoitanţa 
unor funcţii ca exponenţiala, funcţiile trigonometrice, hiperbolice, și 
altele. Totuşi, nu putem considera ca bază definițiile acestor funcţii pentru 
variabila complexă. Aşa de exemplu, tangenta de o variabilă complexă 
nu poate fi definită ca raport a două laturi ale unui triunghi. 

Folosim proprietatea seriei de puteri citată mai sus, pentru a defini 
o funcţie exponențială astfel : 


92 93 90 $” 
8 _— Sta ES = cea 
£ =1+s+ fai a Da i 


= e“ (cos w + j sin œ) (44) 
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Ultima formă este obţinută prin înlocuirea s = o + jw în serie; dezvol- 
tarea puterilor lui s, gruparea termenilor, și în final identificarea seriilor 
de puteri reale reprezentind e° , cos w şi sin w. Nu avem libertatea deplină 
în alegerea unei serii care să definească pe s’, deoarece ea trebuie să se 
reducă la seria corectă cînd s este real. 

Pentru determinarea razei de convergenţă a seriei definite, putem 
recurge la diferite teste de convergenţă a seriei (care nu au fost încă discu- 
tate).O altă variantă, deoarece seria reprezintă o funcție analitică, ar 
fi aceea de a folosi ecuaţiile Cauchy-Riemann. În ultimul caz, se poate deduce 
că nu există puncte singulare în întregul plan finit, deoarece ecuaţiile 
Cauchy-Riemann sînt satisfăcute oriunde. Deci seria converge oriunde. 
(Acelaşi rezultat este desigur obţinut şi prin testul făcut pentru conver- 
genţa seriei). Putem acum urma aceeași procedură în definirea altor 
funcţii transcendente în termenii seriei. Totuşi, este mai simplu să definim 
funcţiile trigonometrice și hiperbolice în termenii exponenţialei. Prin 
definiție, avem : 


j8! __ 28 j8 -j8 a 
E E vra il lt tgs = E (45) 
2j 2 COS 8 
8 __ pT 8 -$ 
sh s = Ë s , chs = , ths = Š (46) 


Se constată că sinuşii şi cosinuşii trigonometrici şi hiperbolici, ca și expo- 
nențiala, sînt funcţii regulate pentru toate valorile finite ale lui s. Punctele 
singulare ale tg s apar cînd cos s = 0, şi anume pentru un număr infinit 
de valori reale ale lui s în punctele s = (2k — 1) x/2, pentru toate valorile 
întregi ale lui k. Similar, punctele singulare ale th s apar cînd ch s = 0, și 
anume, la un număr infinit de valori imaginare ale lui s, în punctele 
$ = j(2k — 1) m/2, pentru toate valorile întregi ale lui k. 

Funcţiile trigonometrice şi hiperbolice de o variabilă complexă satis- 
fac practic toate identitățile satisfăcute de funcţiile reale corespunzătoare. 
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În teoria funcţiilor reale definim un număr de funcţii „inverse”. 
Aceste funcţii pot fi extinse în planul complex ca funcţii analitice. Aşa 
după cum ştim, multe din aceste funcţii (rădăcina a n-a, inversul sinusului, 
etc.) sînt multiforme pe axa reală. Putem deci să ne așteptăm la o compor- 
tare similară în planul complex. 
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Funcţia logaritmică 
Să începem cu extinderea conceptului logaritmului. Definim : 


G(s) = log F(s) (41a) 
dacă şi numai dacă 
F(8) = ee (47b) 
(În această anexă ne vom conforma cu convenția de a scrie log pentru 
logaritmul de bază e.) Deoarece cunoaştem semnificația lui (47b), cunoa- 
ştem de asemenea şi semnificația lui (47a). Se observă că dacă G(s) satis- 
face (47b), şi G(s) + 2krj satisface (47b) deoarece 


gGle)rizhn — gC pik — edi) (48) 


(Folosim mai multe concluzii pentru funcția exponențială, concluzii care 
nu sînt justificate de noi, dar care pot fi foarte ugor demonstrate). Astfel 
(47a) nu defineşte o valoare unică funcțional pentru G(s). Totuși, putem 
arăta că oricare două valori care satisfac (47b) pot diferi prin cel mult 
j2kr. Astfel, deși funcţia log F(s) este multitormă, valorile sale diferă prin 
constante aditive simple j2kr. Vom găsi o formulă pentru una din aceste 
valori multiple scriind : 


F(s) = |F (8) | ei 120 (49) 

unde arg F(s) este valoarea principală a argumentului definit de : 
— 2 <arg F(3) Sr. (50) 

Exprimind F(s) ca exp log F(s), (49) devine: 
F(s) = ee Fl şi arg Fu) (51) 
— glog Fis) + j arg F(5)] 

Rezultă din definiția logaritmului că una din valorile acestei funcții este 
log F(s) = log| F(8)| + j arg F(s) (52) 


Această valoare principală, care este unică în virtutea lui (50) este cunos- 
cută ca valoare principală a funcției logaritmice. Convenim să indicăm 
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acest lucru scriind log F(s) cu L” ; similar, arg F(s) va reprezenta valoarea, 
principală dată de (50). Astfel că putem serie, pentru toate valorile func- 
ţiei logaritmice, 


log F(s) = Log F(s) + j2k xz 
a (53) 
= log| F(s); + jlarg F (8) + 2147], 


unde k este un întreg pozitiv, negativ sau zero. 

Există un număr infinit de valori pentru funcția logaritmică, ung 
pentru fiecare valoare a lui k. Din cauza acestei dificultăți, să încercăm o 
simplicare, în sensul de a folosi numai valoarea principală Log F(s). 
Înainte de a considera Log F(s), să analizăm comportarea funcției Log s 
în planul complex. Log s este dată de: 


Log s = Log r + j9, (54) 
unde 


s =r 1 u —r<O0s<r (55) 


Menţionăm că unghiul 0 este nedefinit pentru s=0. Deci, această 
ecuație nu defineşte Log s la s=0. Nu are importanță cum definim Log 0, 
pentru că oricum Log s nu este continuă în s=0, deoarece partea imaginară 
a Log s ia orice valoare de la —z la x în orice vecinătate a lui s=0. Deci 
8=—0 este un punct singular al funcției Log s. Cu toate că ne-am limitat la 
valoarea principală, Log s este discontinuă în oricare punct de pe axa reală 
negativă, deoarece, partea imaginară a Log s este aici x, dar există puncte 
arbitrare pe ea la care partea imaginară este foarte aproape de —z. Log s 
este neregulată în orice punct de pe axa reală negativă, inclusiv s=0, oo. 
(Comportarea la œ este identică comportării la 0, deoarece Log 1/8 = — 
— Log $, aşa cum puteţi verifica singuri cu ușurință). 


Puncte de ramificaţie, tăieturi 
şi suprafețe Riemann 


Dacă considerăm planul complex „tăiat” de-a-lungul axei reale 
negative, așa cum se arată în fig. A 2.9, 'pentru a împiedica trecerea dintr-o 
parte a ei în cealaltă, Log s este regulată în restul planului complex. De 
fapt avem : 


Sp. 


56 
da s (56) 
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în toate celelalte puncte ale planului „tăiat”. Astfel Log s este primitiva 
lui 1/8. Putem arăta că 


Log e =( 2 (57) 


1 2 
cu condiția ca „tăietura” (axa reală negativă) să nu fie intersectată de 
curba de integrare. 
Ju 


Tă/etură 


Fig. A.2.9. Tăietura în planul s. 


Observaţii similare sînt valabile și pentru alte valori ale funcţiei 
logaritmice. Restricţia la valoarea principală nu este necesară. Singurul 
lucru pe care-l putem face este să impunem restricţia ca parte imaginară 
a log s să fie cuprinsă în domeniul 27. O formă riguroasă pentru (57) se 
obţine dacă adunăm la partea dreaptă un multiplu de j2m. Nu este strict 
necesar ca tăietura să fie făcută de-a-lungul axei reale negative. Putem 
tăia planul de-a-lungul oricărui vector radial definit de : 


0, <arg P(8)<2r+6, (58) 


Nici această soluție nu este strict necesară. Se poate admite orice cale 
simplă de la s=0 la s= œ. 

Astfel, prin restricţii adecvate, putem face funcția log s univocă şi 
regulată în orice vecinătate. Fac excepţie numai punctele s=0, œ. Nu 
este posibil să facem log s regulat și univoc pentru o vecinătate mică a lui 
8=0,00. (Deoarece aceste puncte sînt puncte singulare, trebuie să le eli- 
minăm dacă dorim să facem funcţia regulată). Astfel, aceste două puncte 
singulare sînt diferite în caracter față de altele pe care le-am întîlnit pînă 
acum. Le vom numi puncte de ramificație. Mai precis, un punct de rami- 
ficaţie al funcţiei este definit; astfel : 
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Punctul s, este un punct de ramificație al funcţiei F(s) dacă $, este un 
punct singular izolat şi nu există o vecinătate mică a lui s, în care F(s) 
să fie definit sau determinabil ca o funcţie regulată unică. 

Observăm acum că planul are o tăietură de-a-lungul unei căi simple 
de la un punct de ramificaţie al lui log s la celălalt punct de ramificaţie. 
Fiecare valoare a log s astfel obţinută se numește o ramificație a funcției. 
Astfel Log s este o ramificaţie a log s. 

Riemann introduce un artificiu care ne permite să considerăm fun- 
cția log completă și să o tratăm ca o funcţie univocă. Acest concept impor- 
tant este cunoscut ca suprafata Riemann. Este dificil să definim aceasta, 
în termeni precişi, şi nici nu intenționăm să o facem. Vom descrie însă cîteva, 
suprafețe Riemann. Pentru funcţia log s, suprafața Riemann are urmă- 
toarea structură. Considerăm că planul s este format dintr-un număr 
infinit de planuri identice. Unul din acestea este planul în care arg s este 
limitat la valoarea sa principală. Există un număr infinit de planuri 
deasupra acestuia şi un număr infinit de planul dedesubt. Toate aceste 
planuri sînt tăiate de-a-lungul axei reale negative, și au aceiași origine 
astfel că planurile sînt toate unite prin aceste puncte. Fiecare plan este 
de asemenea unit de cel imediat superior şi de cel imediat inferior prin 
axa reală negativă. Muchia superioară a axei reale negative a fiecărui 
plan este aceiași cu muchia inferioară a axei reale negative a planului 
imediat următor. Întreaga suprafaţă Riemann apare ca o rampă în spirală 
fără sfîrșit. 


Să considerăm log s pe o astfel de suprafaţă. Pe fiecare plan 
log s = logis|+j(arg s+2kx), (59) 


unde k este constanta întreagă. Valoarea lui k creşte cu 1 cînd mergem 
pe planul imediat următor, și descrește cu 1 cînd mergem pe planul ime- 
diat anterior. Pe această suprafață Riemann, log s este o funcţie regulată, 
univocă cu două puncte singulare s=0, 0. 


Putem acum să ne întoarcem la jfuncția log F(s). Considerăm log 
F(s) ca o funcţie de s. În planul F, tăietura de ramificație merge de la 
F(s)=0 la P(s)= œ. Să considerăm numai cel mai simplu caz în care F(s) 
este rațional. Alte cazuri sînt ceva mai complicate. Punctele de ramificaţie 
în planul s sînt polii şi zerourile lui F(s). Fiecare tăietură de ramificaţie 
merge de la un zero la un pol. Numărul de tăieturi de ramificaţie la un 
zero (sau la un pol) este egal cu ordinul de multiplicitate al acestuia. 
Tăieturile de ramificaţie sînt astfel alese încît să nu se intersecteze decit 
în punctul de ramificaţie. 


Un alt exemplu de concept al suprafeţei Riemann se obţine conside- 
rînd inversa funcţiei : 


F(8)=—s2 (60) 
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Do o a e e 


Inversa acestei funcții se numeşte rădăcina patrată şi se serie : 


G(s)=8"» = Ve (61) 


(Formal putem defini puterile lui s astfel: 
g% = gl log i, (62) 


unde a poate fi orice număr complex). Ca și în cazul real, rădăcina patrată 
este o funcţie cu două valori. Cele două valori G, și G, sînt legate prin 
relaţia, 


Q„(5)= — @a(8) = G8)" (63) 


Putem face această funcție univocă impunînd restrictia asupra unghiului 
lui s, ca mai înainte ; astfel se obține : 


— x <arg sr. (64) 


Definiția „rădăcinii patrate pozitive” este 
G(s) = | [8 [esimes (65) 


unde | |s| este un număr real pozitiv. Şi în acest caz, &,(s) nu este continuă 
pe axa reală negativă, inclusiv s=0,c0. Punctele s=0, sînt puncte de 
ramificaţie ale funcţiei G(s). Conceptul de suprafaţă Riemann poate fi 
introdus astfel. Sînt necesare două planuri ale suprafeţei Riemann, ambele 
tăiate de-a-lungul axei reale negative. Pentru a face G(s) continuă și 
regulată pe această suprafață, legăm două planuri de-a-lungul axei reale 
negative. Muchia superioară a axei reale negative a fiecărui plan este conec- 
tată la muchia inferioară a axei reale negative a următorului plan. (Desi- 
gur este inutil să încercăm să obţinem o imagine în spaţiul tridimensional). 
În această suprafață Riemann, G(s) este regulat și univoc determinat cu 
excepţia lui s=0,c0. 

Se vede că punctele de ramificaţie ale funcţiei log s sint puţin diferite 
de punctele de ramificaţie ale lui şi. În primul caz avem un număr infinit 
de ramificații, în al doilea caz avem numai un număr finit. Pentru a le 
distinge între ele, vom numi pe cea dintii o singularitate logaritmică (sau un 
punct de ramificaţie logaritmică) și pe cealaltă singularitate algebrică 
(sau un punct de ramificaţie algebrică). 
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Desigur această discuție poate fi extinsă şi la alte funcţii algebrice 
iraționale, ca de exemplu 
2 1 
F(s) = +2) ; (66) 
ds+e 


Clasitiearea funcțiilor multiforme 


Am văzut că singularitățile unei funcții analitice sînt extrem de impor- 
tante. De fapt, putem clasifica funcțiile analitice în raport cu tipul şi 
localizarea punctelor singulare. În continuare vom prezenta concis această 
clasificare. 

Cel mai simplu caz este acela al unei funcții analitice care nu are sin- 
gularități, nici în planul finit, nici la infinit. În acest caz, o teoremă cunos- 
cută ca teorema lui Liouville ne spune că funcţia este o constantă. În 
cazul următor, considerăm că funcţia nu are singularităţi finite, dar are 
singalarități la s= co. Un exemplu de astfel de funcţie este funcţia exponen- 
ţială. O funcţie care nu are singularităţi în planul finit s este cunoscută ca o 
functie întreagă . Dacă singularitatea la infinit este un pol, vedem din dez- 
voltarea Laurent referitoare la infinit, că această funcţie este un polinom 
(de asemenea numit rațional întreg). Dacă singularitatea la infinit este o 
singularitate esenţială, funcţia este o funcţie transcedentală întreagă. 
Funcţiile c°, sin s, cos 8, etc., aparţin acestei categorii. 

Citul a două funcţii întregi este o funcție meromorfă. Singurele singu- 
larităţi ale funcției meromorfe, în planul finit, sînt puncte în care funcția 
întreagă a numitorului devine zero. Astfel o funcţie meromortă poate avea 
numai poli în partea finită a planului s. Comportarea la infinit împarte 
această clasă în două subclase. Dacă punctul co este un punct regulat 
sau un pol, atunci se poate arăta că funcţia are numai un număr finit; de 
poli (se foloseşte teorema cunoscută ca teorema lui Bolzano-Weierstrass). 
Folosind dezvoltarea în fracții parțiale dată în paragraful A 2.7, putem 
arăta că această funcţie este o funcție rațională, adică un cît de două 
polinoame. Reciproca : orice funcție raţională este o funcţie meromorfă 
cu cel mult un pol la s=oo. Un exemplu de funcție meromorfă neraţională 
este tg 8 sau cosec s. 

Toate aceste funcţii sînt funcţii univoce. Funcţiile multiforme pot fi 
clasificate în raport cu numărul de puncte de ramificație şi numărul de 
ramificații la fiecare punct de ramificaţie. O funcţie cu un număr finit de 
puncte de ramificaţie și un număr finit de ramificații este o funcție alge- 
brică iraţională. Să vedem exemple de astfel de funcţii. Funcţia logarit- 
mică poate fi folosită să construim exemple pentru un număr infinit de 
ramificații. Funcția log e are un număr infinit de puncte de ramificaţie 
și un număr infinit de ramificații, în timp ce funcţia Vsin s are un 
număr infinit de puncte de ramificaţie la fiecare punct de ramificație. 
Acestor trei clase nu li s-au asociat nume speciale. 
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Teorema Cauchy tratează problema integralei pe contur închis a 
unei funcţii cînd funcţia este regulată în interiorul conturului. Acum avem 
informaţiile necesare pentru a determina valoarea unei integrale pe contur 
închis cînd conturul include unul sau mai multe puncte singulare ale fun- 
cţiei. Pentru aceasta propunem să reluăm formula pentru coeficienţii unei 
serii Laurent dată în (43) şi să considerăm coeficientul primului termen 
al puterilor inverse, k=1. Acesta este : 


t= y F (2) dz (67) 


Acesta este un rezultat extrem de important. El afirmă că dacă o funcție 
este integrată pe un contur închis în interiorul căruia funcția are un punct 
singular, valoarea integralei va fi 2xj înmulțit cu coeficientul primului 
termen de putere negativă din seria Laurent. Niciunul din ceilalți termeni 
din serie nu are nici o contribuție asupra integralei. Vom numi acest 
coeficient reziduu. Menționăm că funcția este regulată pe contur. 

Dacă conturul în discuție include mai mult de un punct singular (dar 
un număr finit), putem închide fiecare punct singular într-un contur mai 
mic, situate toate în interiorul conturului principal. Trasînd canale de 
separare într-un mod obişnuit, găsim că valoarea integralei în jurul contu- 
rului original este egală cu suma integralelor în jurul contururilor mici, 
toate luate în sensul invers acelor ceasornicului. Să considerăm acum o 
serie Laurent referitoare la fiecare din punctele singulare. Așa cum se 
arată în paragraful precedent, valoarea integralei referitoare la fiecare 
contur mic este egală cu 2xzj înmulțit cu reziduul corespunzător. Deci 
integrala pe conturul original este egală cu 27} înmulțit cu suma reziduuri- 
lor tuturor punctelor singulare din interiorul conturului ; astfel : 


| F(s) ds= 27 j 3, reziduurilor funcției în punctele singulare (68) 
0 


Aceasta este cunoscută ca teorema reziduurilor. Pentru a găsi valoarea unei 
integrale pe contur închis este necesar să calculăm reziduurile referitoare la 
toate punctele singulare într-o manieră independentă de formula pentru 
coeficienţii seriei Laurent, 

Considerăm o funcţie F(s) care are un pol de ordinul n în s, Dacă 
seria Laurent referitoare la s, este multiplicată cu (s—38g)”, rezultatul va fi 


(8—8) F(8)=0 n ta-n (8— So) t -+a (85—80)"1+ao(8—s59) +... (69) 
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Funcţia din stînga este regulată în s, și seria din dreapta este seria Taylor 
reprezentată în vecinătatea lui sọ. Folosind formula pentru cieficienţii 
Taylor, obținem 
n-1 ! 
aa = ral —29"P0)]| (70) 


(mn —1! a-i pai 


Pentru un pol simplu, aceasta se reduce la următoarea formă simplă : 
a= (8 — 30) F (8) | s-s (71) 


Pentru poli, cunoaștem acum o cale simplă de determinare a reziduurilor. 
Pentru determinarea reziduului referitor la un pol simplu se cunosc şi 
alte variante de calcul mai comode. Dacă funcţia dată este de forma : 


F (3) = G (8)/H (8) (12) 


Şi $ este un pol simplu al funcției F(s) , de obicei H(8) are un zero simplu 
în s, și G(s) este regulat şi diferit de zero în s,. În acest caz putem serie: 


lim G(s) 


=a (13) 


reziduul luiF(s) în s, = lim (s—s8)F(3) = ——=——— 
e) i rela oE (8) lim H(s)/(s—so) 
3-5 


deoarece G(s) este regulat în sọ. Astfel limita numărătorului este G(8,). 
Pentru limita numitorului, scădem H(s,) din H(s), ceea ce este permis 
deoarece H(8,)=0. Se obţine: 


G(30) N G(30) 
im LET) E (8e) Es 


(74) 


reziduul lui F(s) în s= 


deoarece limita cîtului de la numitor este prin definiţie derivata funcţiei 
H(8). 
Dacă pe de altă parte scriem : 


1 
F (8) = ——— 15 
EF (75) 

şi urmăm acelaşi raționament, se obţine: 
reziduul lui F (s) în s= i) (76) 


A.2.6. TEOREMA REZIDUURILOR 853 


Rezultă că reziduul la un pol simplu este inversa derivatei funcţiei reci- 
proce. 

Una din aplicaţiile importante ale teoremei reziduurilor este urmă- 
toarea teoremă a identităţii pentru seria Laurent ; 


Dacă două serii Laurent: . 


F a (8—8)" și ȘI b, (8-8)" 


n=- 0 n= ~ 0 


au un domeniu comun de convergenţă R< |8—sg |< R și reprezintă aceiași 
funcție în acest domeniu, atunci : 


a, = b, (toate valorile lui n, —co <n <co) 


Rezultă că cele două serii reprezintă aceiași funcţie 


als = E alea) (R< al<B) (17) 


Deoarece seriile de puteri pozitive şi negative sînt serii de puteri, ele con- 
verg uniform pentru |s—s8|<R,—e, (e >0) şi |s—s|>Ry+e respectiv. 
Deci în domeniul circular R,+es|s—s9|<R,—e, seriile Laurent sint 
uniform convergente. Multiplicăm acum ambele părţi din (77) prin (8—8)®7}, 
unde k este întreg, pozitiv, negativ sau zero, şi integrăm de-a-lungul unei 
căi circulare C care cade în domeniul de convergenţă uniformă și încercu- 
ieste pe 8, Folosind teorema reziduurilor, obţinem ; 


Q. =b_, (pentru — œ < k < œ) 


Evaluarea integralei definite 


Teorema reziduului (care include teorema lui Cauchy) ne oferă o 
modalitate de evaluare a multor integrale definite, reale care nu pot fi 
evaluate prin alte metode. Alegem o funcție de s care se reduce la inte- 
grandul real dat cînd s este real, și alegem un contur închis care include 
în el intervalul dorit pentru integrala definită. Dacă putem acum să găsim 
reziduurile la singularitățile integrandului care pot cădea în interiorul 
conturului ales, şi dacă putem calcula independent contribuţia la inte- 
grala pe conturul închis a celeilalte părţi care completează intervalul 
dorit, se poate găsi valoarea integralei dorite. 
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În evaluarea unor astfel de integrale pot apare două situaţii. Se poate 
întîmpla ca integrandul să aibă un pol simplu pe calea de integrare. Pentru 
a aplica teorema reziduurilor, funcţia trebuie să fie regulată pe conturul 
închis. Această situaţie este remediată prin distorsionarea; conturului 
printr-un arc semicircular, așa cum se arată în fig. A 2.10. Noul contur 
este desigur diferit de cel original. Vom face totuşi ca raza semicercului să 
tindă către zero. Rămine de calculat contribuția semicercului la integrala, 
pe conturul închis. 


Cale de 
integrare 


a b 


Fig, A.2.10. Distorsionarea conturului de integrare în jurul polului. 


Considerăm calea semicirculară arătată în fig. A. 2.100 în jurul unui 
pol simplu în sg. Dezvoltarea Laurent a lui f(s) referitoare la s are forma : 


P (6) = 4 ŞI a (8—8) (18) 
8 a n=0 

Menționăm că direcția căii este înconjurarea polului în sens contrar acelor 
ceasornicului cînd deformarea conturului s-a făcut astfel încît polul să 
cadă în interiorul conturului. Putem de asemenea proceda la excluderea 
polului din contur. Atunci, valoarea obţinută va fi negativa celei obţinute 
aici. Seria poate fi integrată termen cu termen; fie (8—8) = re'bşi fie 
C notația semicercului. Pe semicerc, 6 variază de la 0 la z. Integr ala din 
F(s) pe semicerc devine 


|, F (8) ds = | 


0 


-5i irede + Y a, | r” xe jret? dO 


p+ 


= jra, + ea pr săli a (79) 


Se observă că primul termen este independent de raza + a semicercului. 
Cînd raza r tinde către zero, fiecare termen din sumă va tinde către zero. 
Deci 


| F (3) ds=jra;; (80) 


semicerc 
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astiel că, integrala pe o jumătate de cerc în jurul unui pol simplu va avea 
jumătate din valoarea unei integrale pe un cerc complet. Dacă conturul 
este o fracțiune k a unui arc circular, folosind acelaşi raționament, con- 
tribuția acestuia va fi &(2mja_.). 


Lema lui Jordan 


O altă situaţie care apare adesea la integralele definite este necesitatea 
evaluării unei integrale cu limite infinite, adică 


T2 [ flo) do (81) 


O astfel de integrală se numeşte o integrală improprie. Se foloseşte 
notația echivalentă 


Ro 
I = lim | flo) do (82) 


R> 0 -Ro 


Valoarea obținută mergînd spre valori infinite negative şi pozitive într-un 
mod simetric, este numită valoarea principală a integralei. Acest tip de 
integrală poate fi evaluată prin alegerea unui contur constind din axa 
imaginară de la — Rọ la Rọ şi un semicerc mare în semiplanul drept sau 
sting, aşa cum este arătat în fig. A, 2.11. Integrandul trebuie să fie o funcție 
F(s) care se reduce la integrandul dat pe axa imaginară. Folosirea teoremei 
reziduurilor ne permite acum evaluarea intergralei dorite, cu condiția ca 
integrala pe arcul semicircular să tindă către o limită cînd R> oo,şi ca 
această limită să poată fi găsită. Situația cea mai dorită este ca acest arc 
să nu aibă nici o contribuție asupra intergralei. Se poate arăta că dacă 


| JW Planul s 


Fig. A.2.11. Contur pentru eva- 
luarea integralelor infinite. 
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S———— 


sF(s) tinde uniform către zero! pe arc, cînd raza cercului tinde către 
infinit, atunci nu există nici o contribuţie din partea arcului infinit ; de 
exemplu, dacă F(s) este un raport a două polinoame, gradul numitorului 
trebuie să depășească pe al numitorului prin 2 sau mai mult. 

Fie i o variabilă reală și să presupunem că integrandul are forma : 


F(s) = G(s)s* (83) 


Se poate arăta că pentru ¿>0, arcul infinit din semiplanul sting nu va 
contribui asupra integralei, și acelaşi lucru este valabil și pentru arcul din 
dreapta pentru 1<0, cu condiția ca G(s) să tindă uniform către zero cînd 
raza semicereului tinde către infinit. Acest rezultat este numit lema lui 
Jordan. Prezența exponenţialei face inutilă restricția privind restul inte- 
grandului. Astfel dacă G(s) este un raport de două polinoame, este suficient 
ca cucul numitorului să-l depășească pe al numărătorului cu 1(sau mai 
mult). 
Așa de exemplu să considerăm evaluarea integralei : 


EE f sin wt äi (84) 


0 (0) 


Exprimînd funcția sinus în termenii exponențialei, obținem : 


o gjat œ% g”iat 
I=] do + | d (85) 
0 2J% 


Dacă în a doua integrală înlocuim pe w cu—u, integrandul va deveni 
identic cu cel al primei integrale, în timp ce limitele vor deveni — œ la 
zero. Cele două integrale pot fi deci combinate și se obține: 


œ% -jot 
Pa au (86) 
2] J-» o 
Considerăm acum integrala : 
e” 
|= ds (87) 
8 


1) Adică, limita tinde către același număr pentru toate unghiurile lui s din interiorul 
acestui domeniu. Domeniul este Jarg s|<x/2 pentru un semicerc în semiplanul drept și larg s |Sr/2 
pentru un semicerc în semiplanul sting. În limbajul e — 8, amplitudinea diferenţei dintre sF(s) 
şi limită (în acest caz 0), poate fi făcută mai mică ca e, atunci cind 'sj>A(e), unde N(e) este 
independent de arg s în domeniul considerat. 
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unde conturul C este conturul închis prezentat în fig. A 2.12. Integrandul 
are un pol simplu pe conturul original, astfel că vom modifica conturul 
făcîndu-l să ocolească polul aşa cum este arătat în figură. Conturul complet 
conține două porţiuni ale axei ju şi două semicercuri, raza unuia va tinde 


Fig. A.2.12. Cale de integrare 
pentru evaluarea unei integrale. 


către zero în timp ce a celuilalt va tinde către infinit. Deoarece integrandul 
este regulat oriunde în interiorul conturului, integrala pe conturul închis 
va fi egală cu zero. Putem scrie 


get -r ejot gti Ra got es! 
de =0=| “do +] Saaf do +| E as (88) 
Co r Q S 


cs -R O 8 Ce 


Integrandul satisface lema lui Jordan, astfel că ultima integrală din această 
ecuaţie se anulează. Valoarea integralei pe C, este, în concordanță cu 
(80), —jr înmulţit cu reziduul integrandului la s=0. Pentru calculul rezi- 
duului se foloseşte (71) şi se găseşte că este 1. Deci: 


eat 
| E ds = — în (89) 
0, 8 


Putem scrie acum (83) astfel: 


lim l atf" ia do) Sija (90) 
a i i 


70 0) 
R >8 ° n KO 


Din ecuațiile (86) ṣi (90) obținem în final 


do = — jr = — (91) 


I=$ sin ut 1. x 
0 0 23 2 
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— e a oa eee a ae 


Principiul argumentului 


Ca o altă aplicație a teoremei reziduurilor, vom demonstra acum o 
teoremă foarte utilă numită „principiul argumentului”, Fie F(s) o funcție 
analitică care este regulată într-un domeniu R,excepţie făcind pentru poli. 

Să evaluăm integrala : 


Fi) a (92) 
“0 F(8) 


în jurul unui contur închis C în domeniul R parcurs în sens invers acelor 
ceasornicului, unde prim indică diferenţiala. Nu există poli sau zerouri ai 
lui P(8) pe conturul C. 

Presupunem că F(8) are un zero de ordinul n într-un punct s, din 
R. Putem scrie : 


F(s) = (s—s,)” F,(s) 
F'(8) = n(s—s8,)"1 Fu(8) + (s—s8) F' (3) (93) 


F(s) s—s  Fi(8) 


Se constată că această funcție are un pol simplu la zeroul lui F(s) cu 
reziduul n. Funcția F (s) poate acum fi tratată în acelaşi mod şi vom repeta 
această procedură pînă cînd toate zerourile funcției originale F(s) vor fi 
puse în evidență. Fiecare zero va conduce la un termen asemănător pri- 
mului din partea dreaptă a lui (93). 

Să presupunem acum că F(s) are un pol de ordinul m într-un punct 
8, din R. Putem scrie 


F(s) = __Fa(8)__ 
(s — 8)” 
Y'(8) Z (8—s2) F(s) Să mF (5) (94) 
(8—82)"*1 
P(s)___m 4 F, (8) 
F(s) o s—s, F,(8) 


Se constată că funcția dorită are un pol simplu la polul lui F(s) cu un re- 
ziduu care este negativul ordinului său. Această procedură poate fi din 
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nou repetată, și fiecare pol al lui F(s) va conduce la un termen asemănător 
primului din partea dreaptă a ultimei ecuaţii. Singularităţile lui P'(3)/F(3) 
din domeniul R vor coincide cu zerourile şi polii lui F(s) deci din teorema 
reziduurilor, valoarea integralei pe conturul dorit va fi: 


a ds = 2=2ji $ n; — Ym] (95) 


unde », sint ordinele zerourilor lui F(s) din R, şi m, sint ordinele polilor. 
Observăm că: 
ale) = Aig F(s) (96) 
F(s) ds 


Putem deci evalua integrala pe contur cu ajutorul primitivei F'(s)/F(s), 
care este log F(s). Prin parcurgerea conturului C înțelegem că pornim 
dintr-un punct și ne întoarcem în același punct. Menționăm că funcția 
multiformă log F(s) va avea aceeaşi parte reală la revenirea în punctul 
de plecare. Deci, valoarea integralei va fi de j ori creşterea unghiului lui 
F(s) cind s parcurge conturul C în sens invers acelor ceasornicului. Acea- 
sta va fi egală cu partea dreaptă a lui (95). Dacă împărțim acum prin 2r, 
rezultatul va fi un număr care indică de cîte ori conturul C din planul F 
înconjoară originea în sens invers acelor ceasornicului (creșterea unghiului 
împărțită prin 2v este numărul de încercuiri ale originii în sens invers 
acelor ceasornicului). 

Să enunțăm acum principiul argumentului. Dacă o funoțe F(8) 
nu are puncte singulare în interiorul unui contur C, cu excepția polilor, şi 
nu are zerouri nici poli-pe C, atunci numărul de încercuiri ale originii în 
sens invers acelor ceasornicului de către locul curbei C în planul F, este 
egal cu numărul de zerouri minus numărul de poli ai lui F(s) din interiorul 
lui C. Fiecare pol sau zero este luat în calcul ținînd seama de multiplicitatea sa. 

Înainte de a încheia acest capitol, să considerăm o altă problemă u 
integralei pe contur. Aceasta este problema integrării unei funcții în jurul 
unei singularităţi logaritmice. 

Să considerăm, prin urmare, integrala : 


log F (s) de 
-P 


unde calea P este un arc în jurul unui zero sau unui pol al lui F (s), așa cum 
se arată în fig. A 2.10 b. Să considerăm că F(s) are un zero (sau un pol) de 
ordinul k în s. În acest caz putem scrie : 


F(s) = (s — so) F, (8) (97a) 
log F(s) = k log (s—s,) + log F(s) (97b) 
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Dacă s, este un pol, fie k un număr întreg, negativ în aceste expresii astfel 
că putem face discuţia simultană a unui zero de ordinul k şi a unui pol de 
ordinul — k. Deoarece am presupus că raza cercului tinde către zero, logF,(8) 
nu va contribui în nici un fel asupra integralei, deci ea este regulată în 
89. Rezultă că este suficient să considerăm : 


{ log (8 — 8) ds 
P 


dacă dorim să luăm limita, și aşa vom face. 
Pe arcul de rază r, putem estima : 


| log (s — 30) ds| <r @|logr| +r 0? = 0jrlogrl+râ2 (98) 
P 


unde 6 este unghiul sub care se vede arcul privit din origine. Se știe că: 


lim rlogr=0 (99) 
7—0 
Deci 
lim | log F(8) ds = 0 (100) 
7-0 Jp 


şi acesta este rezultatul pe care doream să-l obținem. Am arătat că o 
singularitate logaritmică care cade pe o cale de integrare nu afectează 
integrala. 


A. 2.7. DEZVOLTAREA ÎN FRACȚII PARȚIALE 


Dezvoltarea Laurent a unei funcții referitor la un punct singular 
exprimă o funcție într-un domeniu circular referitor la acest punct singu- 
lar. Deși funcția poate avea și alte puncte singulare, nu putem avea o evi- 
dență a acestor puncte singulare. Uneori poate fi util să avem o reprezentare 
a funcției care să pună în evidență toate punctele sale singulare. 

Presupunem că o funcție F(s) are singularități izolate la un număr 
finit n de puncte în planul finit. Putem de asemenea avea o singularitate 
la infinit. Să considerăm dezvoltarea F(s) într-o dezvoltare Laurent refe- 
ritoare la unul din punctele singulare, să zicem s,. Rezultatul va fi: 


F(s) = Fp(8) + Fals), (101) 


unde indicii se referă la partea principală şi partea regulată. 
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Considerăm acum F, (s), care este funcţia originală din care s-a scăzut 
partea principală a seriei Laurent referitoare la una din singularităţile 
sale. Aceasta este regulată în s,, dar are toate celelalte singularităţi ale lui 
F(s). Să o dezvoltăm într-o serie Laurent referitoare la o altă singulari- 
tate, s,. 


Pa (8) = F(8) — Fp (8) = Fpa (8) + Fro (8) (102) 


Funcţia F, (8) este regulată la singularitatea s,, deci ea nu va afecta partea 
principală F,„(8). Aceasta înseamnă că partea principală F,„.(s) va îi 
aceeaşi dacă dezvoltăm F,,(8) sau funcţia originală F(s). 

Repetăm acum acest procedeu cu F,.(s) pentru fiecare singularitate. 
La fiecare etapă se scade partea principală a dezvoltării Laurent pînă cînd 
epuizăm toate punctele singulare. Partea regulată a ultimei dezvoltări 
Laurent nu va avea alte singularități în planul finit. Rezultă că ea trebuie 
să fie o funcție întreagă. Am avut în vedere obţinerea unei reprezentăr 
a lui F(s) de forma: 


F(s) = Ș Fa (8) +F, (8) (103) 
kal 


Fiecare din termenii sumei este partea principală a seriei Laurent a lui 
F(s) dezvoltată referitor la una din singularitățile sale. Ultimul termen este 
o funcţie întreagă. Dacă F(s) este regulată la infinit, acest termen va îi o 
constantă. Dacă F(s) are un pol de ordinul n la infinit, acest termen va îi 
un polinom de gradul n. În final, dacă F(s) are o singularitate esenţială la 
infinit, acest termen va fi o serie de puteri infinite. Reprezentarea unei 
funcţii analitice dată în (103) este numită o dezvoltare în fracții parțiale. 

Presupunem că o funcţie are un număr infinit de poli şi nu are singu- 
larităţi esenţiale în planul finit (aceasta, face funcţia meromortă). În aceste 
cazuri putem găsi de asemenea o dezvoltare în fracţii parțiale. Suma păr- 
ţilor principale din (103) va fi o serie infinită şi în general nu poate converge. 
Cu toate acestea este posibil totdeauna să modificăm astfel termenii încit 
seria să devină convergentă. Dar în acest caz forma dezvoltării este modi- 
ficată. Desigur, în unele cazuri o astfel de modificare nu este necesară, iar 
expunerea condiţiilor în care această modificare este posibilă nu este simplă, 
şi nu ne propunem să tratăm acest subiect. (Această dezvoltare este cunos- 
cută ca dezvoltarea Mittag-Leffler). 


A. 2.8. PRELUNGIRE ANALITICĂ 


Chiar la începutul acestei anexe am definit o funcţie analitică ca una 
care este diferențiabilă oriunde într o vecinătate, oricît de mică, a unui 
punct. Mai tirziu, din dezvoltarea Taylor a unei funcţii analitice referitoare 
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e 


la un punct s, în care funcţia este regulată, vedem că cunoaşterea tuturor 
derivatelor unei funcții analitice într-un punct ne permite să reprezentăm 
funcția oriunde într-un cere în jurul punctului, un cere care se extinde pină 
la cea mai apropiată singularitate a funcției. Spunem că am obţinut o repre- 
zentare în serie de puteri a unei funcții referitoare la un punct, nu are 
importanță prin ce procedură, și această serie este unică. Putem expune 
acest rezultat într-o altă formă şi anume : Dacă două funcții sînt regulate 


Fig. A.2.13. Domeniu comun de definire a două 
funcţii. 


într-un domeniu R şi dacă ele coincid într-o vecinătate, nu are importanţă 
cît de mică, a unui punct Sp din R, atunci cele două funcții sînt egale oriunde 
în R. Această teoremă se numeşte teorema de identitate pentru funcții ana- 
litice. (De fapt, este necesar ca cele două funcții să coincidă numai pe un 
segment al căii, oricît de mic, sau chiar numai pe un număr finit de puncte 
distincte cu un punct limită în sg). 

Să considerăm acum două funcții F,(s8) şi F,(8), care sînt regulate în 
domeniul de suprapunere K, și Ra, domeniul comun fiind R,, așa cum este 
arătat în fig. A 2.13. (Nu este necesar ca domeniul să fie circular aşa cum 
se arată aici). Două funcţii F(s) şi P.(s) se determină una pe alta univoc. 
Aceasta rezultă din teorema de identitate, deoarece numai o funcţie poate 
fi regulată în R, (sau R,) şi poate avea aceiași valoare în Ry. 

Presupunem că se cunoaște funcţia F(s) în R, și putem găsi o funcţie 
F(s) în R, cu proprietăţile considerate mai sus. Spunem că F,(s) este 
prelungită analitic dincolo de domeniul original în domeniul R,. Dar putem 
la fel de bine considera că F,(s) este funcţia originală și F,(s) este prelun- 
girea analitică în domeniul k,. Din acest motiv, spunem că fiecare din ele 
este o reprezentare parțială sau un element al unei funcții F(s) care este 
regulată în R, și Ra 

Problema poate fi tratată luînd ca punct de plecare un element F,(8) 
al funcţiei, care este în forma unei serii de puteri, și să determinăm prelun- 
girea sa analitică în afara cercului original de convergenţă. Se poate folosi 
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din nou fig. A 2.13. Presupunem că alegem un punct sọ în domeniul R,. 
Din elementul dat /,(s) putem evalua toate derivatele în s, şi formăm o 
nouă serie de puteri 1eferitoare la sg. Această serie converge sigur în R,, 
domeniul original de convergență allui F(s), şi poate de asemenea converge 
intr-un cere care se extinde dincolo de cecul original, aşa cum se arată 
în fig. A 2.13. Seria defineşte un alt element F,(s) al funcţiei pentru care 
F(s) este de asemenea un element. Putem alege un alt punct în interiorul 
noului domeniu R,, și calculăm o nouă serie care poate converge într-un 
cerc care se extinde dincolo de limita lui R,. 

Această procedură poate fi acum repetată. Trebuie însă evitată 
existenţa unui punct singular în cercul obținut prin extinderea dincolo de 
cel precedent, punct singular care cade pe circumferința primului cerc şi 
pe raza primului cerc dusă prin centrul celui de al doilea cerc. Această, 
situație poate fi evitată prin alegerea unui alt punct pentru centrul celui de 
al doilea cerc, afară de cazul în care fiecare punct de pe primul cerc este un 
punct singular. Aceasta este o situaţie posibilă, dar nu este comună. Într-un 
astfel de caz, funcţia originală se numește mărginită natural, şi dincolo de 
această limită ea nu poate fi prelungită analitic. 

Cu excepţia unei limitări naturale, un element poate fi prelungit 
analitic în întregul plan prin acest procedeu de suprapunere a cercurilor. 
Singurele puncte care vor fi eliminate din interiorul oricărui cerc vor 
fi punctele singulare. Şirul de funcții definite în aceste cercuri, vor fi toate 
elemente ale unei funcţii singulare. Este justificată acum definiţia funcţiei 
analitice. 

Procedeul descris aici are o valoare practică redusă, deoarece nicio- 
dată nu vom calcula toate elementele unei funcţii în acest mod. Totuși, 
ea are o importanţă deosebită în ceea ce priveşte comportarea fundamen- 
tală a funcţiei. 

În procesul de realizare (cel puţin în imaginaţie) a suprapunerii cercu- 
rilor, presupunem că unul din ele se suprapune complet peste cel anterior. 
Problema care apare este dacă valorile date de ultima funcţie vor fi aceleași 
cu acelea date pentru prima în domeniul comun al celor două cercuri. Dacă 
aceste valori diferă, atunci funcţia definită de acest set de elemente va fi 
multiformă. 

Să considerăm acum un alt aspect al prelungirii analitice. Presupunem 
că o funcţie este definită de-a-lungul unui arc simplu care cade în domeniul 
R. Este posibil să găsim o funcţie care este regulată în R şi coincide cu aceea 
definită pe arcul simplu. Această funcţie va fi de asemenea numită prelun- 
girea analitică a celei originale. Arcul simplu poate îi de exemplu o parte 
sau toată axa jœ. Dacă luăm de exemplu o funcţie care are valoarea 
14+,c pentru intervalul 1Ko<2, prelungirea analitică este 1+s. Nu există 
nici o altă funcţie care să fie regulată în domeniul care conţine intervalul 
dat de pe axa o şi care să coincidă cu funcția dată în acest interval. 


ANEXA 3 


Teoria transformatelor Laplace 


Ca şi în cazul Anexei 2 privitoare la funcţiile de variabilă complexă, 
această anexă privitoare la transformările Laplace va servi ca referință 
acelor cititori familiarizați cu subiectul. Prezentarea va fi făcută în linii 
mari şi completată cu ilustraţii, discuţii etc. 

Conceptul de transformare a unei funcţii poate fi abordat pornind de la 
ideea folosirii unei schimbări de variabilă în scopul simplificării soluției 
unei probleme. Astfel dacă avem o problemă ce implică variabila z, sub- 
stituim v cu o altă expresie, în funcție de noua variabilă (de exemplu 
x=sin0), cu anticiparea că problema va avea o formulare și o soluţie mai 
simplă în raport cu noua variabilă. După obţinerea soluţiei în raport cu 
noua variabilă, folosim inversa schimbării precedente și găsim astiel so- 
luţia problemei originale. 

Adesea este necesară o „schimbare de variabilă” mai complicată, 
sau transformare. Dacă se dă o funcţie f(t) de variabila t, definim o trans- 
formată integrală a lui f(t) astfel 

b 

transformata integrală a lui f(t) = | f(t) K(t,s) dt. (1) 
Funcția K(t,s) care este o funcție de două variabile, se numeşte nucleul 
transformării. Observăm că transformata integrală nu mai depinde de 
t; este o funcție de variabila s de care depinde nucleul. 


A.3.1. TRANSFORMATELE LAPLACE: DEFINIȚIE 
ȘI PROPRIETĂȚI DE CONVERGENȚĂ 


Tipul de transformată care se obține și tipurile de probleme în care 
este utilă depind de două lucruri: de nucleu și de limitele de integrare. 
Pentru alegerea particulară a nucleului K(s,t) =e-* şi a limitelor o și infinit, 
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transformata se numește transformată Laplace și se notează cu Z(f(t)). 
Astfel 


% 


zf) = | fe dt. (2) 


0 


Transformata Laplace a lui f(t) este astfel o funcție de variabila complexă s. 
Vom nota transformata Laplace a lui f(t) cu F(s). Din cauză că este definită 
ca o integrală, transformata Laplace este o funcțională liniară; adică 
dacă f,(t) ṣi fa(t) au transformatele Laplace F,(s) ṣi F(s) iar ki, ka sint 
constante, rezultă 


LR fu) + kafalt)} = Ra Fu(8) + Fa(8). (3) 


Deoarece ecuația de definiție conţine o integrală cu limite infinite, 
una din primele întrebări la care trebuie dat un răspuns este aceea asupra 
existenţei transformatelor Laplace. Un exemplu simplu de funcţie care nu 


are o transformată Laplace este e“. Să enunțăm așadar cîteva teoreme 
(din care citeva le vom demonstra) privitoare la convergența integralei 
Laplace. Deoarece s apare ca un parametru semnificativ în (2), ne putem 
aştepta ca convergența să depindă de valorile particulare ale lui s. În 
general, integrala converge pentru anumite valori ale lui s şi diverge 
pentru altele. 

În toate teoremele ce urmează vom considera numai funcții f(t) 
integrabile fără a mai specifica acest lucru de fiecare dată. Ca o primă 
teoremă considerăm următoarea afirmaţie : 

Dacă o funcție f(t) este mărginită pentru orice t>0, atunci integrala 
Laplace converge absolut pentru Re(s) >0. 

Pentru demonstrarea teoremei, observăm că condiţia asupra lui f(t) în- 
seamnă că |f(t)|<M pentru orice 120, unde M este un număr pozitiv. 
Atunci pentiu c>0 vom obţine 


[| <"“f(t)| dt < M| e-aă = (3) (1— s*97), (4) 
.0 0 (J 


La limită, cind T tinde către infinit, membrul drept tinde către M/o. 
Deci 


f -f(t Jdt < x (eso. (5) 


Funcțiile cunoscute ca sin, cos, şi alte funcții periodice cum ar fi 
unda dreptunghiulară, satisfac condițiile teoremei. Înainte de a comenta 
această teoremă sa considerăm și teorema de mai jos 
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Dacă integrala Laplace converge pentru un anumit 39= So +j, atunci 
converge pentru orice o > 09. 


Fie 


| egn dt = ky (6) 


0 


unde k, este o constantă, deoarece $, este un număr complex fixat. 
Definim funcţia auxiliară 


[e= po dt = alo) (7) 
0 


Dar g(7) are limită cînd r tinde la œ; adică, kọ. Deci g(t) este măr- 
ginită pentru orice +. Atunci vom scrie integrala Laplace ca mai jos și 
integriînd prin părți obținem 


T T 
lim | e7" f(t) dt = limf e-a- f(t) di 
T=>œJ0 


T070 


iT T 
E Ca = ==) ceia (8) 
To .0 0 


sau 
T T 
lim | e~#f(t) dt = limf eewge) — 9(0) + (s — so) cergoau) 
ToJo Too 0 


(9) 


Dar g(0)=0, g( œ)=kp şi dacă o >c atunci e~"-*Tg( T) tinde către zero 
cînd T tinde către œ. De asemenea, ţinînd seama de teorema precedentă, 
ultima integrală din (9) converge absolut pentru c >c, cînd T tinde către 
œ. Astfel afirmația se verifică. De fapt 


| e dt = (8—8) | emera dt (0>). (10) 
0 0 


Această afirmație poate fi întărită arătind că integrala Laplace con- 
verge absolut pentru o œc, dacă converge pentru c. Totuşi nu vom avea 
nevoie de acest rezultat în cazul general. Pentru funcții de ordin exponen- 
pe (pentru a fi definite prescurtat) putem demonstra mai uşor acest 

ucru. 
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Astfel regiunea (mulțimea) de convergenţă a integralei Laplace este un 
semiplan, deoarece conform teoremei de mai sus dacă integrala converge 
pentru un anumit punct din planul s, ea converge pentru toate punctele 
situate la dreapta acestuia. Deci putem defini o abscisă de convergență o, 
astfel încît integrala Laplace converge pentru orice s cu o >c, și diverge 
pentru orice s cu o< c. O afirmaţie mai puternică pe care nu am demon- 
strat-o este aceea că regiunea de convergență este de asemenea regiune 
de convergenţă absolută. Astfel, comportarea integralei Laplace este oare- 
cum analoagă cu comportarea. seriilor de puteri. Funcţia f(t) joacă rolul 
coeficienţilor seriei de puteri şi funcția e“ joacă rolul lui (s—s4)”. Aşa cum 
o scrie de puteri poate avea orice comportare pe cercul de convergenţă, 
integrala Laplace poate avea de asemenea orice comportare ” pe abscisa 
de convergenţă. 

Singura diferenţă este legată de existența unui punct singular pe 
cercul de convergenţă, lucru pe care îl vom examina mai tirziu. La seriile 
infinite avem multe criterii de convergenţă. Toate acestea au analoage la 
transformatele Laplace. Ne vom mulţumi să enunțăm numai două din 
acestea. Analoagă criteriului raportului este următoarea afirmaţie : Dacă 
IOI < Me“ pentru o constantă dată M și un număr dat c, pentru orice t, 
atunci integrala Laplace converge absolut pentru c>c. 

Această afirmație se verifică imediat căci 


[i e"“f(t)! dt < x] e~e di a (6 >c). (11) 
0 0 o—c 


Avem astfel un criteriu suficient pentru existența integralei Laplace. 
Funcţiile care satisfac inegalitatea 


If) | <M“ pentru un anumit M şi pentru t>0 (12) 


Se numesc funcţii de ordin (identice de creștere) exponențial. Ordinul unei 
funcții este cel mai mic număr og astfel ca inegalitatea (12) să fie satistă- 
cută pentru orice 


c = ot? (è >0) (13) 


şi pentru nici un c = 69—3. În acest caz am stabilit că integrala Laplace 
converge absolut pentru o >c şi diverge pentru o< c, Multe funcții care 
nu sînt de ordin exponențial admit transformate Laplace. Totuşi, putem 
enunța următoarea condiție necesară și suficientă, care arată că integrala 
unei funcţii transformabile este de ordin exponențial. 


D Adică pentru s avind 6=6, integrala poale sau nu să fie convergentă (N.T.) 
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Funcția f(t) este transformabilă, cu abscisa de convergență cs :>0 dacă 
și numai dacă funcția 


ao = (flo) az (14) 
0 


satisface 


Igt)! < Me? (15) 


pentru orice c > 09 
Demonstrația acestei afirmații se face folosind integrala Stieltjes şi nu o 
putem da aici. Vom folosi această teoremă pentru a obţine un criteriu 
analog cu criteriul rădăcinii al lui Cauchy pentru serii de puteri. 

Pie g(t) funcţia definită în (14). Dacă 


im 2800 =¢ +0, (16) 


too 


atunci abscisa de convergență a integralei Laplace a lui f(t) este c. Integrala 
converge pentru o >c și diverge pentru o<c. Dacă c=0 criteriul nu poate 
afirma nimic asupra convergenţei. 

În cazul seriilor de puteri, regiunile de convergență, convergenţă abso- 
lută și convergenţă uniformă coincid. Am afirmat că în cazul integralei 
Laplace, regiunile de convergență şi convergență absolută coincid, amîn- 
două fiind semiplane. Deci ne putem pune întrebarea dacă și regiunea de 
convergenţă uniformă coincide cu regiunea de convergență. Regiunea de 
convergență uniformă este stabilită de următoarea teoremă, dată aici 
fără demonstraţie : 

Dacă integrala Laplace converge pentru s = cp atunci ea converge 
uniform în sectorul 


are (ea) < (Z) -3 (17) 


penru orice 5 >0 

Această regiune este arătată în fig. A.3.1. Putem considera og ca fiind 
abscisa de convergență o, dacă integrala converge în acest punct. Dacă 
nu, c este un punct arbitrar de apropiat de c, la dreapta acestuia. 


1) Considerind integrala ca o integrală cu parametrul s, aici este vorba de convergenţa 
uniformă în raport cu s. (N.7.) 
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Totuşi, în cazul funcţiilor de ordin exponențial, regiunea de conver- 


gență uniformă coincide cu regiunea de convergență; adică putem 
lua 6=0 în teorema de mai sus. 
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Fig. A.3.1. Regiunea de convergenţă și de convergenţă 
uniformă a integralei Laplace. 


Pentru funcţii de ordin exponențial regiunea de convergență uniformă 
este semiplanul 


s>0, +8 (550), 


unde o, este abscisa de convergență. 
Demonstrarea acestei afirmații este cu totul similară cu demonstrația 
dată anterior pentru convergența absolută și deci o vom omite. 


Astfel, comportarea integralei Laplace referitor la convergență este 
identică cu comportarea seriilor de puteri. 


A. 3.2. PROPRIETĂȚI ANALITICE 
ALE TRANSFORMATEI LAPLACE 


Folosim din nou analogia cu seriile de puteri; o serie de puteri defi- 
neşte o funcție analitică în interiorul cercului de convergență. Putem așadar 
să ne întrebăm dacă analogia se extinde și în această privință. Răspunsul 


la această intrebare este afirmativ, aşa cum se arată în următoarea teoremă : 
Dacă integrala 


F(s) = | e”* f(t) di (18) 
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converge pentru o >c., atunci funcția F(s) definită de integrală este regulată 
în semiplanul c > a,. În fapt, derivata lui F(s) este dată de 


sA | -nfo dt (19a) 
ds 0 
şi în general 
F(s) =f e(o fo) dt. (19b) 
0 


Fiind dat orice punct s cu c >c, putem înconjura acest punct cu un 
cerc care este conținut în întregime în regiunea de convergență uniformă, 
deoarece $ în (17) este arbitrar. Apoi, datorită convergenței uniforme, 
operațiile de trecere la limită, integrare, derivare pot fi schimbate 
între ele. Deci : 


d _ d (* -s 
P F(s) = | f(t) dt 
o 9 E 
=\ — "float. 
| 0e AU 


Aceasta conduce la (19a). Convergenţa lui (19a) se stabilește ușor pentru 
funcţii de ordin exponențial. Pentru cazul general integrăm prin părți. 
Astfel, integrala Laplace definește o funcţie regulată în semiplanul 
de convergenţă. Totuşi, deși funcţia F(s) este definită de integrală numai în 
semiplanul de convergență, putem folosi procedeul prelungirii analitice 
pentru a extinde funcţia peste abscisa de convergenţă ori de cite ori ea se 
poate prelungi. [În practică aceasta este o simplă formalitate, „prelungirea 
analitică” fiind pur şi simplu o extindere a formulei pentru F(s)]. La această 
funcție analitică mai generală ne vom referi ca fiind transformata 
Laplace. 
Dacă F(s) este transformata Laplace a lui f(t), vom numi f(t) funcţie origi- 
nal şi F(s) funcție generatoare. 

În acest concept mai general al transformatei Laplace, funcţia gene- 
ratoare, în general, va avea singularităţi. Ele trebuie să se afle în semiplanul 
o<o sau la œ. Aici putem să ne referim din nou la analogia cu seriile de 
puteri. Funcţia definită de o serie de puteri are întotdeauna un punct 
singular pe cercul de convergență. Ne întrebăm dacă F(s) are un punct 
singular finit la abscisa de convergenţă c, Aici analogia nu mai este vala- 
bilă. În general se poate să nu existe nici un punct singular la c=o,. 
Următorul exemplu, a fost dat de Doesteh: 


f (1) = — zis! sin (nz). (21) 
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Pentru această funcţie, abscisa de convergenţă este zero. Totuși, transfor- 
mata sa, satisface ecuaţia cu diferenţe finite 


Ps) =1 — e P(s+2) (22) 


astfel încît F(s) este o funcţie întreagă. 

Totuși, în anumite cazuri speciale, transformata are un punct singular 
în s=o0,+o. De exemplu, dacă f(t) este în mod esenţial nenegativă, atunci 
se poate arăta că punctul real din planul s la abscisa de convergenţă este 
un punct singular. Această afirmaţie este prea specializată pentru a inte- 
resa în ceea ce ne priveşte astfel încît nu o vom demonstra. Rezultatul 
important care ne interesează este că transformata Laplace este o funcţie 
analitică cara este regulată în semiplanul de convergenţă al integralei de 
definiție. Transformata Laplace generală este funcția obţinută prin pre- 
lungirea analitică a funcţiei iniţiale. 

Una din proprietăţile analitice importante ale transformatei Laplace 
se referă la comportarea ei la oo. În legătură cu aceasta, avem următoarea 
teoremă : 

Dacă funcția original f(t) este o funcţie de t absolut integrabilă, cu valori 
reale sau complexe și integrala Laplace este convergentă în 8 atunci cînd 
8 tinde către œ în interiorul sectorului 


|arg(s—s,)| < (3) cu 5 >0, 


funcția generatoare F(s) tinde către zero. 

Pentru a demonstra această afirmaţie procedăm ca mai jos. Fie un 
e >0, dat. Deoarece f(t) este o funcție absolut integrabilă, se poate găsi 
un T, suficient de mic încît pentru o >0. 


7, | m n 
| en ar< h yoa < E. (23) 
! Jo do 3 


Deoarece integrala Laplace este uniform convergentă în acest sector, 
există un T, suficient de mare, T, >T, şi 


$ “fa! <Ż (24) 


T: 


pentru orice s din acest sector. Aceste două condiții, fixează pe T, şi T, 
şi deci valoarea integralei este 


" filă = M (25) 
T, 
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în sfirsit, se poate găsi un o, suficient de mare încit 
j 1 
ean CD 
3M 


şi să avem 


| Ta —si | E 
e OLIES (c >0;). (26) 


Deoarece s tinde către infinit în interiorul sectorului |arg(s—s4)sSn/2—3, 
partea sa reală poate eventual depăşi c}. Dacă considerăm impreună relaţiile 
(23), (24), (26) și impunem lui s restricţia, 


jarg(s— so) IS —5 (>c) 


obținem 
co 
| esad] = Fi) <e (an) 
0 | 
astfel încît 
lim F(s) = 0. 
| an ai ze (28) 


Astfel comportarea lui F(s) la infinit are restricţii ; de exemplu punctul 
s= nu poate fi pol. Dacă F(s) este regulată la s= œ, ea trebuie să aibă 
acolo un zero; F(œ) nu poate fi o constantă diferită de zero. De exemplu, 
dacă F(s) este o funcție rațională, gradul polinomului de la numitor trebuie 
să fie strict mai mare decât gradul polinomului de la numărător. Totuși, 
F(s) poate avea un punct singular esenţial sau un punct de ramificaţie la 
8= 0. (Aceste condiţii se aplică numai pentru funcţiile original cu valori 
reale sau complexe şi nu se aplică şi pentru functiile generalizate cum ar fi 
funcţiile impuls de diferite ordine. Transformata Laplace pentru funcţiile 
generalizate este tratată în Anexa 1.) 

Vorbind despre comportarea generală a transformatei Laplace, ne 
putem pune încă o întrebare generală, anume asupra unicităjii sale. Pro- 
blema este în special importantă atunci cînd dorim să aflăm funcţia ori- 
ginal din transformata sa Laplace. În scopul obţinerii unui răspuns la 
această problemă fără a apela la concepte privitoare la funcţii nule, 
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„măsură zero” şi „aproape peste tot”, vom conveni să normalizăm funcția 
f(t) definind 


f0) = 2 f(0+) (29a) 
FU) = 2 [f+ +A), (29b) 


unde semnele + și — indică, ca de obicei, limitele la dreapta şi la stînga 
în punctul după care urmează semnul. Vom presupune în mod implicit că 
aceste limite există. 

Nu pot exista două funcţii original normalizate filt) și falt) care au 
aceeași transformată Laplace F(s). 

Demonstrația acestei afirmații este prea complicată pentru a o 
considera aici. Dacă nu considerăm funcții normalizate, putem să tragem 
numai concluzia că f,(t) şi fa(t) diferă cel mult printr-o funcție nulă. 


A. 3.3. OPERAȚII ASUPRA FUNCȚIILOR 
ORIGINAL ȘI GENERATOARE 


În aplicaţiile din teoria reţelelor interesează rezultatul efectuării 
diferitelor operaţii algebrice și analitice în domeniul t și s. În acest paragraf 
vom da sumar aceste rezultate. 

Cea, mai simplă din aceste operaţii este operaţia algebrică de combi- 
nație liniară, cu care deja ne-am ocupat. Funcţia generatoare corespunză- 
toare unei combinaţii liniare de funcţii original este aceeași combinaţie 
liniară a funcţiilor generatoare corespunzătoare ; adică 


E DO) = Èren e 


i=] 
Această liniaritate este foarte folositoare atit în transformata Laplace 


directă cît şi inversă. 


Produsele de convoluție real şi complex 


Cealaltă operație algebrică, înmulțirea într-unul din cele două domenii, 
duce la rezultate complicate. Rezultatele obținute sînt analoage cu acelea 
de la seriile infinite ; de exemplu dacă avem două serii de puteri cu regiune 
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de convergență comună 


Fu(s) = 5, as? (31a) 
F„(8) = > b8” (31b) 
n=0 


atunci produsul celor două, este tot o serie de puteri 


F (8) Fa(8) = 5 048”, (32a) 
n=0 
unde 
oa = F anche = S abar (32b) 
k=0 ka 


Seria produs converge în regiunea comună de convergenţă a celor 
două serii individuale. Sumele din (32b) sînt cunoscute ca sume de con- 
voluţie. Vom obţine un rezultat analog în cazul transformatelor Laplace. 


Dacă 
Fu(e) =| e cf (4) dt 
și (33) 


Fa) = ef) a 


au abacisele de convergență finite o, și c, atunci produsul F, (3)F„(8) este 
de asemenea o transformată Laplace, 


FA) Pe) =. ccvgto) di, (34a) 
unde 


g(t) = (Ao) fa(t—a) da = | filt— a) fa(2) da, (34b) 
o 


avînd abscisa de convergență egală cu cea mai mare valoare a lui o. și cp 


A.3.3. OPERAȚII ASUPRA FUNCȚIILOR ORIGINAL ȘI GENERATOARE 875 


Dacă F(s) și F,(8) sînt transformatele Laplace ale lui fi(t) şi falt) cu 
a pielii de convergență o. și oz, transformata Laplace a produsului fi(t) falt) 
este dată de 


LU (0) fa (0) = T OAT (35) 


c-j 


unde 6,<c<c0— co și o=Re(8) este mai mare decît abscisa de convoluție 
6 F oo. 

Primul din aceste două rezultate este de considerabil interes în teoria 
rețelelor şi este verificat în cap. 5. Al doilea rezultat nu ne interesează în 
mod special; vom renunța deci la demonstrație. Integralele din (34b) 
şi (35) sînt cunoscute ca integralele de convoluţie, prima reprezentînd un 
produs de convoluție real iar a doua un produs de convoluție complex. 


Derivarea şi integrarea 


Vom considera în continuare, operaţiile de derivare şi integrare în 
ambele domenii. Acestea corespund după cum vom vedea multiplicării 
sau împărţirii prin s sau t. Derivarea în domeniul s a fost considerată ante- 
rior ; să repetăm rezultatul aici 

Dacă 


L{f(t)} = F(s) (36a) 
atunci 


Lt f(t) = (— 1)" F™ (3), (36b) 


abscisa de convergenţă fiind aceeaşi. 

După cum este de aşteptat, operaţiile inverse împărţirea prin t și 
integrarea în raport cu s corespund. Aici semnul negativ lipseşte. 
Dacă 


LU) = F(s) (37a) 
atunci 


L G = | Pe) dz, (37b) 


unde abscisele de convergentă sînt aceleaşi iar conturul de integrare este res- 
trîns la sectorul de convergentă uniformă. 

Această afirmație se poate verifica integrînd prin părți în domeniul 
s observînd că F(s) tinde către zero cînd s tinde către infinit. Operații 
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mai importante decît cele precedente, în aplicaţiile din teoria reţelelor, sînt 
derivarea și integrarea în domeniul timp. Aceste operaţii vor fi dualele 
celor de mai sus. 

Fie f(t) derivabilă (și deci continuă) pentru t>0 iar derivata f'(1) este 
transformabilă Laplace. Atunci f(t) este de asemenea transformabilă și are 
aceeași abscisă de convergență. 

Există, relația 


L{f'(t)} = sF(s) — f(0 + ), (38 a) 
în care 
| F(s) = LU). (38 b) 
și 
f0 +) = pri Șt) (38 c) 


Deoarece f'(t) este transformabilă rezultă că f(t) este de ordin exponențial 
și deci este transformabilă. Restul afirmației rezultă integrind 


T 
| e f'(t) dt 
0 
prin părți gi considerînd limita cînd T tinde către infinit. 
Fie f(t) o functie integrabilă și transformabilă Laplace. 
Fie 
t 


at) =È f (2) da. (39) 


0 


Atunci g(t) este de asemenea transformabilă, cu aceeași abscisă de convergentă şi 
1 
G(s) = P (40) 


unde G(s) şi F(s) sînt respectiv transformaiele Laplace ale lui f(t) și g(t). 
Prima parte a afirmației se demonstrează ca mai sus. Ecuația (40) 
rezultă din (38b) observind că g(0+)= 0 conform lui (39). 
Aceste rezultate se extind imediat pentru derivate de ordin superior 
şi integrări repetate, prin aplicarea repetată a teoremelor de mai sus. 


Teoremele valorilor iniţiale și finale 


În estimarea comportării răspunsului tranzitoriu al unui sistem liniar 
sînt de un considerabil interes alte două operaţii limită. Prima din ele va 
da legătura între valoarea lui f(t) la t=0 şi o valoare particulară a lui F(s). 
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Definiția transformatei Laplace dă numai legătura între valorile lui f(t) 
pe întreaga axă reală pozitivă t și comportarea lui F(s) într-un semiplan 
complex. Relaţia dorită este următoarea : 

Dacă Z(f(i)) = F(s), avînd o abscisă de convergență o, <o, și dacă 
f'(1) este transormabilă atunci 


f (0 +) = lims F (8) (41) 
$-»% 
în care limita din membrul drept trebuie luată în sectorul 


T 
larg (e — 0)| <(2) > 


Aceasta se numeşte teorema valorii inițiale. 
Pentru a demonstra această afirmaţie vom considera formula de deri- 
vare 


(fi) = 8 F (8) — f(0 + ) (42) 


şi vom lua limita pentru s tinzînd la œ în sectorul specificat. Deoarece 
L{f'(t)} este o transformată Laplace ea tinde la zero cînd s tinde către 
infinit în acest sector. Rezultatul obținut va fi (41). 

Ne putem aştepta, în mod analog, să obținem valoarea finală luînd 
limita lui (42) cînd s tinde către zero. Dar aici vom avea dificultăți deoarece 


lim s F(s) = f (0 +) + lim | f'(t) ee dt, (43) 
8->0 3-0 Jo 


în care limita trebuie să fie calculată pentru |args| < (7/2) — 5 

În primul rînd nu este evident că limita din membrul drept există. 
Dacă există, nu putem vedea care este valoarea ei. Totuși, dacă schimbăm 
între ele limita și integrala, obţinem 


| imf a=] Oa = flo- +). (44) 
o %0 0 

Dacă presupunem convergență uniformă a integralei Laplace a lui f'(t) 
într-o regiune ce include s=0, atunci această schimbare se poate face. 
Totuși, în acest caz, abscisele de convergenţă atît a lui f(t) cit gi a lui f'(t) 
trebuie să fie negative. Dar acest lucru este posibil numai dacă f(t) tinde 
către zero cînd t tinde către infinit ; adică 


flo) =0 (45) 
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n n — a .———————— 


Dar în acest caz, întreaga teoremă este lipsită de conţinut. Deci în scopul 
stabilirii acestei teoreme schimbarea ordinei operaţiilor de trecere la 
limită şi integrare trebuie justificată cu ajutorul unei condiţii mai fine 
decît convergenţa uniformă. Această necesitate face ca demonstraţia să nu 
se încadreze în scopul prezentei lucrări. Teorema dorită se enunță astfel : 

Dacă f(t) și f'(t) sînt transformabile Laplace gi sP(s) este regulată pe 
axa jw și în semiplanul drept, atunci 


lim fit) = lim s F (8), (46) 


unde limita din dreapta se va calcula de-a lungul axei reale pozitive. 
Aceasta este teorema valorii finale. 


Teorema translației (deplasării) 


Ultimele două operații pe care le vom considera sînt înmulțirea lui 
f(t) sau F(s) cu o funcţie exponențială. Considerăm mai întîi înmulțirea lui 
F(s) cu :7™ unde a este un număr nenegativ. Avem 


e7% F(3) = iza e~" f(t) di (47) 
0 


= | c=t+0 f(t) dt. 


0 


Dacă facem substituţia z=t+a iar apoi schimbăm variabila auxiliară 
x în t, obținem 


c-“ Pa) =È e fit—a) dt. (48) 


Dacă presupunem că f(t) este nulă pentrut < 0, atunci f(t—a) este nulă 
pentru (<a iar limita inferioară a integralei se poate înlocui cu zero. 
Pentru a arăta că f(t—a) este zerocînd t<a, o vom scrie sub forma f(t — a) 
u(t—a). Funcția u(x) este funcția treaptă unitate definită ca zero pentru 
æ negativ şi unu pentru z pozitiv. Acest lucru conduce la următoarea 
afirmație : 

Dacă L{f(t)} = F(s) iar a este un număr real nenegativ, atunci 


LIft — a) u (t — a)] = :7™F(8), (49) 


cu aceeaşi abscisă de convergentă. 
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a a ——— 


Afirmația de mai sus se numește teorema deplasării reale sau teorema 
translației, deoarece f(t—a) se obține din f(t) prin deplasarea acesteia la 
dreapta cu a unităţi. 

Operația de multiplicare a lui f(t) cu e“ conduce la o afirmaţie ana- 
logă. Aceasta se numește teorema deplasării în complex. 

Dacă  f(t)) = F(8) cu abscisa de convergență c., atunci 


Lie“ f(t)] = F(8 + a), (50) 


avind abscisa de convergență o, + Re(a). 
Această teoremă rezultă direct din definiţia transformatei Laplace. 


A.3.4. INTEGRALA COMPLEXĂ DE INVERSIUNE 


Vom considera acum problema găsirii funcţiei original f(t), cunoscînd 
funcţia generatoare F(s). Deoarece teorema de unicitate spune că două 
funcții esenţial diferite f(t) nu pot conduce la aceeaşi funcție F(s), putem 
presupune că există o transformare inversă care va da f(t). Intuitiv este 
de așteptat ca transformarea inversă să fie de asemenea o integrală, de data 
aceasta o integrală complexă în domeniul s. Ea trebuie să conţină o anu- 
mită funcţie nucleu de s și i deoarece rezultatul trebuie să fie o funție de t. 
Într-adevăr aşa se întîmplă, după cum ne va arăta următoarea teoremă : 

Pie Z(f(t)) =F(8), cu abscisa de convergență o, Atunci 


c+ io 0 t< 0 
| Feeds = {3f0 +) t=0 (51) 
zIN++f—)] t>0 


unde c>œ>o,. Aceasta este cunoscută ca integrala de inversiune. 

Demonstrația acestei importante teoreme implică cunoaşterea teo- 
remei integralei Fourier şi a mai multor rezultate din teoria integralei 
Lebesgue. Vom presupune în mod implicit aplicată normalizarea și 
scriem 


1 c+jœ 
a) F(s)e* ds = f(tju(t) (52) 
27] 0-je 
sau simplu 
1 0+ico 
2 (T Pleje ds = fi, (53) 
27] . 0—dco 


subînțelegînd că f(t) = 0 pentru t<0. 
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æ. a ae e a 


Atunci cînd se dă numai funcția F(s), în general nu cunoaștem c,. 
Totuşi, ştim că F(a) este regulată pentru o >c,. Deci, în acest caz vom alege 
pentru conturul de integrare o dreaptă verticală situată la dreapta tuturor 
punctelor singulare ale lui P(s). Un astfel de contur este cunoscut sub 
numele de contur Bromwich, după numele celebrului matematician T.J.]. 
A. Bromwich, care a adus contribuţii importante la teoria transformării 


Fig. A.3.2. Evaluarea integralei de inver- 
siune. 


Laplace. Adesea se utilizează lîngă semnalul de integrală, în locul limitelor, 
prescurtarea ,,Br.”, pentru a indica acest contur. 

Am văzut în Paragraful 6 din Anexa 2 că de multe ori se poate folosi 
teorema reziduurilor pentru evaluarea integralelor de acest tip. Pentru a 
putea aplica teorema reziduurilor va trebui să conchidem conturul. 
Considerăm cele două contururi închise din fig. A. 3.2. Dacă integrandul 
F(s)s*! satisface lema lui Jordan pe unul din arcele semicirculare, putem 
evalua integrala cu ajutorul teoremei reziduurilor. Dacă lema lui Jordan 
este îndeplinită pe arcul din dreapta : adică 


lim sF(s)e* =0, Jarg (s — co)| Sn/2—3. 
8> 
(afirmație adevărată de exemplu, pentru t<0), integrala pe C, din fig.A.3.2 
este zero. Deoarece, în plus, integrala pe conturul închis este zero căci în 
interior nu se găsesc singularități, rezultă că integrala de inversiune este zero. 
Dacă se satisface lema lui Jordan pe arcul semicircular din stînga, 
lucru care se întîmplă în foarte multe cazuri, atunci integrala pe conturul 
închis C, este de 2=j c1i suma reziduurilor lui F(s)e*” în punctele singulare 
cuprinse în contur. Inciuzînd în (52), factorul 2rj, rezultă : 
Dacă F (s)—>0 cînd s— co, în mod uniform, în sectorul |arg (s — 59)| > 
> [2 — 5 atunci pentru t>0, 
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f(t) = $ reziduurilor lui P(8)e“ în singularităţile finite ale lui F(8). 

Acesta este un rezultat extrem de folositor. Pentru funcţiile simple, 
de exemplu funcţii raționale, putem evalua f(t) foarte ușor aplicînd această 
teoremă. Pentru ca funcţia rațională să fie o transformată Laplace, gradul 
polinomului de la numitor trebuie să depășească gradul polinomului de la 
numărător conform condiţiei (28). Astfel, formula de inversiune cu ajutorul 
reziduurilor se poate întotdeauna aplica funcțiilor raţionale proprii. 

În scurta prezentare a transformatei Laplace a trebuit să omitem mai 
multe teoreme şi demonstrații de importanţă considerabilă. Totuşi, cel 
puţin s-au enunțat toate rezultatele care sînt folosite în capitolele acestei 
cărţi. Pentru cei ce doresc o tratare mai amănunţită, în bibliografie sînt 
citate mai multe lucrări consacrate subiectului. Încheim discuţia cu un scurt; 
tabel (A. 3.1) al perechilor de transformate care sînt necesare în aplicaţii. 


Tabelul A. 3.1. 
Tabelul perechilor de transformate Laplace 
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Tabelul A.3.1 (continuare) 
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